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	 ������� ���
���	� ������	� ��	 ���������
 ���	������ �	���
��� ��� ��������! " ���	� ������� ������� ����������� ���
����
������	� �������� ������������ ���	������
 �������� 	�	 ���	���
����
 ������	�! " ���	� ������� ������� ��	�������� ��������

�	������	�� �
 �����	�
!

#�
��	
$ ��� �	� �	������	�� ��� �����	� ��������$ � ����
�� ��
�� ���� �����
		�������	$ �����
�����	 	 �	������
�	���
���	 ���� 	�	 	��� �������� 
��� ������	� �	% &�����	�

���� �$ ���������� � ' ��� �� � �������� ����� ( ������	!

����� ����	�
���� �������

����������� )*!+	 �����������	 
�������������	 ������
���	 ���������� ����������� 	��
� ���	����	 x� ��� ��������
y � ������
��	� ���� ������� y ′, y ′′, . . .� y(n)�

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0. ,)*!+-

.�������������$ ��� �����	� ,)*!+- ������	� ��� �� ������

��� ��� 	� ���	������ 	���
�� ����		 y!

/���	
�� �����	� sin x− y + 2y ′ = 0 	 x2y′′ = 2 lnx+ xy ′ �����
(��� �	������	�� �
	 �����	�
	!

����������� )*!0	  ��
��	 
��������������� �������� ���
�������� ������ �� ���
��� ������
��! ����	�� �������� �!�
��
"�! � ��� ��������#

/���	
�� y ′ − 2xy2 + 3x3 = 0 1 &�� �����	� ������� �������$ �
y′′′ + 2y′′ + y = ex 1 �����	� ���� ��� �������!

����������� )*!2	 $�������������� �������� ������ ���
�
�� �	��� ��


F (x, y, y ′) = 0. ,)*!0-

���	 &�� �����	� 
��� �����%	� ����	��� � y ′$ �� ��� 
���
� ���	��� ����

y ′ = f(x, y). ,)*!2-

%������� &'(#)* ���������� ��������	 ������ ���
��� ����
�+���	 ������������ ������
���#
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����������� %&�'	 ������� y = ϕ(x) ��	
����� ��������
����������������� ��������� ������� ���� ����� 	����
 y �� ϕ(x)�
y ′(x) �� ϕ ′(x), . . .� y(n) �� ϕ(n)(x) ��������� ������ �������� � !
�������
"����� #�$ ������� y = ϕ(x) ��	
����� ����������$ �����$

������� ����������������� ����������
%��� ������� ����&��� � ������� ���� Φ(x, y) = 0� � ��� ��	
!

����� ��������� ����������������� ����������

(��	����� ��
 ������	���� ����
�� � ���� ��� �	� �
��!�����

��$���� �
��� ���������� �������������
� �������� �����)�� �

��
������� *
������� ��	� �������
 ���������
� ������# �������

y ′ = f(x) � �
��������� ��	�� �� 
�������
 x � f(x) ���������

�
 ������
	� (a, b)� ��� �
� �������� �� ����
 ������
	���� ������
	����� ����� �� ��$���# "���� ����������
	���� ��
������ �����

�������

y(x) =

x∫
x0

f(ξ)dξ,

��� x0, x ∈ (a, b)�  �� ������ ��$���� ��	��
���� �� ���� ��	�� �

���������� � ��)�� ��$���� ����� ���

y(x) =

x∫
x0

f(ξ)dξ + C,

�� ��� ��� ������
	��� ������ ��	��
���� �� �
��#�	��� �����

��
	��# �����# �������� �
�
		�	��� ��� OY �
 ��)�� �	��
�� ����
 ��
�
� �
�� ����������
	���� ��
����

��� y ′ = f(x, y) �
����� �� ��	�� �� x� �� �� y� ������
	��� ������
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������� �� ��� ���������� ������� ����� �� ��������
�� �������

�������� ��������	 ��� ����������  ��� ���� ���	��!� ��������	�
���	 �� �����
 � ��������� ��""����#���
�	� ���������$� �� ���
��� ������������ �������� ������������ � � %��� ������ & ���
����
��� ����� �����
�����
 ����� �����!'�! �����������!( ���� ����
"�� ������� �������� ���� ����  x0, y0$� �� ��� ��������� �����
�������� �� ������� �������� ���� ����  x0, y0$� )�� ��� �	�����
��� ��������
�	�

*���� ������
�� ������������

����������� +,�-	 	�
��� y = ϕ(x, C1, C2, . . . , Cn) 
��������
� ����� ����	��� �������
�����
��� ����
�
� � ������� G�
���� ��� ����� ���������� �
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�� �����

�� C1, C2, . . . , Cn
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� ������������ ����
�
�� � ����� ����
�� ����� ����
�
� ���

 �� ���� ������
� �� ����������� y = ϕ(x, C1, C2, . . . , Cn) �����
��������!�� ������� �����

�� C1, . . . , Cn"

����������� +,�+	 #���
�
�� Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0 ����� 
��
������ ����� �	
������� ���� ��� ������������!�� ������

�����

�� C1, . . . , Cn ��� ����
�
�� ��������� ����� �
��������
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*�� �	������� ������� ������� �� ��'���� ���� ��� ����������
�����������!'�� ������� ��������
�	� ��������	�� ���������� ���
���
 ����������
�	� �������� �����	� "������!� ������� �������
"���#�� y = y(x) �� ��������� �� ���������	� � ����� ��� ������
�
��� ������ /���� %�� ����������
�	� ������� ����!��� � ���� ���
���	����	� 
�����
�� ������&( y(x0) = y0� y

′(x0) = y′0 � ���� 0���
��� 
�����
�� ������ ���������� �� "�������� ����� � �����	�
���������� ���� �������� ����� t�

����������� +,�1	 %����� 
��� ��
� ����
��� ����
�

y = ϕ(x) �������
�����
��� ����
�
� y ′ = f(x, y)� ������������
!��� 
�����
�� ������� y(x0) = y0� 
�������� ������& '���"



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ��

������ ����� ��������	 
�� ������� ������� ����� ����� ����
����������� ��� ����
������ ��������	 ��� t = t0 ������ m0

������� ������ ��� ����� ������� ������� �� ��������

� � � � � 	 �
 ������	� ����	�	��� �����	�������	 ����
�� ���� ���	! m 	 ������" �# ������� ���$ c (c > 0)� %#��
��! ����& ���	! 	���� �&��$���� �	�������	����� ���$���	�

dm

dt
= −cm

	 �������� ���$	�
 m|t=t0 = m0�
�����	� �� �����	 	���� $	�

m = m0 · e−c(t−t0).

������ ���'� ��� �������� ����� � ����� �� ���� ��� ������
!� �������� ��� ���"�"���� �������������	 ���������������
��������� ����� ��������� ������ �# ��
����� ������� �"�� ����
�� $	% �&���	 � 
���� ' ��� ����� ����� $ �&���� ��� ������� �����
������� �� ��������

� � � � � 	 �
 (�	 �����		 �� �����	 $���������! $��&�
����� )�"���� (�	�$����	� ����& ���� �� �# ������	� ��$�
����� �	�* �� ��$�"+	, �� ���� -��� �$	����! � �$��,���	 $�
�& 	 � $���	���	 �� ��. �� ��$�"� �$� �	�&
 ��,	���$� �	�� 	
�	�� �!����	* ���&� ���$�$��	$�"� ���# ���#�� / �����$���		
�$	���	! ���	 �� ��$��� �	�� ����	$���	!* ����� ���$���	�
�$	���	! ��� ���	���� $ $	��

m
dv

dt
= −kv,

#�� m 0 ����� ���	* v 0 �� ������* t 0 $���!* � k > 0 0 ����	�	���
����	$���	!� 1��� �	��� $ ���$ ����	 �������* �� �	�� ����
�	$���	! �����$���� ���	$���� �����	� )������� ���$	�
	���� $	�
 v|t=t0 = v0� / ����� ������ v0 = 1, 5 �2����

3��$���	� �$	���	! ���	 ���� �,�� �� ���$���	� �������
���	! $ ����&��+� ������� ��	 �$����� � ������" � �����&
����& ���	! �� ������ ���	* ���	 ���	�� $ �������� ���$���
�		 k/m = c� 4# �����	� 	���� $	�

v = v0 · e−k(t−t0)/m.
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� ���� ����	

 �����

�	� k
m


���� ������	���� ���−1 
 ���

�	���	
� k
m

= 1
4
ln 3

2
���−1 ����� ���� 	����	� ����� ������	���
 � ���

����		�� ����	
� 	�����	��� �����
� 
 �����
� v|t=4��� = 1 ����� 
!� ��
" ��
����� �
�	�# ��� ��	��� 
 ���� �� ����	���		���

�
�����	
���	��� ����	�	
$ ����� ������������� �	��
� ��	��


 %������ ��� ��������	
� 
������ ��	�

 	��	� �������� 	�
������ �
�����	
���	�� ����	�	
�# 	� 
 ��������� ������	�# �����
���� �	� ����	� ������������� ��
 �������� �������&		�� �	���	


������	�� 


������ ������ ����		 �	�������	������ �������	 �������

�� ��������	� ���� �����	 �	�������	������� �������	� 	 	�����

�	� ������ ��	� �����	 '�"����	
� ����	
� �
�����	
���	��
�� ����	�	
� 	��������� 	�����	�����	�� ����� ����	�	
� 

%�
���&		�� ��
���� ����	���
��$� �(& ��
	 ���	�� ���� 
�	��	� �������		� ����
�	�� ����	
� )������ ���
� 
 ��
��	
�
����
* ����� ��
�������� ��
	������
 ����	�	
��
 � ��		�� ����
��� ��� �������	
� ��+��	����� �������	
�� ����	� ����������� )���
������� ���
����
�	��� �����	�� �����# �� ������� ����������� ���
���
	� 
��$(����� ���
������ �����	��# ������		� 
 �������� ������
�� ������
�	���	� ���
������ ���
����
�	��� �����	��* 
 ����	�
������
���	
� ��
��	
$ ����
 ,��
 ����� 
���� �����$ �����#
	���
���# �	� ���"� ���������# �� �
�� ������
���	
� ����� ����
������
�	���	� �������� �������
 
 ����� �& �������� ����� ��
�
�������� ����
� �
�����	
���	�� ����	�	
��# � ����	 ��
��	
�
����� ���
������ �� 	����		��� ���� 

����� �����	
������ ��	�
�
�	���� �
������� ��
����

��
����

-�������
� ����	���		�� �
�����	
���	�� ����	�	
� �������
�������# ������&		�� ��	��
����	� ���
����	�� 
������ ��	�

 y.

y ′ = f(x, y), )/0 1*

��� ������ ����� ����	�	
� 2 
�����	�� ��	�
� f(x, y)# 2 �������
��	� � 	�������� ������
 G ��������
 (x, y) 

����	
�# ����� �������
����
� ����� �
�����	
���	��� �����
	�	
� ������� ������� )/0 1* 

3���� ��������
���� � ����	�	

 )/0 1* ������		�� x 
 y ���
��������� �����
	��� ����� 	� ��������
 %���� y = ϕ(x) 2 ����	
�



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ��

��������� 	
���� ������� ����� ����������� ������� y = ϕ(x) � ���
��������� ��� ������������ � ����������

ϕ ′(x) ≡ f(x, ϕ(x)). 	
����

 ���!����! �� "������ ������� y = ϕ(x) ����#���$��% �����
M(x, y) � �������! � ���& ����� �������$��%� '# "��!���������"�
�!(��� ����#�����& �������� ���

ϕ ′(x) = tgα, 	
��
�

"�� α ) �"�� ������� �������$��& � ��� �*������ '# ������+���&
	
��
�� 	
���� � 	
��� �������!� ��� tgα = f(x, ϕ(x)) = f(x, y)� "��
(x, y) ) ���������( ����� M � ,���! �*��#�!� �"����& �����������
�������$��& � "������ ��+���� ��������� 	
��� � �����& �"� �����
����� #������% � ���& ����� �����& ����� ������������$��"� ����-
����� �����"� ������� 	
���� �� ���$ ������������$��� ���������
	
��� #���.� � �%*�& ����� (x, y) �*����� G #������� �"����"� ����-
�������� �������$��& � "������ ��+���� ��������� 	
���� ���/���-
��!� ����# ��� ������ tgα = f(x, y)�

����������� 
��0	 � ������� G 	�

���������� �������

y ′ = f(x, y) ��	��� ���� ���������� ������� � ���	�� ����� G
������������ � ������� �������� ����������� � ����� ��!

�"

����� ������� ����	������� �������� ������ ����� 	�

���"

������ � ������� f(x, y) � !��� �����#

1 ���! ������� "��!���������& �!(�� ������������$��"� ����-
����� 	
���� 2������� ����#�� �������$�(/ ��� ���������� *��$+�-
"� ����� ������ !( ������! ���������� ��"������ �#�*������� ����
����������&� ,�� ��� �������$��� � ����� "������ ��+���� �!���
�� �� ������������ ��� � ����#�� � ���& ������ �� #����� ��/����-
��� ��+���� 	����"���������� ������������$��"� ��������� 	
���
"��!��������� !���� ����!��������$ ���� ��&�� �����% y = ϕ(x)�
������� � �����& ����� �!��� �������$��%� #������% ���������!
	
���� ���� ��� ���� ��!��� � �����& ����� �������� ���� ��������-
��&� #������"� ���������! 	
����

2��!�� ����"� "���������"� ��+���� ��������� y′ = sin(x2 + y2)
�������� �� ���� 3�

4 "��!���������& ����� #����� � ����& ���������� #����� �� ����$
����������(!� ����������%��� �����%��� �"����������
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f(x, y) =
M(x, y)

N(x, y)
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�� ��	��	 � 
���	�	�
dy

dx
=
M(x, y)

N(x, y)
������

�
�	� ������������� 
���	�	

dx

dy
=
N(x, y)

M(x, y)
· ������

���� ����	 �������� 
���	�	 � ����	������ ����	

M(x, y)dx−N(x, y)dy = 0. ���� ��

!�� "��� ���	 ������	�� ���	�	�	� ��#�
$ %�	 M(x, y) �
N(x, y) ��	#� ��&�� �

M2 +N2 �= 0. ����  �
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dy
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x
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���	���
 ����
�
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�������	� � ���� (�

y

x
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 ��������	 ������	� ����� ����� �������
��� ���� ��� ��� ����
 k ������ y = kx, x > 0 � y = kx, x < 0
	��	���	 �����	
� ������	 � !�"#$� %��&���'�� ������ �����
�����	�� ����( ������	
��� �����	)�� �� ����� ��������� *���
������'�
 	��	���	 ��� ��� ��� ���+��� ����� �� ���&���'�(
�����( ������� ����� ����� �������� ����
�+�� ��� ��� � �����
�������� ���� ��������( � ���������� ������'�� � ����� O (0, 0)
������� � !�""$ � �����	���	�

������  !�,� ��������� ��	
 �����	
��� �	� ����
���

dy

dx
= −x

y
� !�"-$

� ����� 
�� ���
���	���
 ����
�

. � � �  � �/ 0������ � !�"-$ ����1� ���� ��������( ������ ��
���������
 ����� ��������� 2��
�������� 3�� ���� ��������(
������+�� � ���� -� 4��������	� �������
�� � ����� (x, y) �����

x

y

���� �� ��	
 �����	
��� ����
��� �������

��	
� � !�"#$ � � !�"-$� ����
� ����������	��� ���� ��� ���
����+���� x2 + y2 = R2� �
��)�� ���� � ����� ��������� �����
���&���'�
� �����
� ������	 � !�"-$� .����	
� 3��&� ������
�	 ����� ������ y = +

√
R2 − x2 � y = −√R2 − x2 �−R < x < R$�

&���������
 ������������
 ������� 	��	���	 ��������+���� �
�����( � �+�( ������������	��

5���
 ������
� � �����
 �� ������1�� ���� ���
���� ������
y = kx, x > 0 � y = kx, x < 0 	��	���	 ������ �
�
����� ������	

� !�"#$
dy

dx
=
y

x
������ ���
� ��� OX� � ax+ by = 0 	��	���	 �����

���
���	�� 3��&� ������	 �� ���( ���������XOY � �� ���������
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���	� ������� y ′ = −x
y

 ������ �����������
	 y > 0� y = +
√
R2 − x2

	 ����� �������  �	���� �����������
	 y < 0� y = −√R2 − x2 �
x2 + y2 = R2 ! ����	 ��
�����

����� ����	 
���
�

"�� ����#��	� ���
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��� ���������	 ��� 
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��'��� �'�� ������� �
��$�� ���� ��������	� 	���
 ���� 	 
� ��
$�����	� tgα = k '�� k * ������
�� +�� ��� � ���'�� �
����� 
tgα = y ′ = f(x, y) 
� �����	��
� ������ 
���	 	$���	�� ������

���&
 ������	&

f(x, y) = k. �����,�

-��
��.��	� �����,� ����	
 ������	�� 	$���	�� �	//����0	�
��(��'� ������	� ����,�� +�� ��� k  ������		 �����,� ����
 ��	�
�	��
( ��$�	���� $�����	� 
� 1
� ������	� ����� ������
�	�
(
��� ������	� ������
� 	$���	��


����� ���2	 "��
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� ��� ���������	 � ��
�������� ���#
��� ���������������� ��������� y ′ = x2 + y2!

3 � . � � 	 �� )�����	� 	$���	� 1
�'� �	//����0	��(��'� ����
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 	� x2+y2 = k 
��� 	$���	���	 �����
 ���0��
�	����	�
��������
	 ���	����

√
k � 0��
���  ������ �����	��
 ��	�� ,��
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����� ������ 	$ ��������
�� ����� �����
	 �
��$�	 �%�
��$�&#	� � ��(& OX ��	� 	 
�
 �� �'�� α 
��'��� ��
���'� ���
�� k� +�� ��	 k = 1 	$���	��� ����
�� ��	�	���� ��������
(
x2 + y2 = 1 ��	 k = 4 * ��������
( x2 + y2 = 22 ���	��� 4 ��	
k = 9 * ��������
( x2 + y2 = 32 ���	��� � 	 
��� 5
	� 	$���	���
���
�
�
�&
 ��������	� �
��$�� �%��$�&#	� � ��(& OX �'��
α1 = arctg 1 = π/4, α2 = arctg 4 	 α3 = arctg 9� 6�	 k = 0 �������
�� x2 + y2 = 0� 5
��� ������	& �����
����
 ��	��
����� 
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 ����� ��	����� �	��	�� �� 	��	� �	���� ��� �	�	�	�
tgα = 0� �� ���� � �	���	��� ����������������� ��	����� � ��	��� 
!��	 �	�� �	�� ����������� ����	"	 ��##����$���%�	"	 ���������
&�� �	"	 ��	�� �	���	��% ����"���%�' ����'� �	�%
(
 �� ��	� 
�	��� ��	���	�%�' �	�� (x0, y0)� )�	����
 ����� �� �	�� ����'
���� ��	�� 	�� � ��!�	� �	��� �������% �	�� ������������ *�	 � � 
��
 ���	
	� ����"���%�	� ����	�� ��	+	��,�� ����� �	�� (x0, y0)�
� �������� ���
���� �� ���� � �	���	��� ����"���%��� ������� ��	 
+	��,�� ����� �	��� (0, 0)� (−1, 1) � (1, −1)�

x

y

���� �� �������� � ��	
������
 �����
 ����
��� y ′ =
x2 + y2
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�
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�
� �
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�
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�
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	����!�

#� ������! ϕ(x0) = y0$
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� ��+�� ����� $x0, y0) ������
�!��"���� Q : {(x, y), x ∈ (a, b), y ∈ (c, d)} �������� +
����
��� ���!�
���
!���"��� ������� �����.���� ������ y = y1�

���� �
��+���
���� ���
!��� $%&�'2) �������� � 	����� f2(y)
�
��
� ���� ��� �
�
���
 �
�
� y = y1� �� �
�
� ��+�� ����� ������
y = y1 �������� +
����
��� ���!� ���
!���"��� ������� ������ �
��+�� �� ����� y ∈ (c, y1) � y ∈ (y1, d) �
�
� ������ ����� ��������
���� ���
!���"��� ������� �� 
��" ������ �� ������
��
� ������
y = y1� �
-
��
 
������
����

���� �
��+���
���� ���
!��� $%&�'2) ��� y → y1 ± 0 �����������
�� �
-
��
 ��
!�� 
������
����



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ��

�������� yi� 	
� ���
�� f2(yi) = 0� ��� 
������ �
�������
������� ���� y = yi = const�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

2yy ′ = 1− 6x2.

� � � � � � �� ��������� �� ������ �
������� ��	����� 
� ��!
"���� 	�
�#������

2ydy = (1− 6x2)dx.

$��%
�
�� �&� ���� 	��"����%� 
�������� ��'��#�∫
2ydy =

∫
(1− 6x2)dx,

����� 	�"����#
y2 = x− 2x3 + C.

(� ���������� ��"���� �&)�# ���%
�"�# �������%� �
����!
���� $ ��%� #�*�� 	�"���+ �&)�� 
������ y = ±√x− 2x3 + C�  �!
���)�� ���%
�"+��� �
���� � ��
���' � ��*��' 	�"�	"��������

������ ���,� ����� ������	 
	�	��	 
���	��� y ′ = −y
x
� �
�

�������

� � � � � � �� �� ��"�� 	�
�#�����

dy

y
= −dx

x
,

���%
�
��# � 	�"����#�∫
dy

y
= −

∫
dx

x
⇒ ln |y| = − ln |x|+ lnC1,

%�� 	
�� ��"+��� 	�������� C0 �"� ���&���  �	����� ��� ln |C1|� %��
C1 #�*� &�+ "�&�%�  ����� -��	�"+ �������+ ���'���# "�%�
�.!
#�� 	��"� �	�
�/�� 	���/�
������ 	�"���# �&)�� 
������ � �����

y =
C

x
, %�� C = ±C1.

0�����"�� � �&)�� 
������ ����"+��� ��"���� y(1) = 2� ������#

2 =
C

1
� ����� C = 2 � ����#�� ������ 
������ 
���� y =

2

x
�

0
� ��"���� �� y #� #�%"� 	��
�+ 
������ y = 0� �� 	��"�����

����
*��� � .�
#�"� y =
C

x
	
� C = 0�



�� ������ �	
 ��������������� �������� ������ ������

��������� ����� � ��������	
 � �����	���
��	 ����
����
�

���	��	 ��������������� ��������	 ������� ���	�� y ′ = f(x, y)�
� ������� �����	 ����� ������� ������ �� ax + by + c� �� a, b, c
� ��������� �����	����� ��	 �� �������������	 ��������� �� 

���� ��
��� ����
����� ax + by + c = t� �� t ! ��������	 ���� 

������	 ������	 x�

� ���	
��	 ���
���� ��

����� 
�	������ �������

	
���
 ����� "�#��� ��������������� ���������

y ′ = cos(y − x).

� 	 � 	 �  	� ��	��	� ���	�� �	�	�	��� y−x = t� !�"�� y = t+x,

y ′x =
dt

dx
+ 1� #��
���� $� 
������	�% � 
 ����	 �����	�	� #�&

����

dt

dx
+ 1 = cos t⇔ dt

cos t− 1
= dx.

#����	"������ �'	 ��
� �����	���"� ���	�
���∫
dx =

∫
dt

cos t− 1
,

�� ����

x = ctg
t

2
+ C.

(�% �����	�% �	�	�% 
�	��	� �'������ ���
������� t = y − x�

x = ctg
y − x

2
+ C.

)�� 
������	�	 ���	�	�%	� 
����	 �'�		 �	�	�	 �����	�%�

����� ����	���
� ���	��������
� �	�������

��	���� ��	����

� ����*	�% �
��	����
% �++	�	����,��	 �����	�%- � ��&

���� �� ��������� ��	�	� ��
���'�� ��	�	�% x  y- �	�&
� ��������� ����	���
�,- 
��� �����	�	 �	 �	�%	�
%� )�� ��	�,

��*��. ���

 �++	�	����,�� �����	�.- �	�	�	 ������ �'��&

��	� 
��.
���� ����'%- ��� ��� ��'�	 �	�	�	 ��*	� '��, �����	��

� ����"�&�'� �	�	�% ��
�%*	�	� � 
*��	� �
	. Ox  Oy�
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����������� ������ ��������� ���	���
�� �����	�� ���� ��

������ ���
� ������
 
 
������
y

x
�

dy

dx
= f

(y
x

)
. �������

�	
� ������ f(u) ������
��� ��� u ∈ (a, b)� �� ������

f
(y
x

)
������
��� � �
��� 	�	������ �� ����� (x, y)� �
� ����� �

a <
y

x
< b� !"
�	��� �"�������� � #��$� ��$� �
�$�� "��$

�"�������% G�

������� ��	
	 ���� ������� f(u) ������	��� �� ��
������

a < u < b� f(u) ∈ C(a, b) � f(u) �= u ��� ���� u ∈ (a, b)� 
 �����

����� 
��� (x0, y0) ∈ G �����
 ��� � 
��� ��� ��
���������

������ 

�������������	 &�
�'�$ y = ux� ��� u = u(x)� ����� �� ���(
����� ������� 	
����) xu ′ + u = f(u) � $ ��
���$ �������� 	
�����
�*��$�	� ����$��� $�)

du

dx
=
f(u)− u

x
. ����+��

,� �������� ����+�� ��
���$∫
dx

x
=

∫
du

f(u)− u
·

,��������� ������$

ln |x| = Φ
(y
x

)
+ C, ����+��

��� Φ(u) =

∫
du

f(u)− u
·

,� �������� ����+�� 	
����� ��� �	� �������
%� � ���� � ���(
����� ������� ����"� � ������$ ����"�� 	
'�� ����
� ����������
-�.	�����
%��� ��� ���������$ � "��� C1 ��$��� x �� C1x � y ��
C1y ��������� ����*

ln |x| = Φ
(y
x

)
� 
*"* ����* 	�$�.	��� ����+���



�� ������ 	
� �������������� ��������� ������� �������

���� f(u) = u � ���	�
�� ����� u1, . . . , un� �� �	�	� �	������	
����� (x0, y0) ∈ G ���	� �������
 �	����	��� ����� ���	����
��
������ ��� ������� �� ��������� �	������	����� ���	�����

u∫
c

dξ

f(ξ)− ξ
, �������

����� u ���	���� � �����! �� ����	��" u1, . . . , un� ������	� � u1�

x

y

y = bx

y = ax

y = u x1

B1

B2

B3

C1
C2

C3
A1

A2

A3

���� �� ��������	�
� ���
� �������� y ′ = f(y/x)
����������� �������� ���������

#� ���� $ �	�����	��� �������	�� ���	�	��	 ���	����
�� ���%
�� � ��!��	 ��������� ���	����� �������� &	�	� ����! A1 �!�!��
������	�� �������
 ���	����
��	 �����	 A1B1B2C2� A1B1B3C3� . . .
'�	 ��� ����(�� �� ��" y = u1x�

)��������� ��**	�	�+���
��� !����	��	�  �� 	�� ����	 !���%
�	��	� � ������	 ��� � ���������	 *!��+���

����������� ���,-	 ������� f(x, y) ���
����� ����������
�������� k ��� ���!���" ���� !�� �#$�% λ" ���%� λ = 0" �%���
%���� ��&�����

f(λx, λy) = λkf(x, y).

#�����	�� *!��+� f(x, y) = 3xy − 2y2 	��
 ��������� *!��+� 
�����" ��	�	��� ��� ���

f(λx, λy) = 3λx · λy − 2λ2y2 = λ2(3xy − 2y2) = λ2f(x, y).



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ��

����������� �����	 �����������	
��� �������� ������ ���
����� y ′ = f(x, y) ��������� ����������� ��	� ��� ����� ��������
��
  ���

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, ������	

��� P (x, y) � Q(x, y) � ���������� ������� ����� ��������


�� ������ ��������� �������� ������������ �����������
y = tx !�� t = t(x) " ����� ����������� #���$���


����� ���%	 ����� �� �� ��!���� ��������"

(y2 − 2xy)dx+ x2dy = 0.

& � � � � � �' ()������ *�� �������� �������� ��������+ 
��������� ��*##�$����� �� ��##���$����� P (x, y) = y2 − 2xy �
Q(x, y) = x2 " ��������� #���$�� x � y ����� �������� ,�����+
����������� y = tx ������ dy = tdx+xdt� -�������+ ���.���� ���
y � dy � �������� ��##���$������� ��������� /�!��

(x2t2 − 2x2t)dx+ x2(tdx+ xdt) = 0.

&����� ���0�� � ������ ����0��� ����)�+ �������� � ����1
��23�+��� ���+����+� ������ ��!�� �������'

x2(t2 − t)dx = −x3dt;

−dx
x

=
dt

t2 − t
;

lnC|x| = ln
t

t− 1
·

,����� �0����2 ����������� ����)�+ �03�� ����!�� ��������

Cx(y − x) = y.

-���)����� �03�� ����!�� ��������� ����+�2 #���$�2
y = y(x) � ������+ �����

-�������� �� ������ �������� � ������23�+��� ���+��1
��+� +� ������ �� x �� ����� ��.�� ������� �� �������� ��
#���$�� x = 0 �34 ����+ ������+ ����!� �������� ���!�� ��1
���� )�� � �03�� ������ *�� #���$�� �� ������	� -�������� �4 �
�4 ��##���$��� � �������� �������� ����)�+ ��.������ 0 ≡ 0 
������������� #���$�� x = 0 " �34 ���� �)������	 ������ �����!�
���������

-� ��������� ���+����� +� ���.� ������ �� t2 − t ��*��+�
���0����+� ������� �� ����2��� �� ����������� ����)����� ��



�� ������ 	�
 ��������������� �������� ������ ������

������������� � ��	
 �������� t2− t� ������� ��������� �����
����� ���� ������ ��� t = 0 ���� y = 0� � t = 1 ���� y = x� ����
����	�� ��� ���������� � ������� ��  ��!��	��� ��������
��"��� ��� ��� ����	�����
� �������
 � ��	�
��� ��������
#�� ������ ����� ����� $��� ��	���� �% �$&�� �����

��� C = 0 � C = +∞ '���	�� �%����� ����� ���������" C �
�����
 ����� ����� %� ���� �	��� �� C� ����� ����" ����%�
��	���" ���������" C̃ = 1/C � ������������ ����" ���������" �
��	
(� )% %����� �$&�� ����� � ���

x(y − x) = C̃y

�	���� ��� ���� x = 0 ��������� � �$&� ������

����� ����	�
� �������������
� ��������

������ ������

���"�� ��  ��!��	��� �������� �������	�
� ��$�" ����
��" �	��� �������"� ������ �������
� ���	������� ���� �
����� ������
��� � ���	������� *�	� ������� �	��"��� ���
��� �����	�� ��"�� �� �$& ���� ���%������ + ���� �	����
�	� ����� ������ ������� ����� � ���������� �������" ������
�	��"�� ������� %����
� ���$	������ �������� 	��"���
�������� '��� �������� ���������	
( � ������� ���� ���	���
��� ������� ��$������ ���� ����� 	��"�� ���������

����������� ,-�./	 ������� ��������� �������
 �������
�

��	 ������	 � �� ����������	 � ������ �
������

dy

dx
+ a(x)y = b(x). ',-�01(

*�	� b(x) ����� ���������� ��	
� �� ������� ',-�01( ��%����
��� 	��"��� �������� $% �����" ����� �	� 	��"��� ��������
��� ��  ��!��	���� �������� ������ ��������
*�	� b(x) � ����� ���������� ��	
� �� ������� ',-�01( ��%��

����� 	��"��� ����������� ��  ��!��	���� �������� ���
���� ��������
2��$�	 ��������������� � �������	���� ������ �����

	��"��� �������" ��	���� ��
�� �������� ������������ ���
��

������ ������" ���� $��� ����	�%���� ���� ��� ����� 	��"�
��� �������" $�	 ������� �������� � ��� ��� ����� �����
	��"��� �������"�



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ��

���� �����	 
	��	�� �����
������ ���������� �	����	���� 

���������� �	 ���
�� ��	�� �	���	���
	���� ����
����
����� ���
������ ���������� ��	
�����

dy

dx
+ a(x)y = 0. ���� !"

#�� �����	���� �� ��	
����� ���� $" ��� b(x) ≡ 0 � �
������ ��	
�
������ � �	������������ ��������%��� &�	
����� ���� !" ��'�� ���
��'�������� ����� �	�������� ��������%()

dy

y
= −a(x)dx ⇒

∫
dy

y
= −

∫
a(x)dx⇒

ln |y| = −
∫
a(x)dx+ ln |C|.

*� ��������'� ������+���� ����� ��������
	��� ������� ��+��
��� ���������'� ��	
����� 
 �
��� 
���

y = Ce−
∫
a(x)dx. ���� �"

�	 
����� ��	��, �����%�, ��-��
����, � �	� �	�
	��� ������ 
	�
��	�� �����
������ ����������, �-��� ��+���� ��(����'� �������
�����'� ��	
����� (b(x) �≡ 0) ������ 
 
��� ���� �", '�� �����
����
�	� ��������	� C �	���	���
	���� �	� �������	� ��..���������	�
.����� z(x) ���������	� C ���������	
, �� 	�'������'� /01203245 6
������%
���, ��	
��� ���������"�

7	��� �-�	���, ��+���� ��(����'� �����������'� ��	
����� ����

 
���

y = z(x)e−
∫
a(x)dx. ���� 8"

9�� �	(�:����� ����
������ ���	 .����� z(x) ��:�� �����	�

��� 
%�	:���� ���� 8" 
 ��	
����� ���� $"� 9�� ���'� �	���� ������

����� .����� ���� 8")

y ′ = z(x) ′e−
∫
a(x)dx + z(x)e−

∫
a(x)dx

(
−
∫
a(x)dx

) ′
=

= z(x)e−
∫
a(x)dx − z(x)a(x)e−

∫
a(x)dx. ���� ;"

<����	
��� 
%�	:���� ��� y ���� 8" � y ′ ���� ;" 
 ��	
�����
���� $", �����	�� ������+���� ��� ����������� ����
������ .�����
z(x))

z ′(x)e−
∫
a(x)dx − z(x)a(x)e−

∫
a(x)dx + a(x)z(x)e−

∫
a(x)dx = b(x),



�� ������ 	
� �������������� ��������� ������� �������

������

z ′(x)e−
∫
a(x)dx = b(x) ��� z ′(x) = b(x)e

∫
a(x)dx.

	
������ ������
�� �����
��� 
������

z(x) =

∫
b(x)e

∫
a(x)dx dx+ C0. �������

���������� 
����

�� �����
�� ��� z(x) �  ����� �����!�� ��"
��#��� �$%�� �&�
�� ��
��
��� 
���
���
��� ���
�
�� �����'�

y =

(∫
b(x)e

∫
a(x)dx dx+ C0

)
· e−

∫
a(x)dx. ����(��

)�����
��* ������

�+  ����� 
�� 
��$���������� ���
� ,�"
���
��* ������� �� 
������
�� �� ������ ����-�� ���,���*
��
������

��� � ���

�� �&�
�� 
� ����� .���� �����������+%��� ��"

���
��� ���
�
�� �� 
� ����� .����� ����� �&�
�� 
���
���
�"
�� ���
�
�� �  ��� ����#�

��� �&�
�� ��
���
��� ���
�
���
� ������ ���,���*
�� ������

�� ������������� ��� �����

��
����#�
��

��������� ����� �� ������� 	
����� ��� ����� ������� 
�����
���� ������������� �������� ����	���
��� 	���� 	�� ������ ���
����� 	������	�� ���� ����������� �������� � ��	����� �����
��� ������������� ���������

	
���
 ���/�� !���� ����� ������� ��������

y ′ − 2x

1 + x2
y = 2x.

0 � & � 
 � �1 2
�#��� �&��� �����������+%�� ��
���
�� ���"

�
��1

y ′ − 2x

1 + x2
y = 0.

3�� ���
�
�� � �,����+%����� �����

���

dy

y
=

2xdx

1 + x2
.

����� �
�������
�� � ����
-����
�� ����#��

y = C(1 + x2). ����(/�



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ��

������ ����	 
�� ����� �����
� ������������� �������
�� ���
��
��� ���
�������� ���������� C = z(x)	

y = z(x)(1 + x2). ��� !"#

$�%��
 ���
������� y ′ = z ′(x)(1 + x2) + z(x) · 2x 
 ����������
y 
 y ′ � 
�%����� �������
�	

z ′(x)(1 + x2) + 2x z(x)− 2x · z(x)(1 + x2)

1 + x2
= 2x.

&���� ��
�����
� ������'% (����� ����(
 �'��)��
� ��� z ′(x)	

z ′(x) =
2x

1 + x2
·

&��
�����
��� ��������� �������
�

z(x) =

∫
2xdx

1 + x2
= ln(1 + x2) + C0. ��� !!#

*�� ����(��
� ������ �����
� �������� �������
�� ��� !!# �
��� !"#	

y =
(
ln(1 + x2) + C0

)
(1 + x2).

����� ����	
	�
 �
�	���

����������� �� +�	 ��������� ����	

�� �� ��
������� 	����

����� ����
dy

dx
+ a(x)y = b(x)yn, ��� !,#

��� n �= 0 � n �= 1�

-������
� .������
 ����
��� / �
������ ���������/�� z = yk�
��� k = 1 − n � ���������� ���� ���������/
 
�%����� �������
�
��� !,# ������������� / �
��

1

1− n
z ′ + a(x)z = b(x). ��� !0#

*�����
������� ����� z = y1−n. 1����

dz

dx
= (1− n)y−n

dy

dx
, ��/���

dy

dx
=

dz/dx

(1− n)y−n
·
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�
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��� �
����� �������

��������	 
����

�� �����
�� � �����
�� ����
�
�� � �������	
�����������
���

y ′ + a(x)y = b(x)yn =⇒ dz/dx

(1− n)y−n
+ a(x)y = b(x)yn =⇒

=⇒ dz

dx
+ a(x)(1− n)y1−n = (1− n)b(x).

���
������
� �������	

dz

dx
+ (1− n)a(x)z = (1− n)b(x).

������
�� ����
�
�� �������� ��
��
	 �������
�����
	 �����

�
��	 ������� ������� �
� 	���� ��� ��!�
� 	�����	 ��������
���������
�� ������

�� 

��������	�
� ������ ��� ����������������
�������� ����
�
 �
����

������ "# $� ��������	
 ��� �����	

y(x) = Cx+
C√

1 + C2

��� ������ C ∈ R 	��	���	 �������� ��������	

y − xy ′ =
y ′√

1 + y ′2
· %"# $&

' � ! � 
 � �� (�����	 ��������
�) ��
���� y(x) � ��������	
y ′(x) � y(x) � ����
�
�� %"# $& ������	

y ′(x) = C;

Cx+
C√

1 + C2
− xC =

C√
1 + C2

·

������
�* ������

�� ����
���� �������� ���������	* ��������
����
� ��

�� ��
���� �������� ��!�
��	 ����
�
�� 

������ "# +� ���������
 	��	���	 �� �����	 y = sin 2x + 3x
�������� ��������������� ��������	 y′′ + 4y = 12x�

' � ! � 
 � �� ,�����	 �����) � �����) ��������
� ��

��
��
����
y ′ = 2 cos 2x+12 � y′′ = −4 sin 2x � ����������	 � �����
�� ����
�
��
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���
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�
��������
 �����
��� �
����� �������

������ ����� ������� ���	
�� �������� ������� ���������

y ′ = y − x2.

� � � � � 	 �
 ������ ������	� ����	�	 	����	�� ��� ��� 	���
��	�� � �	�		 ������� ������� ���� ���������	� �� !�� "������	�
y ′ = f(x, y) 	# ����	�	 "!���������$� "������	$

f(x, y) = k,

�!� k = %&'()�
*�� !������ "������	� y ′ = y − x2 ���"	� "������	� ���������

	����	�


y − x2 = k ⇔ y = x2 + k,

�� ���+ 	����	�� ���!������$� ��,�� ��������� ���!���	��# �����
,�� � ����	 �����!�$-	�	 � ��+$ OY .�	�� �/�

X

Y
5
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2

1

-1

-2

-3

1 2-1-2 0

y=x -1

y=x +1

k=-1

k=1

2

2

k=0
y=x2
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X
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4

3

2

1

2

1

-1-2

-1

-2

-3

y=x +1
k=1

y=x
k=0

y=x -1
k=-1

2

2

2

���� �� ���� �����	���
� 
 
���������� ��
	�� ���	���
�

y ′ = y − x2

0���� �������� k ���"	� ��������� ����	��� 	����	� 	 �������
	� �� �	# ���� ���������	�� ��� ��� k = tgα �!� α � "��� �������



��������	�
� ������ ��� ���������������� �������� ����
�
 �
���� ��

���������	
 � ������� �	 ��� k = 0 �	����� �	���	�������� �����
������� �� ��	����� y = x2� ��� k = 1 ��	� ����	�� ���������	
 �
	�� X �	������ α = π

4
�� ��	����� y = x2 + 1� � ��� k = −1 ����	�

����������� α = −π
4
�� ��	����� y = x2 − 1 ������ �� ���� ��� ��	�

�	�� ������������ ������� ���� !���� �	�� ����������
� �	�����
�������� ��	"��#���� ������ �� ���� �� � $����������� �� ����"	�
�� y = x2% ����������� � ����	
 �������� � ���������� �	 ��	�	

���������

������ �&�'� ������ �����	�
����
�� �	��
�
��

xydx+ (x+ 1)dy = 0.

( � ) � � � �% *�� �	�	� ��	"� ��������� ����������� �������
��� ��	�	� �������	� � ����� ����� ���������� � ����� ��������
��������� �� y(x+ 1)%

xydx = −(x+ 1)dy;

xdx

x+ 1
= −dy

y
.

+����� ��	����������� 	"� ����� ���������� �	�����∫
xdx

x+ 1
= −

∫
dy

y
;

− ln |y| = x− ln |x+ 1| − ln |C|;
|y| = elnC|x+1|−x;

y = C
x+ 1

ex
⇔ y = C(x+ 1)e−x.

+�� ��� ��� ���������� ���������� �� ������ ��������� ��
y(x+ 1)� �	 ������ ��	"�	���	 ��	������� �� �	������ �� ��)�����
	"��!� !�� $�	 ����#���� � ����� (�)���� y = 0 ��	��� � �	������
�	� ��)���� ���	"� �"������� � $�	�� �	����	��	 �	�	#��� C = 0��
�	������� x = −1 � ���	��	� ���������� �	����� �	#�����	� ����
x = −1 ���#� �������� ��)������ +���� 	"���	�� ��)���� ����	�	
��������� ������������ �	"	
 �	�	����	��� ���,�
 y = 0, x = −1
� y = C(x+ 1)e−x�
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�
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 �����
��� �
����� �������

������ ����� ������ ��	�
� ���

(x2 − 1)y ′ + 2xy2 = 0, �	� y(0) = 1.

� � � � � � �	 
����� ����������� � �����
dy

dx
� �������� ������

�������� � ������ ���� �������� � ������� ���������� �������

��� ��
dx

(x2 − 1)y2
	

dy

y2
= − 2xdx

x2 − 1
·

�������� �� �� �!����� ����������� ����� �������� ��������

��������������� ���������� ���������	∫
dy

y2
= −

∫
2xdx

x2 − 1
;

1

y
= ln |x2 − 1|+ C.

"������� �!#�� ������� ��������$	

y =
1

ln |x2 − 1|+ C
·

%���� ���������� ��� �������� ������� ��������$ $��$��$ �� �

�� ��$��$ y = 0� &���� ����� ��� �������� �'����� ��������(��

������ ��������� �!�!#)����  � ���������� ����� ��������(���

���� dx � dy� � ������ ������� ��� � ���� (x2 − 1)dy + 2xy2dx = 0�
�� ������$�� �� �� !���� ����� ������ ��$��� x = ±1� *��� �
+�� ������$ �� ����������$�� ���������� ������ y(0) = 1 ������

&����

,�$ ������$ ������ &��� ��������� ����$���� C � ����������

���� �!#�� ������� �� �����$ y(0) = 1� ,�$ +���� �������� +��

��������� ������ � �!#�� �������	

1 =
1

ln | − 1|+ C
;

ln 1 + C = 1⇒ C = 1.

-� �� �!������ � ���� ������� ������ &��� ����� ���

y =
1

ln |x2 − 1|+ 1
·



��������	�
� ������ ��� ���������������� �������� ����
�
 �
���� ��

������ ����� ������ ��	
������

(x+ 2y)dx− xdy = 0.

� � � � � 	 �
 �����	�� ����������� ��� ��� �������� ������
� ��� ������	� ��	������ � ����� ������ �� �� ������ ��� ���
�����	 	��� ��	 dx !��!���! �����" �������	"� ������#	� x 	 y�
$���� �����	 	���� ��	 	������ 	���� dx 	 dy !��!%��! ���&
�����	 ���� 	!�	 x 	 y �����'� ���!��� (������������ �����

�������	� ��������� (����� ������ ����������

y

x
= t� )�'�

y = tx� dy = tdx + xdt� *�����	� y 	 dy � 	������ �������	� 	
��	��! ���+��� ������ �����	� �������	� � �����!%#	�	�! ��&
��������	� ������ ������� �� ��� �����


(x+ 2tx)dx− x(tdx+ xdt) = 0;

x(1 + t)dx− x2dt = 0;

(1 + t)dx = xdt;

dx

x
=

dt

1 + t
;

ln |x|+ lnC = ln |1 + t|;
lnC|x| = ln |1 + t|;

Cx = 1 + t;

(���� �+�����% ������ t =
y

x
� �����	� 	�����% ���� 	%


Cx = 1 +
y

x
⇒ y = Cx2 − x.

*�������� ��	 �����		 �������	! � �����!%#	�	�! �������&
���	 �� �����	�	 �� x� �� ������ ����� ������	��� �� !��!���!
�	 ���� 	! x = 0 �#, ��	� �����	�� ����'� �������	! -��'�� �	&
���� ��� � �+#�� �����	� ��� ���� 	! �� ���	�.� *�����	� �, 	
�, 	������ 	�� � 	������ �������	�� �����	� �������� 0 ≡ 0�
������������� ���� 	! x = 0 / ������� �����	� ����'� �������	!�
���	�� ��"����'� ���� �+#�'� �����	!�

������ ���0� �����������
	�� ��	
����� xyy ′ = x2 − y2�

� � � � � 	 �
 1��	��� �������	� � �	�

dy

dx
=
x2 − y2

xy
, 	�	

dy

dx
=

1− (y/x)2

y/x
·
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 ��� ����
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��������
 �����
��� �
����� �������

������ �������	� 
��
��
 ����������� �������� �����
 ����
���		� ������ �� �������	
 y/x� ������� ���������� y = xt� ���
t = t(x)� ���� ���������	 y 	 y ′ � �������	� �����	�

t+ x
dt

dx
=

1− t2

t
, 	�	 x

dt

dx
=

1− 2t2

t
·

� ���������� �������		 ����� ������	�� �����������

t dt

1− 2t2
=
dx

x
·

�����	� � � ���	 �������	
 �� ! 	 ���	�����	������ �����	�

ln |C| − ln |1− 2t2| = 4 ln |x|, ������ x4(1− 2t2) = C.

������"�
� � #���$		 y� ���� � �����% ���������	 t = y/x
	���� � "�� �����	� �������	


x4
(
1− 2

y2

x2

)
= C, 	�	 x4 − 2x2y2 = C.

������ &'�(� ����� ���		 
	�	��	 
���	����

xy ′ − 2y = 2x4.

) � � � � 	 �� ������ �������	� 
��
��
 �	��%���� ��
 ���
�����	
 	�������� ����� ���	�$		 ���	�������% ����
���%�

)��	� ������ ���������*"�� �	��%��� ���������� �������	�

xy ′ − 2y = 0.

+�� �������	� ������
 ��������	�� ���������,�

dy

y
= 2

dx

x
,

	�����	��
 �������� �����	� � "�� �����	� ����������� �	��%����
�������	
�

y = Cx2.

-����� ��	���	� ����� ���	�$		 ���	�������% ����
���%� ��	.
���� ��� � ���������� �����		 C / #���$	
 �� x 0C = C(x)1�
����	##����$	���� � "�� �����	� ����������� �������	
� ��	��.
��
� ��� C = C(x)� 	 ������	� � 	,����� ������������ ������.
�	� ���������� �����	� y = Cx2 	 �������	� ��
 ��� ���	������%
y ′ = C ′

xx
2 + 2xC� �����	� �������	� ��
 C = C(x)�

x(C ′
xx

2 + 2xC)− 2Cx2 = 2x4.



��������	�
� ������ ��� ���������������� �������� ����
�
 �
���� ��

������� �	�	
��� �	����� ��������������	� ��������� � ����
����������� ����������� 	��	�������	 C� ����� ��	 ��������� 

x3
dC

dx
= 2x4.

!���"����� �	����� 	
��� �������

C = x2 + C1.

#����� �	������� C = C(x) � 	
��� ������� 	��	�	��	"	 �����
����� �	����� 	
��� ������� ��$	��	"	 ����%�	"	 ��	��	�	��	"	
��������� 

y = x2(x2 + C1), ��� y = x4 + C1x
2.

&
������ �������� ��	 	
��� ������� ����%�	"	 ��	��	�	��	"	
��������� �������� ����	% 	
��"	 ������� �		�����������"	 ����%�
�	"	 	��	�	��	"	 ��������� 'y = C1x

2( � ��)	�	�	"	 �����	"	 �����
��� ��$	��	"	 ��	��	�	��	"	 ����%�	"	 ��������� '�	 ��	 ���)���
y = x4 * �����	� ������� ��$	��	"	 ��������� �	+�	 ��")	 ��	���
���� �	������� ��� ���)��� � �, ��	���	���� � ���������(�

������ -.�/.� ������ ��	
������

y ′ = y4 cosx+ y tg x.

� � � � � � � 0���	� ��������������	� ��������� ������%�	��
&���)	 ������%�	��� ����� ���	"	 ��	��	"	 ���� * ���������� 1�	
��������� 2������� � �"	 �	+�	 �������� ) ����%�	�� ����������
0�� ��	"	 �	����� �"	 �� y4 

y ′

y4
− tg x

y3
= cosx

� ������� ������ ��������	% z =
1

y3
� 3 ��	� ������ z ′ = −3y

′

y4
 ����

�	�������	
y ′

y4
= −1

3
z ′� �	��� ������ ���������$ � ��	
$	����$ �	�

)������% �	����� ����%�	� ��������������	� ��������� ������	�
	��������� ���� ���	���� 

−1

3
z ′ − z tg x = cosx.
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���
 �����
 ��� ����
�
��������
 �����
��� �
����� �������

������ ����	����	
���� �������� �������� 
��	������

1

3
z ′ + z tg x = 0,

dz

z
= −3 tg xdx⇒ ln |z| = 3 ln | cosx|+ ln |C| ⇒ z = C cos3 x.

� ���
������ ������� ��������� ��������� 
��	����� 	�����
�
�� �����	����
� ��������
� C�

C = C(x), z ′x = C ′
x cos

3 x− 3C cos2 x sinx

� �����	�� 	 ������� ���������� 
��	�����

−1

3
(C ′

x cos
3 x− 3C cos2 x sinx)− C cos2 x sinx = cosx,

−dC =
3dx

cos2 x
·

��������
� ��� 
��	����� � �����	��� �������� 	��� ���� ��
C = C(x) 	 ������� ��������� 
��	�����! ������

C = −3 tg x+ C1,

z = C1 cos
3 x− 3 sinx cos2 x.

"���� �#����
� �����
 ����������! ���
��� �#��� ��������

y =
1

3
√
C1 cos3 x− 3 sin x cos2 x

·

����������	
��� �����

������ $%&''� ���������	 
��
��
 �� ������
�� ������ ����
������������� ��������� ��������� �������

() y′ + 2xy = 0	 y = 3e−x
2
	

#) y′2 = 4y	 y = (x+ 1)2	
	) y′(2y + 3x) + 3y = 5 cos 5x	 y2 + 3xy = sin 5x	
�) y′′ − 2y′ + y = 0	 y = xex	
) y′′ + y′2 = 0	 y = ln x	
�) y′′ = x2 + y2	 y = 1

x
�

������ $%&'*� ������� ������� �������� ���� ������������
������ ��������
 y′ =

√
x2 + y2 � ����� ������������ ������	

����������
� �� ��!������ �����
� y(0) = 0, y(0) = 2 ����� ���



��������	�
� ������ ��� ���������������� �������� ����
�
 �
���� ��

y

x1 2 3

���� �� ���� �����	
���� �	��� �	
������ y′ =
√
x2 + y2

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 ���	
	��������� �
���	�

���

�� y′ = y tg 3x�
�� xdy√

1−y2
+ ydx√

1−x2 = 0�

	� y′ = 2
y

√
x+ 1�


� 3xe3yy′ = ln4 x�

������ ������ ����� ������	 
	�	��	 �
���	���

(1 + ex) · y · y′ = ex �
� y(0) = 1�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 �
���	���

�� y′ = −x+y
x
�

�� 3y′ = 3y
x
+
√

3y
x
+ 4�

	� 2y′ = 2y
x
+ ctg

(
2y
x

)
�


� xy + y2 = (2x2 + xy)y′�

������ ������ ����� ������	 
	�	��	 �
���	���

(x2 − 3y2)dx+ 2xydy = 0 �
� y(2) = 1�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 �
���	��� y′ + 2y
x
= x3�





������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

��� ����� ���	
 �������� ������ 	
�� ��������� � ����
� ����
���������� ���	������� ���	
 �
�������� �������

P (x, y) =
∂U

∂x
; Q(x, y) =

∂U

∂y
· ����!�

"��� � ������ �������� y = y(x)� # ��$���� �������� ������ ���
������� �� �������

dU(x, y(x)) ≡ 0, ����%�

��� ������� �� ����� ���

U(x, y) = C. ����&�

'�	����� ��� �(	�) ���*��� y(x)� �����������) ���������
����&�� ����� U(x, y(x)) ≡ C� ��������� ��� dU = 0� +�,���� �������
$���� ����&�� *������ �����-�� ����.��� ��( ���������(� ��������
�	/�� ��������� �������� ������� ���� ,�� �������� ��� ������
��� � ����
� �������������

��� ��/��������� ��$���� y(x) �������� ������� ������������
(/��� ������( y(x = x0) = y0� ���	������� ���	
 ������$���� ����&�
���������� ������( ���*��( y = y(x)� ��� ,���� ��-��� ���	
 �
�
�������� ������� ������
 � ������) ���*����  ������� �������

∂U

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

= Q(x0, y0) �= 0

� ��/�������� 	
 �*��C� ��� *������ 	
�� �
������� ������$����
U(x0, y0) = C� 0 ,��� ����� ��$���� y = y(x) �*��� ��� y(x0) = y0�
����������� �. ��������

U(x, y) = U(x0, y0).

"��� -� Q(x0, y0) = 0� �� P (x0, y0) �= 0� �� ��-�� �)�� ��$����
� ���� .��������� x = x(y)� ��� ,��� ��� �
� ������� ���(� ���
x0 = x(y0)� 1�$���� ��� .� �)��� ���� ������������ P (x0, y0) = 0 �
Q(x0, y0) = 0�

2�������� �����(/� ������3

������� ��	
	 ����� ���	
�
�� P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 ��

�� ���	
�
��� 	 ���
�� �������
������� 
��������� � ��������
��

����� 	 ����������
��� G(x, y) : a < x < b� c < y < d ��
����



�� ������ �	
 �������� ������� � ������� ��������

P (x, y) � Q(x, y) ���� �������	�� 	
���� � � ������
� �����	���

��
� P ′
y � Q ′

x� �����
 	���� 	 G ���� 	�������� ����	��

∂P

∂y
=
∂Q

∂x

� Q(x, y) �= 0� ����� ����� ����� ����� (x0, y0) ∈ G ������� ���� �

������ ���� ������������ ���	���

���������	
���� ���������
�	� �� ������� 	
��
� ��

�

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = dU ≡ ∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy,

	� 
�	� ���
��	�� ������ �����
��

P =
∂U

∂x
; Q =

∂U

∂y
·

�������
�
�����
� �
���
 �� �	�� ���
��	� �� y� � �	���
  ��

x� ! �
��" #��	� ����#��� � �
���� ���#�

∂2U

∂x∂y
� �� �	����

∂2U

∂y∂x
�

���$���$� �� ������� 	
��
� P ′
y � Q

′
x �
��
���� 	� �� 	
��
�
 �

�
���������	� #��	�� ���������� �	 ���%�$� ����
�
���������%

∂2U

∂x∂y
=

∂2U

∂y∂x

�� ��
����	
�����
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
·

��
�������
�	� &�$���	
���	�� ����
�
� ��% ��%���'�����$�
R� ���	���� ���$���

U(x, y) =

x∫
x0

P (ξ, y0)dξ +

y∫
y0

Q(x, η)dη,

$�	���% ����#�
	�% � �
����	�	
 ��	
'��������% ����
�
��������'�
���(
��% P (x, y)dx+Q(x, y)dy ����� ������"� ��
���%�)
" 	�#$�
(x0, y0) � (x, y) � ���	�%)
" �� '������	�����'� � �
�	�$�����'� �	*
�
�$�� ��
���
 � �	���
 ���'�
�
 ���	�
	�	�
�����
����" ����
�
����� �	�" ���$��� ���
� P (x, y)dx+Q(x, y)dy�

&
"�	��	
����� ��������% ������� ����
�
���������% ��	
'������



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

��������� 	
 �����
�	�� ������� ���
��� ��	���	���� 	
 �����
��� U(x, y)�

∂U

∂x
= P (x, y0) +

y∫
y0

∂Q

∂x
dy = P (x, y0) +

y∫
y0

∂P

∂y
dy =

= P (x, y0) + P (x, y)− P (x, y0) = P (x, y).

����	����	 ������ �
	
∂U

∂y
= Q(x, y).

���� 	����	� �� �� ���� ������������!�	�	 ��������� "#$%&'
��� dU = 0 �� ����	��
��!�	� ��	 	���� ��
����� ���
 ����

U(x, y) ≡
x∫

x0

P (ξ, y0)dξ +

y∫
y0

Q(x, η)dη = C.

(� ����
��� ��� ���	)����� �� ���� �	�
���*
 ����	�!�	 �����%
+
	 	)�	 ��	��	��
���	��
! �� �����*�� ������%

������ #$%$� ����� ����� �	�
��� ����
�
	����	��� �����

	
	��

(3x2 + 6xy2)dx+ (6x2y + 4y3)dy = 0.

, �  � � � �� -���	 ����
!� �
	 ���	��� P ′
y = Q ′

x ���	����	%
.���
��
��!�	� �	��	�!�� P (x, y) = 3x2+6xy2 � Q(x, y) = 6x2y+4y3�

	 P ′

y = 12xy ≡ Q ′
x = 12xy%

/� ���	���
∂U

∂x
= 3x2 + 6xy2

�	��� ��
�����	����� �	 x ���	��

U = x3 + 3x2y2 + ϕ(y).

.������������ 0
	 ����)���� �	 y � ����������� ��	 �	0����

����
� ��� dy � ���	��	 ���������
∂U

∂y
= 6x2y+4y3, �	����� �����

����� ��� ϕ(y)�
ϕ ′(y) = 4y3.

/�
������� 0
	 ���������� �	���� ϕ(y) = y4+C0 �� ����	��
��!�
�	� 	���� ��
����� ���	��	�	 ��������� ���
 ���

x3 + 3x2y2 + y4 = C.



�� ������ 	
� �������� ������ � ������ �������

����� ����	
�
���� ���������

���� ����� 	��
� �������� ������ �� �����
�� ������ ������
��������� 
� ��������
 ����� ������ �� ��!
� 
���" ������"
μ(x, y)� ����� ����#���� �� ��
��" ����� 	��
� �������� ������
�
���
 ������ ������������� ����
��! ������� U(x, y)� $����
������� �������
�� ����������	�
 
�������
�

$���� �%����� ���� μ & ��
�'��"(�! ���#�
���� 
�

μ(P (x, y)dx+Q(x, y)dy) = dU ; μP =
∂U

∂x
; μQ =

∂U

∂y
· ������

)�������
 ����� ��� �����'� �� �������� ����'� ������ ���
(��
���
 ��
�'��"(�! ���#�
���* +�������
��� ������ ������
���������� �������� ����'� ������� ������
���"(�� ����
��
�� ��������� ����
 ��
�'��"(�! ���#�
���� ,���� 
�'�� 	����
��
�'��"(�- ���#�
���! �����'� �������� %������	���

)
��! ����� ��� ��!
� ��
�'��"(�! ���#�
���* .� ������
����� ��
�'��"(�'� ���#�
���� ��������� �������� ������ � 
���
��� � ���%-�����- � ���
�
�	��- �������- ��� �������� � �����-
������������-� ����� 

∂(μP )

∂y
=
∂(μQ)

∂x
���

Q
∂μ

∂x
− P

∂μ

∂y
=

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
μ ����/�

��� #�� ���� �%� 	��
� �����
�� ����/� �� μ�

Q
∂ lnμ

∂x
− P

∂ lnμ

∂y
=
∂P

∂y
− ∂Q

∂x
· ����0�

$���� �%����� �� ����	��� � ���� ����/� ��� ����0� ��������� �
������� ����������� ��� ���������� �������
��! ������� μ� 1��
��	� ��
�'������� 
���'� �������� � �%(�� ���	�� �� ��(� �� ��
����� ���� ���#����� 	�� ����	� �2���� �������� ������� 3���	���
��� ���
�
�	�� ���
� 
����� ���� 	��
��� �2���� �������� ����/��
.��'��� �� ��������%��� ���%�����
�� �������� ����/�� ���4
�� ��!�

� 
���� 	��
��� �2����� � 
�'�� ��
�'������� �������� ������
�����
�� � �����
����

5�����
��� ������� ��
����"� ��'�� ��(��
���
 ��
�'��"�
(�! ���#�
���� ����"(�!�� �������! 
����� x μ = μ(x)� ) 6
��



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

������
∂μ

∂y
= 0� � �	�
����� ����� �	�
	������� 
 ��������� �����

�������� �����	���������� �	�
������

d lnμ

dx
=

∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q
· �����

��� ������
�
���� μ = μ(x) ���� ���!� � ����������� ����" 
"#
	�$����

∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q
= f(x)

�
������ ���%���& ����%� x� ��'�� μ �� ������ %
��	���	�&
μ = e

∫
f(x) dx�

(����'����� ��� ������
�
���� μ = μ(y) ���� ���!� � ��������#
��� ����" 
"	�$����

∂P
∂y
− ∂Q

∂x

P
= g(y)

�
������ ���%���& ����%� y� ��'�� μ �� ������ %
��	���	�&
μ = e−

∫
g(y) dy�

������ ��)� 	
�� ���� �����
� ��
�����(
2xy + x2y +

y3

3

)
dx+ (x2 + y2)dy = 0.

* � + � � � �� ,����
∂P
∂y
− ∂Q

∂x

Q
=

2x+ x2 + y2 − 2x

x2 + y2
= 1.

-����
��������
d lnμ

dx
= 1, μ = ex.

.	�
�����

ex
(
2xy + x2y +

y3

3

)
dx+ ex(x2 + y2)dy = 0.

���� �	�
����� 
 ����" �����	������� � /	�����'	�	��! 0�� �	�
#
������

U(x, y) =

∫
ex
(
2xy + x2y +

y3

3

)
dx+ ϕ(y) =

= y

∫
ex(2x+ x2)dx+

y3

3
ex + ϕ(y) = yex

(
x2 +

y2

3

)
+ ϕ(y).



�� ������ 	
� �������� ������ � ������ �������

��� �����	
��� ϕ(y) ������
�
∂U

∂y
� ����������
� μQ�

ex(x2 + y2) + ϕ ′(y) = ex(x2 + y2),

����	� ϕ ′(y) = 0 � ����� ���
���� ���
�� �����
��� 
���

yex
(
x2 +

y2

3

)
= C.

����� �����	� 
	������	������ �������	�

� ��������	������ �����

���������� � ���
���
 ����
�� �
�
��� 	���
�
�������� ���� 
�
���! �
 ��"�
�#��� �������
���� ����"��	���! �����
��
 ��	�

y = f(y′). $%&'&()

*��� � �
������� ����
 y′ = y0, f
′
y′(y

′
0) �= 0! �� �����
��
 $%&'&()

����� ��"�
���� �������
���� y′' +	���� ,�� �
 ��
�	� ��"�����
�	
���� ��������
���! � ��

��� ��	 ���
���
��� ���	����
� ���
����
	
��� �����
��� $%&'&() � ��	� y′ = f−1(y).

-
� �
 �
�

! �����
�! ��� �����
��
 $%&'&() ��
�	� ����� ����� 
�
��������� $����

! ��
��� � ���	�������)' ��� ,���� ��
� �
�
��

� ��	
� {

y = f(p),
x = ϕ(p),

$%&'&&)

�� 
��� � �����
����
���� ����
' -�� ��� f(p) �"�
����! �� 	�� �� 

���	
��� �
�
��� ����� ����� ������. ϕ(p)! �	

dy

dx
= p'

/ 	����� ������! ���	
� ����"��	��.
dy

dx
������� y(x)! "�	�� 

��� �����
����
��� �������
����� $%&'&&)

dy

dx
≡ f ′p(p)dp

ϕ′p(p)dp
,

� ��������
� 
# �����
��� p�

f ′p(p)

ϕ′p(p)
= p. $%&'&0)



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

�������� 	
���� ������������ ϕ′(p)� �������

ϕ′(p) =
f ′(p)
p

,

������

ϕ(p) =

∫
f ′(p)
p

dp,

� ������������ ��������⎧⎪⎨⎪⎩
y = f(p),

x =

∫
f ′(p)
p

dp + C

������� ��������� y = f(y′) � ��������������� ����� � ���� ���� 
������

������ 
��!� ����� ����	�� 
���	�	�� y = y′ + ln(y′)

� � � � � � �" #���� ������ ������� � ��������������� �����"

y = p+ ln(p).

$ ��%��� ��&�� ���
dy

dx
= p � ��������'���� ����(��)�� ����� 

����� ������� ��������'������� ��������� ��� ����*����� x(p)"

dx =
dy

p
=

1

p

(
1 +

1

p

)
dp =

dp

p
+
dp

p2
,

�������������� x = ln(p)− 1

p
+ C�

+���� �,������ ������� �����&� ��������� ����� ���⎧⎨⎩ x = ln(p)− 1

p
+ C,

y = p+ ln(p).
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���� ��#�	���		�� ������ 
���	�	�� ���� ��� ���! � ���� �
$��
���
�� ����� ������	���� %��� ������ ��� ����" ��&�
' ����

%��� ������	���� (��)���� ���	� ��	� �	��*����	�� ������ �� ����
�� ��*�� (� ����	�� ���� ��	� �" (���#) ������ 
���	�	�� ���� 
��� ���! 	�(���#�	� � %��� ������	����



�� ������ 	
� �������� ������ � ������ �������

����������� ����	 ������ ������ 	
������
������� ������

�
� ���������� ������ �� ���������� ������������ �������

����������� ����	 �
�
�� ����� ����� ������ � ������� ���

�������� ������ �
�
���

����������� ����	  ��
 ������ �
�
� ���� 
���������� �
�

���� ��� ���������� ������ 
���������� �
����


����� ����	 ��� Ox �������� ������ 
���������� �
��� 	��
������
�

dy

dx
=

{
y · ln2 |y|, ���
 y �= 0;
0, ���
 y = 0;

!�������� y = 0 " #�� 
���������� �
��� ���	
����������
�

� �	
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�� �������� 	���
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	�� ��$$���
"����
	�	 !���
�
�� 
���%

��&�� � 	��� ����� �		��� ��	�	�� �	��� 	�
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����
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�� ��%	�� ����� ������� ���� ����� ���	
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�
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	�� ����&�� �	%

��	�
��� ��� 	�	 �	�� � 
��		�	� 	����� G 
� �!(���	��%

�	 	�	�	�	 ����
��� *	'	�! ��� �!(���	��
�� 	�	�	�	 ����
��
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	�� ���� ����� ����
 ������ �&��
� 	
������
������� ������
�

y′ = f(x, y)� ����'�	
$� ����
 �
�
� y = ϕ(x)� � ��%	�� ����� ���

���� ��!
� ���� f(x, y) 
�
 f ′y(x, y)� 
 !���
��� �������� �

y = ϕ(x) �&��
�$ 	������ ������
�� -��� $!
�"�� y = ϕ(x) 	��%

.��� ����
��� ��$$���
"����
	�	 !���
�
�� y′ = f(x, y) 	 	
� �

�!�� 	�	��� ����
����



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

������ ����� ���������� 	��
�����

(y′)3 = y2.

� � � � � 	 �
 �� �������	� ���� ������	�� ���	����� ���
	�����


y′ = y2/3.

������ ����� ��� �������	� f(x, y) = y2/3 ������ ��� ��	 ���!
������	�! y" ���� ��	������ f ′y(x, y) = 2/(3 3

√
y) ����	� #�������

� � ���� � ��	 y = 0 	 ������	���� � ��������	 �	 OX" ����
����	� $	��	%� � ��������	 �	 OX �� � ������ &��	' #�
���'" ��(��� ���� ���'� y = 0 �������� �#�� )���	��" ��
*���%	� y = 0 ���(	� �# ' �����	�' ����� �������	�� +����
�������" �����	� y = 0 �������� ����� ���������

,����' ������ #-�� �����	� ����� �������	�� �������� �����

'��� �" ��!�	'
dy

y2/3
= dx� .�����	���" ������' #-�� �����	�

3y1/3 = x+ C, 	�	 y =
(x+ C)3

27
·

+�'����� 	��������� ! ��	� !" ���������/-	! �������'�
#-�'� �����	/" ���	� 	� ��#	����	! ����#�" �����/-	!�� ��
�� 	� ����� ���	�' ���������� �	 OX� &�� ��� ����� ��(��/
���� �#� �����	� y = 0 ��!�	� �-0 ��� 	����������� ��	���
����� �������	� 1��#	������ ����#��2" � � ��(�� ���� �	 OX
���������� ������ ��	���������	 1�	�� 32�

x

y

���� �� ������������ ����� 	��
����� (y′)3 = y2
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� �������� ������ � ������ �������

�������� ��	 ������ �������	 
����� ��
��	 �� ��������� 
 ���

��� ������� � �� ����� ���� 
������� �� ���� �� ��� ����� ����

������� �������� ��������� C

�����	���� ������� �������� y′ = 3

√
y2 + 1
 ��� � � �����

����� ������ � ����	� �	��� 	�� OX ������� ���	��� ��	���
�������	����� � ����������	���
 �����	 ������� y = 0� ��� �� �	
�	����!� �� �������� ������� ��������
 "	#�	�� ����	� ������
��� 	�	$�% ������ �� �����


&'
(
'
 ���������� ������� ������� )���� ����	�	���� ��	 ���
����	 ���	��� ��	��� �������	����� � ����������	��� ��� ������
������!�	 	 ��������� ���*��+��	 	 	��	�����!�	 �	�*�	��	�
F (x, y, y′) = 0� � �����	  ������ ������� F ′

y′(x, y, y
′) 	$������� �

���! �� ���	�		� ��	������
 ,	������ �����-��- ������� ������
��� {

F (x, y, y′) = 0,
F ′
y′(x, y, y

′) = 0.
.&'
'/0

������� ������� .&'
'/0 � ��	��	��� (x, y) ��*������� ���������

������� ���
�� 
 1�	 �� 	$�*����!�	 	�	$	� ������
 2��	 ���! 	$�
���	�3 ���� ������ 	�	$	�� �	 	�	 ���������� ������������	�
���	�
 4���� 	$�*	�� ��� ��%	������ 	�	$	 	 ������ �������3

.'0 5���� �������������- ����- ��� ������� .&'
'/0� ��� ���
 	 ��	$%	���	 ����-���! �* ��+ y′
 ������� ������������
��- ����- � ���� ϕ(x, y) = 0


.60 "	����!� �������� �� �������� 	���������� ���������

ϕ(x, y) = 0,

������� �����������!�	 	 �������� ��� ���
 7��� ���
��� ������� *���+� ������ �����������!�	 	 ���������
�	 #�	 ������ 	�	$	�� ���� � � 	 	�����	��� �� ���	����	
���	��� 8������� � �����	���� �� 	 ������� �	�*�	����
∂y′

∂y
= − F

′
y

F ′
y′
·

������ &'
&� ����������  ��
����� y − (y′)2 − x = 0�

� � � � � � �3 9������������� ����� #�	 	 �������� 	�����
������ ������	� {

y − (y′)2 − x = 0,
−2y′ = 0,

⇒ y = x,



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

�� ���������	� y = x � �������� 	
������� ���� x − 1 − x �= 0� ����
���������� y = x �� 
������ � ������ 	
������� �� ���� ������

�������
������� �� 
������� 	�������
����� ����
��������� �
��

���� �� � �� ��� ������� !��� �� "� �� ����	���� #
���
��

������ $%�&� ����� ����	
 �
�
�� ����
�� (y′)3 = y4�

' � � � � � �� ( ������ ��	��� ����
��������� �
���� �#
����
����� ������� {

(y′)3 − y4 = 0,
3(y′)2 = 0,

�) ���
�� ������� y = 0� *�+�� #
���
��� �� y = 0 ������� 
��
������ �������+� 	
�������� ,����� �� "�� 
������ #
��)������
∂y′

∂y
=
∂(y4/3)

∂y
= 0� � ��� 	������ *�#��-� �� ��
	����� � y = 0 ��

������� ������ 
������� �����+� 	
��������
.����������� ����� 
������ ���� ���

dy

y4/3
= dx; −3y−1/3 = x+ C; y = − 27

(x+ C)3
,

� ��� ���� #
���� y = 0 ������� ������ ������������ /
��� 01�

x

y

���� �� ��������	�
� ����� �������� (y′)3 = y4

2���� ��
�)��� ����	� ���)������ #
���
��� ��#������ ���
�� �� #��	������ ���
��������� �
���� 	������ ��
��� �	���
�������� � ������������� �� ���� ��� ��#�������� � ����
����
������ �
���� �� �	�� ������ 
��������



�� ������ �	
 �������� ������� � ������� ��������

����� �������	
���	�� ����	�	�� ������� �������

����������� ����	 ���������� 	�
������� ������	��� �����
����� x� �	���� ������ y � �� ����� � ����� �����������
y′ � y′′� ��������	
 ���������������� ���������� ������� ���
����

F (x, y, y′, y′′) = 0. �������

� 	
���� ���	
�� ��
���� ������� ����� � ������
�� x, y,
��� y′ ���� ����� �� �����
���� � ��
���� �����!� "�����

���#
����� ����� ������
�� y′′�

$��� %�� ��
���� ���� �
#��&��� ���������� ��
�&�' "��(
�#����' �� �� #
"����
���� � ����

y′′ = f(x, y, y′). �����)�

*
�������� ������+�� ,�#�	����� #
�
	� "������+�� � ��,(
,�����
����� ��
���� �����!� "�����
�


����� ���-	 ���� ��		� m ������ � ����	���� ��� ���	�����
	��� ������� ����
 ���
! "���� ����� ��� ���
 ����� �	�� ���

��	���� #�� � ��#������ ������ ������� t = t0 ���� ��$�����	�
��� %����� �� ��	��� y = y0 � ����� 	����	�� v = v0!

* � & �  � �. /����� ������
���� "����� "� ������' ��������
���� #
 ��� Oy "��	0� "����������� 
"�
����� ��� Oy 
"�
�(
��� � 1����� /��� y "��'���' ����� ���� ������
� ,�����
������ t. y = y(t)� 2
� ��� 
'�� %�� ,������

�����' #
�� 2����
 !�
��� 	�� "���#������ �
��� ���
 

�!� �������� �
�� ����� ��� ��'�����+�� 
 ����� 3#����� 	��
�������� � �������� ���
 v � a �
�� "����' � �����' "���#���(
�� "��� "� ������ y′ � y′′� 2
 ���� ��'������ ������+�� �����
4�� ���
 ������� Fg = mg !�� g 5 �������� �������!� "
���� 
� ���
 ��"��������� ��#���
 �����
� ���� ���� "���� �����
��� 
"��"�����
��
 ��
��
�� �������� Fd = −λv2 !�� λ 5 ��%,,�����
��"��������� ���
 
 #
� ���� �#
	
�� 	�� ���
 ��"���������

"�
���
 "����� �������� /����
���� %�� ���
���� �� �����'
#
�� 2����
 "���	�� ��
����

ma = Fg + Fd,



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

������� ��	
� ���	������ a = y′′� v = y′ � �������� �
� Fg � Fd�

��
���� �����������
���� �������� ������ �������

my′′ = mg − λy′2,

������� �������� y = y(t) ������
��� ����� ������� ��
��

���� ����� �������� ���
��������� ��������� �������������

���������  �	
��� ������� � �������  ����
���� ������ ������

t = t0 ��
� �� ���
�	� ��� !��
�� �� �	��� y = y0 � ���
� 	��"

��	�� v = v0� #�	��� 	
����� ����
���� �	
��� �
� ������� y(t)$
y(t0) = y0 � y

′(t0) = v0�

����������� %&�'	 ����� ����	��� 
���	�	� ������� ���
������� 	�������� �
	��� y = ϕ(x, C1, C2)� ����� ��� ��� !��"
�����#	�� !����		�� C1 � C2 � 
���������$�� 
������%
�� !�� �$��& ���������		�& C1 � C2 �
	��� y = ϕ(x, C1, C2)

����� ����	��� 
���	�	�'
(� ������ �� 	� ���� 	�)��#	�� 
����� y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0�
�
�����
$� ���	����		�� �	�)�	� C10 � C20 !����		�& C1 � C2

������ )�� �
	��� y = ϕ(x, C10, C20) ����� ����	��� 
���	�	�
� 
����������� *��� 	�)��#	�� 
�������

(���������	�� �)��� ������� ����	��
��� )�	�������� �����"

	�� ���� � *
� ���
���� �� +���� �����	�� �����"
�)� �����

���) ������ ����� ��������� ����� (x0, y0)� ����� ������� +�� ���"

�� ��� ����� ����
����
��� ������ ��, ���� �	
���� ��������� ��"


��� ��+�������� ��	���
����� ���� �������� ���������� y′  +���

������

����������� %&�-	 +���	�� ����	��� 
���	�	� �������� ���
�������� 	�������� ����� ����	�� y = ϕ(x, C10, C20)� !��
)�$����
�� ����,� ����	� y = ϕ(x, C1, C2) !�� ���������		�& �	�)�	�&
C1 = C10 � C2 = C20�


������� %&�&	 �� -���	���	�� ���� Φ(x, y, C1, C2) = 0� 	��"
	� �!�����$��� ����� ����	��� 	�������� ����� �	��,�����
�������	����#	�,� 
���	�	� ��������
(� .����� )���	�,� ����	� 	�������� �	��,���#	�/ �����/

��		�,� �������	����#	�,� 
���	�	��



�� ������ 	
� �������� ������ � ������ �������

����� �����	
 ��������
��� � ��������������
������� ������	
 �����

������� ����� ���� �����	 
���� f(x, y, y′) ����������������
��������	 ������� ���	�� y′′ = f(x, y, y′) � �� 
������ ��������
��� f ′y(x, y, y

′) � f ′y′(x, y, y
′) ��������� � ���������� � ���������

������� G ���������� x� y � y′� �� ������ �� �� ���� ��������		
��
�� (x0, y0, y

′
0) ���� �������� �� ������� � ������ �����������

��!���� y = ϕ(x)� ���������	" �� ��
������ ������	� y(x0) = y0
� y′(x0) = y′0#

������	 
��������� ��� ��	�	�������	�

����� �
�
�
 ���� � ��
��
� �
�
�


��	�� �� 
�������� �	������ ������� ���������	������ ��	��
����� ������� 
����	 ���� ���� �		�� �	 �
���������! �����
���� " �	��������� �� �
����	 �		��� #�� �
���������! ������$
��%������� �	 �	�����! ��
	 �		�& �		�	 '��� � ��	��	� �		�
�	� " �	������ �
���������! ������$ ����� �		�	���� ��	�����
������$ ������� � �( 
��������$ � �������! ����	 ���������$
���	����

)��� #�� ������� �		*��� � ���$ ������ �� �! ����� ��� �
�		��$ '���� +�
���������!� ������� � �		�� '��� �	�!�	*���
�	�	���!�� ��������� � 	 ����	 x = x0� � ������$ ��� �		*���� , �	�
�	����$ �����$� -	���	������	� �����������	 �		�� '��� �����
��& ⎧⎨⎩ y′′ = f(x, y, y′),

y(x0) = y0,
y′(x0) = y′0.

.�����/

)��� �
���������!� ������� �		*��� � ����� ��� ���$ ����
��� �� �	�	� �		�	 �	�!�	���� ��	���$� 0	�� �
���������!� �����
��� �	�!�	*��� 
�� #��� ��	����!�� ��� ��	��!�� ���������� 1	

�	����� ��!��� ��	����!� ������� �		*��� � �� ����	 x = a
� x = b� ����*%� �� ��	���	�� ���	��� ������� ���������	�����
�� ��	������� -	���	������	� �����������	 ��	���$ �		�� �����
��& ⎧⎨⎩ y′′ = f(x, y, y′),

y(a) = ya,
y(b) = yb.

.����2/



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

� ���� ���	
� � �������� ������ �������� ���� ����� � �
�
��������� �� ��
��	��� ������� �
�
	
 ���� ���� ���������
����� ���� ���� ��	������ �������� ����� ��� �����
� ���� ������
 
������ ����� ����� ��
����� y′′ + y = 0 �������

!��"#��

y = C1 sinx + C2 cosx.

	�� ��"� �������� ������������� �����
���"���
$
�������� ��� ���	
� �
�
��� ������������� �������%
&' y(0) = y(π) = 0; � ���� ���	
 �� ������� y(0) = 0 �
�����

C2 = 0� �����
������ y = C1 sin x � ��� ������ ������� y(π) = 0
����	
� ��	������ �������� ����� (����&)'�

x

y

0 π

���� ��� ������������ 	��
����� ������ ������ ������

*' y(0) = 0, y(b) = 1; 0 < b < π; � ���� ���	
 ��������

��������� ���� y =
sin x

sin b
(���� &&'�

x

y

0 πb

1

���� ��� ������������ ������ ������ ������



�� ������ �	
 �������� ������� � ������� ��������

�� y(0) = 0, y(π) = 1; � ���� �	
�� ����� ��� ��� ��� � �
��
���
� ���
����� y = C1 sin x� ��	
������� �� ������ ����������

�	���� �y(0) = 0�� ������� �������� ���  ��� ����
 (π, 1).

����� �����	�
����
�� �	��
�
�� ���	��� ��	�����

����������� ��
���
�� ��	����

!��������� ������� ���� ��""��#��	$��� 
������� ����
���� �������� ������ � �����$� ����� ������� ���������� �

�������� ������ �������% &��� ���'�������� 
������� �����
����� ���� ��� �������%

(% )������ � ���� �� y � y′*

y′′ = f(x). �+(%(,�

-'������� ���������
� ��� ���
� �����
� y′ = p(x)� ���
��� y′′ = p′(x)% .������	�� ���� ������ ����������� � �������

������ �+(%(,�� ��	
��� 
������ ������ �������*

p′(x) = f(x),

���� ������� ���

p(x) =

∫
f(x) dx = F (x) + C1.

&�� ��� p(x) = y′� �� y′ = F (x) +C1% -������ �������
� �/ ����
������� �'� ���� 
������� �+(%(,�*

y =

∫
F (x)dx+ C1x+ C2.

������ +(%0� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ = cosx�

!  �  � � * .�	���� y′ = p(x)� ��	
��� y′′ = p′(x) � �	�����
�	$��� ��'������ ����$ 
������ ������ �������

p′(x) = cosx.

!��� ����� 
������� p(x) =
∫
cosx dx = sin x + C1% 1�����

p(x) �� y′ � �������
� �/ ���� ������� �'� ���� 
�������*

y =

∫
(sinx+ C1) dx = − cosx+ C1x+ C2.

2% )������ � ���� �� ����� �'����� ������� "
��#�� y*

f(x, y′, y′′) = 0. �+(%(0�



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

������ ��� 	 
�������� ������� ����� �����	� y′ = p(x) 	
�������� ��� y′′ = p′(x)� 
������� �������	� 
������ 
������� �����
�	������ �����		 p(x)�

f(x, p, p′) = 0.

��
���	�� ��� ������� ����	 ��� � ��� ��!��	� p = ϕ(x, C1), ���

��� 
���� 
���������	 � ���� p =
dy

dx

������� � �	� 	������� �����

���	� "#$%$&'

y =

∫
ϕ(x, C1)dx+ C2.

������ #$%$(� ����� �����	
 �
�
��
 ����
���

(1 + x2)y′′ = 2xy′ ��� y(1) = 0, y′(1) = 1.

) � ! � � 	 �� *���+	� y′ = p(x), y′′ = p′(x)% *����	� �������	�

������ 
������

p′(x) =
2xp

1 + x2
·

)�����	� � ,��� �������		 
�������� 	 
��	�����	���� ���∫
dp

p
=

∫
2xdx

1 + x2
⇒ ln |p| = ln (1 + x2) + ln |C1|.

*�����	���� ��-��	�

p = C1(1 + x2).

.�� ��� p = y′� �� y′ = C1(1+x
2)% /�����	��� 
�������� �������	��


������� � ��� ��!��	� 	�-������ �	�������	������� �������	�

y = C1

(
x+

x3

3

)
+ C2.

/�
������ ��
���	������ �������� �����	�� 
����	� �	�����
	� ���- �������	� 	 ������ ������� ��!��	�{

y(1) = 0,
y′(1) = 1,

⇒
{
C1(1 +

1
3
) + C2 = 0,

C1(1 + 1) = 1,
⇒
{

4
3
C1 + C2 = 0,

C1 =
1
2
,

⇒

⇒
{
C2 = −2

3
,

C1 =
1
2
·

0������������� 	������ ������� ��!��	� 	���� �	�

y =
x3

6
+
x

2
− 2

3
·



�� ������ �	
 �������� ������� � ������� ��������

�� �������	� �� 
����	� ����� ������� �����	
	��� ��������
��� x�

f(y, y′, y′′) = 0. �������

� � ���	��	� �����!� �������	� ������ ����� "��!#	� p(y)$
���	
�%�� �� ���������& y$ �� �'�� y′ = p(y)� �	""����#	����
��
 ����� �����
��� �� x �� ����	 � �	""����#	�����	� 
 ���&
"��!#		 
 �()��� ��'�$ (�� y �� ���
� "��!#	�& �� x�

y′′ ≡ d(y′)
dx

≡ dp(y)

dx
≡ dp(y)

dy
· dy
dx
·

*�! !�!
dy

dx
≡ y′ ≡ p(y)$ �� �!��(��� +��

y′′ ≡ dp(y)

dy
· p(y).

,��
��� �� ������	� � � y′ 	 y′′ � 	
-����� �������	� �������$
�� �(��� �������	� �����'� �����!� ����
	�� +�� "��!#		 p(y)�

f(y, p,
dp

dy
· p) = 0.

.���'�	��� /�� �������	�$ ���� ��&�	�

p = ϕ(y, C1).

,��
��� �� ��&�����& 	���'�� p = ϕ(y, C1) � 
�����0��	�
y′ = p(y)$ �� �(	� �	""����#	� +��� �������	� �����'� �����!� � �
"��!#		 y �� x�

dy

dx
= ϕ(y, C1).

1�� �������	� �� ���
� �������	�� 
 ����� ��%	�	
� ��������
���	� .���'�	��� �'�$ �� �(	� ��%	& 	���'�� 	
-����'� �������	�
�������� ∫

dy

ϕ(y, C1)
= x+ C2.

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	��� yy′′ = y′2�



������ ��	 
������� ������ � ������ ������� ��

� � � � � � �� ���	�
 ���� ����
���� y′ = p(y)� ���	� y′′ = p
dp

dy
�

� ���� ��������� ������������� � ��	��

yp
dp

dy
= p2.

���	�������� ��� p �= 0� �������
 ��� ��������� �� p� ���	���


����
�����
dp

p
=
dy

y
� �������������
�

ln |p| = ln |y| + ln |C1| ⇒ p = C1y.

��������� y′ = p(y) 
� �
��
 ���������

y′ = C1y.

����� ��� ���������� ���	�
�

dy

y
= C1dx⇒ ln |y| = C1x+ ln |C2| ⇒ y = C2e

C1x.

������� ��������� p = 0  y = const! ��	��"���� � ���������

��#�
 ������� ��� C1 = 0$

%$ &��� 	�''����(������� ��������� F (x, y, y′, y′′) = 0 �	��)
��	�� ������������ ����
�� '���(�� y � �� �������	��*� �$ �$
F (x, ky, ky′, ky′′) = knF (x, y, y′, y′′)� �� ����	�� ��������� ����"�����
��	��������� y′ = yz� �	� z(x) + ����� ����������� '���(��$

,������������� ���	�
 ����"���� 	�� y′′$ ,�''����(����
y′ = yz �� x � ��
���� y′ �� yz� ��	�
 �
����

y′′ = y′z + yz′ = y(z2 + z′),

�� ���� ��� ����"���� 	�� �������	��* ��	��"�� y ��� 
��"�)
����$ � ���� ���	����"����� �	����	����� ��� �	�����
����� ��)

��� y, y′, y′′ �� ky, ky′, ky′′ ��������� �� ��
�������� �����
�� ����
k = 1/y� 
�"�� �������� y �� ��������� � �������� ����	�� ����)
����� �� �	���(�$

������ -.$./� ������������	
�� ��
	�����

x2yy′′ − (y − xy′)2 = 0.

� � � � � � �� 0���� ����� ��������� + �	����	��� '���(��
������������ ����
����* y, y′, y′′ � ����������
 �	����	����� n = 2�

F (x, λty, λty′, λty′′) = λ2t[x2yy′′ − (y − xy′)2] = λ2tF (x, y, y′, y′′).



�� ������ �	
 �������� ������� � ������� ��������

������� �����	 y′ = yu
 ���� y′′ = y′u+yu′ = y(u2+u′)� �� u(x) �

����� ����������� �	�����
 ����� ����������� � �������� 	��������

���	���

x2y2(u2 + u′)− (y − xyu)2 = 0,

y2[x2(u2 + u′)− (1− xu)2] = 0.

�	����� y ≡ 0� ��������� �������� �������� ������ 	��������


��� y �= 0 �����

x2u2 + x2u′ − 1 + 2xu− x2u2 = 0,

���	�� ��� �	����� u ���	���� �������� ������������ 	��������

������ ������� 

u′ +
2

x
u =

1

x2
,

������� ���� �������	���� ������� �������� ��������!��� �����"

�����


#���������!��� ������� ����������	$%�� ���������� 	�����"

��� u′+
2

x
u = 0 ����� ��� u =

C

x2

 &������ ������������ 	��������

�%�� � ���� u =
C(x)

x2
� ����������!�� u′ =

C ′

x2
− 2C

x3
� � ����� ���"

�������� �'��(���� ��� u � u′ � 	�������� ���	���� C ′ = 1� ���	��

������� C = x+C1
 ����� �)������ �)%�� ������� 	�������� �����

���

u =
C1

x2
+

1

x
·

������� ��������*���� ������ �����

y′ = yu⇒ y′/y = u⇒ (ln |y|)′ = u⇒ ln |y| =
∫
u dx⇒ y = C2e

∫
u dx,

y = C2e
∫
(C1

x2
+ 1

x)dx = C2xe
−C1

x .

&������ y ≡ 0 ���	������ ��� C2 = 0 �� ����������!��� ������ �

�)%�� �������




��������	�
� ������ ��� �������� ���
 � ���
 �
���
� ��

��������	�
� ������ ��� �������� ����
�

� ��
�
�
 �
���
�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

(2− 9xy2)xdx+ (4y2 − 6x3)ydy = 0.

� � � � � � �	 
������� �� ����������� �� � ������ �� ���

��� ������������� �� ���������� �������	  ��� ��� �� ������

��� ����������� � ����� ��� �� ������� ���������� ��� ����!�

���� "������� #�� ������ �������� ������� ���������  ������

��$$����%������ &�'�� ����� ��!�� $���%�( U(x, y)� ����( #��

dU = P (x, y)dx+Q(x, y)dy� � �)��! ����'��� �������� )���� ���� 

�� U(x, y) = *+,-.�

/ ������ ��������

P (x, y) = (2− 9xy2)x, � Q(x, y) = (4y2 − 6x3)y.

0�$$����%����� �������

∂P

∂y
= −18x2y, ∂Q

∂x
= −18x2y,

�� ��� ���)����� ��������
∂P

∂y
≡ ∂Q

∂x
� ������� ������� ���)�����

��� � �������#��� ������� ��'�� #�� �������� ������� ������

����  ������ ��$$����%������ ���������

"������'����� $���%�( P (x, y) = U ′x �� ���������! x� ����#��
$���%�( U 	

U =

∫
(2− 9xy2)xdx = x2 − 3y2x3 + C,

'�� C ������� $���%��! �� y	

U = x2 − 3y2x3 + ϕ(y),

1�!��� ϕ(y)� �����$$����%���� U �� ���������! y � �#������

#�� U ′y = Q	

U ′y = −6x3y + ϕ(y);

−6x3y + ϕ(y) = 4y3 − 6x3y;

ϕ′(y) = 4y3 ⇒ ϕ(y) = y4;

U(x, y) = x2 − 3y2x3 + y4.



�� �������	
��	 �����	 ��� ����	�� ���� � ���� ��������

����� ���	
�� U(x, y) = C ���� ��	���� �������� ��������� �

������ ��������
������

x2 − 3y2x3 + y4 = C.

������ ����� ������ ��	
�����

e−ydx− (2y + xe−y)dy = 0.

� � � � � � �� ������� �� �������!�" #��� �$ �������� �������

���������� ��%������
∂P

∂y
≡ ∂Q

∂x
�

∂P

∂y
= (e−y)′y = −e−y,

∂Q

∂x
= (−2y − xe−y)′x = −e−y.

&�"��� ���	
�' U $ ���������� P (x, y)�

U(x, y) =

∫
e−ydx = xe−y + ϕ(y),

U ′y = −xe−y + ϕ′y = Q = −2y − xe−y ⇒ ϕ′(y) = −2y,
ϕ(y) = −y2.

����� U(x, y) = xe−y − y2, � ��	���� ������� ( ���	
��

xe−y − y2 = C.

������ ���)� ������ ��	
�����

(x2 + y2 + x)dx+ ydy = 0 .

� � � � � � �� *������$  �� ������ ��������� �� �������� ����+

������ � ������ ��������
������

∂P

∂y
= (x2 + y2 + x)′y = 2y;

∂Q

∂x
= y′x = 0. ⇒ ∂P

∂y
�= ∂Q

∂x
·

�����, ��������$ ���,#� �� ��"�� ���������'!�" ���%����,$ 	�+

����" #������ ���,	� �� ����" ���������"� -�� .���� ���������$ ��

	�	�� ���������� #������ ����%����

P ′y −Q′x
P

�
P ′y −Q′x

Q
·



��������	�
� ������ ��� �������� ���
 � ���
 �
���
� ��

������� �	

P ′y −Q′x

P
=

2y

x2 + y2 + x
� �����	 
	 
���� ��������

���� �������
P ′y −Q′x

Q
=

2y

y
= 2� ����� ���	�	�� �	
 �	
 ��������

�����	 
	 x�

��  � ��������
P ′y −Q′x

Q
�����	 	
�� 
 
	 
��
� ��������

�
� ! ��"�� ������ 
	 x#� 	
 ��$��	��	 ��	�%����&$�� ��
��	���
μ(x)� ����'$�� 
	 �	
� ��������
�� (
��	����' ������	� )�� �
*�& μ(x)� �
��
�� �� ��+ ���
��
� �������� � ���
����' ���
��
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
� (
�����

μ(x)(x2 + y2 + x) dx+ μ(x)y dy = 0;

∂P

∂y
= (μ(x)(x2 + y2 + x))′y = 2μ(x)y;

∂Q

∂x
= (μ(x)y)′x = yμ′x;

2μy = yμ′x.

,� �
������
%
 ��))����*�����
%
 �������' � ������'&$����
�' ����������� ������ μ-

μ = C1e
2x.

(
� 
�� �  �
������
� ��"���� C1 � ��
��
����' �
�	
'���'�
	
 ������ C1 = 1� .
��
��� ���
��
� �������� �� �
��������
��	�%����&$�� ��
��	���-

e2x(x2 + y2 + x)dx+ ye2xdy = 0.

/�% 
 ��
���	�� �	
 �
������
� �������� ��� '�'�	�' ������
����  �
���� ��))����*����� � ��� ��"���� �%
 
�������� �"�
��
�
�
� �
�����	�' )�� *�'

2x+ ln(x2 + y2) = C.

0����
	��� �� �����&$�� ������� �$+ 
��� ����� ��	
� ���
�
�����' 
�$�%
 ��"���'�



�� ������	
���
 �����
 ��� �����
��� ���� � ���� ��������

������ ����� ������ ��	
�����

ydx− xdy = 2x3 tg
y

x
dx.

� � � � � 	 �
 ���� ������	��� ��� �������	� �� �������� �����

���	�� � ������ �	  ����!	����� �� ��� ����� ����� �����	����

�	��	���� � ������ �	  ����!	��� ���"	 d
(y
x

)
≡ x dy − y dx

x2
.

#��"� � ����$ ����	 �����	��� �����$ �	  ����!	��� ��%���	�

�"� ����	 �������	� �� x2� &���� �����	� �������	�

ydx− xdy

x2
= 2x tg

y

x
dx ⇔ − d

(y
x

)
= 2x tg

y

x
dx.

&������ ������ %����� ���������� t = y
x
� �����	� �������	�

−dt = 2x tg tdx,

������ �������� ��%�����	�� �����������

&��$ ����� �����	� ��%������� ������� �������	� ������ �	 �

 ����!	�����

���	� ���������� �������	�


ctg t dt = −2xdx ⇒ ln | sin t| = −x2 + ln |C|,
sin t = Ce−x

2

.

'���� �"�����( %����� ����������� �����	� �")	$ 	�������


sin
y

x
= Ce−x

2

.

������ ���*� �	�� ����� ������� ��	
����� y′′ =
1

x
.

� � � � � 	 �
 '����� �������	� ������������� �	�� y′′ = f(x)� ���
+���� ��,�� ��	���	�� %����� ���������$ y′ = p(x)� ����� y′′ = p′(x)
	 	������� �������	� �����	����� � �	��

p′ =
1

x
·

-�� �	  ����!	������ �������	� ������� ������ � ��%����()	�

�	�� ����������	� ���	� ���


p′ =
1

x
⇒ dp

dx
=

1

x
⇒ dp =

dx

x
⇒
∫
dp =

∫
dx

x
;

p = ln |x|+ lnC0 ⇒ p = ln(C1x).



��������	�
� ������ ��� �������� ���
 � ���
 �
���
� ��

�������� � 	
���� ��������� y (y′ = p(x))� ����� ���������
y′ = ln(C1x)�

y′ = ln(C1x)⇒ dy

dx
= ln(C1x)⇒ dy = ln(C1x)dx∫

dy =

∫
ln(C1x)dx ⇒ y =

∫
ln(C1x)dx.

��	������ ��
����� ������� � ��	
��

y =

∫
ln (C1x)dx =

∣∣∣∣ u = ln (C1x), du = 1
x
dx,

dv = dx, v = x.

∣∣∣∣
= x · ln (C1x)−

∫
x
1

x
dx = x · ln (C1x)− x+ C2 =

= x(lnC1 + ln |x|)− x+ C2 = x · ln |x|+ C · x+ C2,

��� C = lnC1 − 1�
�������
������ ����� �������� ������� ��������� �����
	�

 ���!��

y = x ln |x|+ Cx+ C2.

������ "#�"� ������������	
�� ��
	�����

y′′ + 2y′ = exy′2.

$ � � � � � �� %����� ��������� �� 	����&�
 ���'� �������
������	
���  ���!��� � 	����&�
 
����� �� ��������'�� ����&��
y′ = p(x), y′′ = p′� ��� p ������ ��������� (��������

p′ + 2p = exp2. )"#�#*

+�������� ��������� )"#�#* ���	���
 ������� p = 0� ��
���� ���,
��	����� y′ = 0� 	������
������ ����� ������� �	������� ���������
y = C�
$������� ����- � ����- ��	
� ��������� )"#�#* �� p2 �= 0 � �,

��&�� p−1 = z� ��� z ������ �������� ��������� ������ ������
z′ − 2z = −e−x� ����� ������� ��
����� ����
 ���

z = e2x(C1 + e−x).

.	������ ����
��- ������ p = z−1� �����

p =
1

ex + C1e2x
, y =

∫
dx

ex + C1e2x
+ C2.



�� ������	
���
 �����
 ��� �����
��� ���� � ���� ��������

��� ������	
�� ��� �
�	����� ��	��	� �����
���

ex = t, d ex = exdx = dt.

� �	�������	 �����
��� ������∫
dx

ex + C1e2x
=

∫
dt

t2(1 + C1t)
·

����
���
�� ���� � ���	�
	� �
�	����	 ������� 
� ����	��

 �	 ����! �������� �	�� 
	��	�	�"

�# ��$$���	
��%

1

t2(1 + C1t)
=
A

t
+
B

t2
+

C

1 + C1t
·

&����� ����� ����	� �# ���	� � �'	�� �
��	
��	�� � ���

����� �
��	
�� t! 
�����	�! t = 0, t = 1 � t = 1/C1! 
���	� ��$$��

��	
�� A, B, C : A = −C1! B = 1 � C = C2
1 (

)��� �
�	���� �	�� �������	���%∫
dt

t2(1 + C1t)
=

∫ [
1

t2
− C1

t
+

C2
1

1 + C1t

]
d t =

= −1

t
− C1 ln |t|+ C1 ln |1 + C1t|+ C2.

*������� ����
�� �����
��� t = ex! ������ �	 	
�	 ��#��

� ����
	
��

y = −e−x − C1x+ C1 ln |1 + C1e
x|+ C2,

��	 C1, C2 + �������
�	 ����

�	( �	 	
�	� ����
	
�� ����	���

����	 $�
���� y = C = ,-./0 (p = 0)(

������ 12(3� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

1 + y′2 = 2yy′′.

� 	  	 
 � 	% � ��

� ����
	
�� �����	
� x ����������	� 
	��
!
���� � ���	 �	�	�	

�! � ���� ���������� ��$$	�	
������


�	 $�
���� y(x) �! ��	����	��
! y′ � y′′ ��
����� ������
�	
� x% y′ ≡ y′x � y′′ ≡ y′′xx( &���� ��� �	 	
�� ����
	
�� ��	�	�

��� 
	���	��
�� $�
���� p(y)! ������ y′x = p(y)4 ���� ������

y′′xx =
dp

dy
p( &�������� ��� �����	
�� ��� y′ � y′′ � ��

	 ��$$	�

�	
�����
	 ����
	
�	! �����	�

1 + p2 = 2yp
dp

dy
·



��������	�
� ������ ��� �������� ���
 � ���
 �
���
� ��

��� �����	�
	 �	����� ������ ��	�� �����	�
	� � ����	���

�
�
� �	�	�	����
�
2pdp

1 + p2
=
dy

y
·

���	��
��� �����
� ln(1+p2) = ln |y|+ln |C0|� ������ 1+p2 = C1y


 p = ±
√
C1y − 1�

��� ��� p =
dy

dx
� ��

dy

dx
= ±

√
C1y − 1 
� ��	�����	�����

dx =
dy

±√C1y − 1
·

���	��
��� ���� �	� �!�
" 
��	����

x+ C2 = ± 2

C1

√
C1y − 1, 
�
 (x+ C2)

2 =
4

C2
1

(C1y − 1),

������ �����
� �!�		 �	#	�
	

y =
C2

1 (x+ C2)
2 + 4

4C1

·

������ $%�&� ������ ��	
�����

yy′′ = y′(y′ + 1).

' 	 # 	 � 
 	� (�	�!����	� �����	 �����	�
	 � ������ �
���  ��!�

�!	  ���
 �����	�
 ���
�� ���
�������
 
�
 ������
 �
))	�

�	�*
����
 �	������� ����+	�
"� ,� -���� ���	�
� �����	�
	 ��

y(y′+1)� (�
 -���� 	��	���	���� ��	�������	��  �� y �= 0, (y′+1) �= 0�
(��� 
�

y′′

y′ + 1
=
y′

y
·

.��	�
��  �� ���� 	���	 �����	�
	 ��+�� ���
���� � �
�	

(ln(y′ + 1))
′
= (ln y))′ ,

���  �� ����� 
 �	��  ���
 ����� ���
�������
 
�
�  �� ��

+	 ����	� ������
 �
))	�	�*
����
 �	������� ����+	�
"� (���	


��	��
�����
 �����
�

ln(y′ + 1) = ln y + ln |C1|,

 ����	 ���	�*
�����
 ���� 
�

y′ + 1 = C1y.



�� ������	
���
 �����
 ��� �����
��� ���� � ���� ��������

���������	 
����	 ������� 
����������� ����	 ���������

������ �������� 
������ 
������ � ������������ 
����������

������� ����� �����������

dy

dx
= C1y − 1⇒ dy

C1y − 1
= dx⇒ dy

y − 1
C1

= C1dx⇒

⇒ ln

∣∣∣∣y − 1

C1

∣∣∣∣ = C1x+ ln |C2|.

����� 
����������� 
������� ����� ������ � ����� ���

y =
1

C1

+ C2e
C1x.

 ������� ������ 
�������� �������� � ������� ����!����

������� 
���
�������� �� ������ ���� 
� 
����������� �����

���� � 
����� 
���������" y �= 0, (y′ + 1) �= 0�
�������	
 ��	 y = 0 ������� �������� ����	�	 ���������� ����


�� �		��	����� y′ + 1 = 0 ���	��� y = −x + C1
 ��	 ����� �������

���������

����������	
��� �����

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	���
(x+ y + 2)dx+ (x+ 3y + 4)dy = 0�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	���(
2y2

x
− 3y

x2

)
dx+

(
3

x
+ 4y lnx

)
dy = 0�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	���
(x+ sin y)dx+ (x cos y + sin y)dy = 0�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	���
(3x2 + 2xy3)dx+ (2x2y2 − 2y3)dy = 0�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	��� �������	 �����
���	�
�
���� ������	��� (x+ y2)dx− 2xydy = 0�

������ ���� � ����� ���		 
	�	��	 
���	��� �������	 �����

���	�
�
���� ������	���

(
2y

x
− 3x2

)
dx+ dy = 0�

������ ����!� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ = sinx�



������ ��	 ��
��
�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ =
2√
x+ 9

�

������ ������ ����� ������	 
	�	��	 
���	��� y′′ = xe−x� �
�
y(0) = 1, y′(0) = 0�

������ ������ ����� ������	 
	�	��	 
���	��� y′′ = sin2 x cosx�
�
� y(0) = −1, y′(0) = 1�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	��� xy′′ + y′ = 0�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′+6y′ tg 3x = 0�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	���

(ex + 2)y′′ − exy′ = 0�

������ ������ ����� ������	 
	�	��	 
���	��� xy′′−y′ = x2ex�
�
� y(0) = −1, y′(0) = 0�

������ ����	� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� yy′′−y′2 = y2 ln y�

������ ����
� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ =
y′2

y + 1
�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	��� (y2+4)y′′ = 2yy′2�

������ ������ ����� ������	 
	�	��	 
���	��� y′′ = y′2 − y�
�
� y(1) = −1

4
, y′(1) = 1

2
�

������ ��	 ��
��
�� ������
�����
��

����
�
�� ������� ������

������� �������������� �������� ������� ����� ��
!���"��� ��#��� �������� ����������� ���������������
�������� ������� ����� �� ������� ���������� �������$
������� �������� ������� ����� � " ��"������%  �&��$
�����%�

����� ����	�
� �������������
� ��������

������ ������

����	�
���� ����� ���	���� ����	
	��������� 
���	��	�

���
��� ��
���� ������	��� 
���	��	 ����

a0(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a2(x)y = f(x). '����(



�� ������ 	
� ������� ���������������� ��������� ������� �������

���� f(x) ≡ 0� �� ���	
��	 ����	��	 ������	� ���

a0(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a2(x)y = 0 ������

� ����	��� ���������� ���	
��� ����	�	�������� ����	��	�
������� ������ ���� ����	��	� �	� ����
  ����� ���� !	 f(x) �≡ 0�
�� ����	��	 ����"� ����	��� �	���������� ���	
��� ����	�	�#
������� ����	��	��

$���	��	 ����"� ��!�� ���	%��� �������	���� ���%	
 �����#
�����
 y′′� 	��� a0(x) �= 0&

y′′ =
f(x)− a1(x)y

′ − a2(x)y

a0(x)
· ����'�

(� �� )�� ����	��	 ����	���  ����� ��� 	� ����	�	���#
������ ����	��� ������� ������ y′′ = f(x, y, y′)� �� ��� �	�� ���#
�	���� �	��	� ��*	�������� � 	������	������ �	%	��� ��	��	�
+�%��� �������������� � ��	����*	
 �	����� ,���� ��� ���	
#
���� ����	��� )� �	��	� ��!	� ���� ������������ ���*	�

-	
�����	����� 	��� ��)�����	��� ����	��� a0(x)� a1(x)� a2(x)
� ��������
  �	� f(x) �	��	����� � �	������� ���	���	 (α, β)�
��� .� ��)�����	�� a0(x) �	 ���*	��� � ���� �� � ����
 �� �	
)���� ���	���� ���� ����  ��� ����	��� ����'� � 	.  ����	
����������	 �� y � y′

f(x, y, y′) =
f(x)− a1(x)y

′ − a2(x)y

a0(x)
,

f ′y(x, y, y
′) = −a2(x)

a0(x)
, f ′y′(x, y, y

′) = −a1(x)
a0(x)

����/��� �	��	������� ��������� ��� �/��0 �� 	���0 x� ���#
���	!*�0 ���	���� (α, β)�

������� ���"� �������� �	
��������� � ����������� �����
�� ������� ��������������� 	������ ������� ������� �����
���� ������� ���� ���������� a0(x)! a1(x)! a2(x) � ������ "����
f(x) ������� ��������������� 	������ �#$�%� ����� � �
�������� (α, β)! ���"&� ���������� a0(x) � �'��
����� � 	��
� � ���� ��"�� ����� ��������! �� ����� ' � ' �� �"��� �
	������ y(x0) = y0 � y

′(x0) = y′0! ��� ��"�� x0 �������(�� �������
�	 (α, β)! �	
����	�� ��������� ������ 	������! 	���������
��)
�� �� � �"��� � 	��������
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�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

����� �����	�
 ������ ��������� �����������

����������
������ ��
������ �	����� ������


����������� ����	 ��������� C1y1(x)+C2y2(x) ��	�
���� ���
������ ����������� ������� y1(x) � y2(x)�


����� ����	 ���� ������� y1 = y1(x) � y2 = y2(x) 
����
�������� �������� ��������� ����������� ���
���� � !�!"# �� �$
������� ��������� Y (x) = C1y1(x) + C2y2(x) ����� 
���� ���
������ %���� ���
���� &�� ����$ 	������$ &�������$ C1 � C2�

������	
��	��� ��� ��� y1(x) � y2(x) � �
�
��� �����
���� 	�{
a0(x)y

′′
1(x) + a1(x)y

′
1(x) + a2(x)y1(x) ≡ 0,

a0(x)y
′′
2(x) + a1(x)y

′
2(x) + a2(x)y2(x) ≡ 0.

������

���	����� � �����
��
 ������ ������� Y (x) = C1y1(x) +C2y2(x)
�  ����!�� �� ���!���
 ������� "��
! �!
	�#

a0(x)[C1y1(x) + C2y2(x)]
′′ + a1(x)[C1y1(x) + C2y2(x)]

′+

+a2(x)[C1y1(x) + C2y2(x)] ≡ a0(x)[C1y
′′
1(x) + C2y

′′
2 (x)]+

+a1(x)[C1y
′
1(x) + C2y

′
2(x)] + a2(x)[C1y1(x) + C2y2(x)] ≡

≡ C1[a0(x)y
′′
1(x) + a1(x)y

′
1(x) + a2(x)y1(x)]+

+C2[a0(x)y
′′
2(x) + a1(x)y

′
2(x) + a2(x)y2(x)] ≡

≡ C1 · 0 + C2 · 0 ≡ 0,

	�
� Y (x) = C1y1(x) + C2y2(x) ����
	� �
�
��
! �����
��� �������
'�����
��� $�� ������� y = y1(x) ����
	� %�	�&! �
�
��
!

���
'��(� ���������(� �����
��� ������� 	�  �����
�
��
 )	�' ����*
��� �� ��"��  �	������ y = C1y1(x) 	��+
 ����
	� �
�
��
! ��*
�������(� �����
���� ,	�	 ���	 �
��
	 �� 	
��
!& ����� 
��  ���*
+�	� � �
' C2 = 0�

$�� !& ����!*	� �"����! ����� ��� �
�
��� y1 = y1(x) �
y2 = y2(x) ���
'��(� ���������(� ����
�
��������(� �����
��� �	�*
��(�  ������� �� �� �!��!� �"-

 �
�
��
 y = ϕ(x, C1, C2) ����
�
�*
�������(� �����
��� �	���(�  ������  � � �
�
�
��� ���+�� ��
�*
+�	� ��
  ���������&
  �	����&
 C1 � C2� 	� �������
	 �� ��# �

"��
	 �� �
(�� �
�
��
 Y = C1y1(x)+C2y2(x) �"-�! �
�
��
! ����*
�
��� ������.



�� ������ �	
 ������� ��������������� ��������� ������� �������

����� ����	
��� �
� �
� �� ������ ��������	��� ����	���� ���
�

���	 �����	�	 �������	 x2y′′ − 4xy′ + 6y = 0� ��� ����� ������

�	
�� ���
� y1 = x2, y2 = 3x2� y3 = x3 	 
��� ������ �� ����

�	�� �� ����	��!	 �����" ���" #���!	 ����
 ����� �����	��

������� �������	� $� �
�	
������ �	 ��	 ���	" ��������" �����	�

" ����% �����	
� ���
��� �����	� y3 = x3 	% �	�� �� ����	��!		

Y = C1x
2 + C2 · 3x2�

$� �
��
� �� ���
������� ������� ������ ��� ������&	" �����

�����	�

����������� '(�)	 ��� 	
�
�� ���
����� ����	������ �	���
�
�� ������ ��������� ���
��� �
���������� �� ��	
��
 [a, b]� 
���
� ���
��� �������!� C1y1(x)+C2y(x) ��"�
���
��� 	���� ����
�� #��� ��	
��
 ���$�� %	� C1 = 0 � C2 = 0�

&	� #��� � �����
��
 �� ��	
��
 [a, b] �
 ��
�� %������
���'

y1(x)

y2(x)
�= const

� �
�����"�� ���
��� ��	����$ ���� (���!�� )
	
� �	�����
* %	������� ���)�
� ��
� ����� ���
������ ����
 %������

��
 C1 � C2� %� �	���
� �
	
 ���� �� ����	� �
 	���� ����� )��
C1y1(x) + C2y2(x) ≡ 0 �� ��	
��
 [a, b]� 	
�
�� ��������� ���
���
�����������

* #��� ���)�
 ���� �� (���!�� ���
��� ��	�"�
�� )
	
� �	��
���

y1(x) = λy2(x).


������� '(�*	 +�� �%	
�
�
�� �
��� 	��%	���	����� ��
���)�� n (���!���

������ '(�*	 �������$� )�� (���!�� x2 � x|x|� ��
 x ∈ [−1, 1] ,
���
��� �
�������� �� ��	
��
 [−1, 1]�

+ � � � � 	 �, $���%�
� �
�
 #��
 ����� �
 ���
	������ -������

���	�� �
�

C1x
2 + C2x|x| ≡ 0.

.����� ����
��� � �
� 
�����
�� %�����	 x = 1 	 x = −1�
�����	� �	�
��� {

C1 + C2 = 0,
C1 − C2 = 0,

�
���� ������
� �
� C1 = C2 = 0�



������ ��	 ��
��
�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

������ ����� �� ����� �	
����� ��	��	� �������� ���
����
��	���� ����
�� ��	���� {sin2 x, cos2 x, 1}.

�����	
� �
� 
�������	� �����
��
������
� ���������� �� 	�������� ����
���� �������	
��� �
����� ���

������ ���������� �������	
���� ����������

����	�
���� ��� � ���� y1(x) � y2(x) ����	� ��� ��	���� �
 x�

� ��������
���

W (x) ≡W [y1(x), y2(x)] ≡
∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ ≡ y1(x)y
′
2(x)− y′1(x)y2(x)

!���"#
	�����
�� ��������
���� ���	����� ��� ��	����	�� �
�� ��	���� 

������ ���$� ���� ��	���� y1(x) � y2(x) ��	��	� ������� 	�
�
����� [a, b]� 
� �� ��������
��� ���	����� 	� �
�� �
����� 
�!"
���
�		� ���	 	��� 

������
����
��� %��	 &��'		 y1(x) 	 y2(x) �	����� ���	�	��� 
�
y2(x) = λy1(x) 	

W [y1(x), y2(x)] =

∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ y1(x) λy1(x)
y′1(x) λy′1(x)

∣∣∣∣ =
= λ

∣∣∣∣ y1(x) y1(x)
y′1(x) y′1(x)

∣∣∣∣ ≡ 0.

��� ���	�������( &��'	�� �� ����)*	(�� �����	��	 �������
�	+� ����������� �	������� ������	� !�)+��� �������#� �����
�&����	����
� ����)*�� ����	���

#��� W (x) �≡ 0� 
���� ��	���� ��	��	� 	�������� $�
� ���"
�� ��������
�� �
 ���
�	���%� ���� W (x) 
�!���
�		� ���	
	���� 
���� 	�&��� �������'		��� � ��	��	�� ��������
� ��� 	���"
������
� �
�� ��	���� �����
� 	������

,
�������	�� -
� ���	 W (x) ≡ 0� 
� &��'		 �	����� ���	�	���
���+*� ������� �������� .������ �
� �� ����)*�� ��	����� /���
���
�	� �	�
�� &��'	� ϕ1(x) = x2, ϕ2(x) = x|x|� ��
����� ���
�������� ����� �	����� �����	�	�� �� 	�
������ [−1, 1]� ��-	��	�
�0 �������	
��� ���������1

W (x) =

∣∣∣∣ x2 x |x|
2x |x |+ x 234x

∣∣∣∣ =



�� ������ 	
� ������� ���������������� ��������� ������� �������

= x2|x|+ x3 ���x− 2x2|x| = x3 ���x− x2|x| ≡ 0.

�����	 ��� ������	 ����	�
�
 
��
�
��
�
 �������������
�

��������� 
�������� 
�������� ��	�����

������� ����� ���� y1(x), y2(x) � ����	�
 ����������� �� ���
������� (a, b) ������� ��������� ������� �
 � 
!���������� "�
��
�#
�
 W [ y1(x), y2(x) ] �� 
$��%����� � ���� �� � 
��
	 �
&#� ����
����������
�
 ����������

�	��������
�	� ����� ��

� ���� 	� ��	���	!	� "����	�	 ��#
$�	 
���
���� ���$���� x0 ∈ (a, b)# ���	� $�	 W (x0) = 0� �%	���$��
���$���� &���'�( y1(x), y2(x) � �) ��	��	��*)  �	$�� x0 
�����+
��� 	%���	� y1(x0) = y10, y

′
1(x0) = y′10, � y2(x0) = y20# y2(x0) = y20 �


	
���� 
�
���� �������(�{
C1y10 + C2y20 = 0,
C1y

′
10 + C2y

′
20 = 0.

,����-

. 
�
���� ,����- ���$��* C1, C2 �����
��*� /�� ��� W (x0) = 0#
�	 	����������� 0�	( 
�
���* ���� ����� "	0�	�� 
���
���� ����+
��	� ��1���� 	��	�	��	( 
�
���* ,����-� C1 = C̃1, C2 = C̃2# ���	�

$�	 �� 
� C̃i ���* �����
2	
���� &���'�� ỹ(x) = C̃1y1(x)+ C̃2y2(x)# �
�	�����  ��$�
��

�	
�	���*) 0�	 ��1���� 
�
���* ,����-3 �	 ��	���� ���� 	�� �����
�
��1����� �������� ,����-�
"�� x = x0 �	��$����

ỹ(x0) = 0, ỹ′(x0) = 0. ,���4-

5	 �	 ��	���� 
���
�	���� � ����
����	
�� ���6 ��$����*�
�
�	�� ,���4- 	��������� ����������
� ��1���� �������� ,����-�
5	 ����� ��1�����# 	$����	# �����
� ��������	� ,���	� ����

���- ��1���� y(x) ≡ 0# �	�	�	�# 	$����	# ��� � ��	���	���� ��+
��*� ��$����*� �
�	��� ,���4-� 2���	������	# �	
��	���	� ����
��1���� ỹ(x) �	� �	 
	��
�� 
 ��������*�

C1y1(x) + C2y2(x) ≡ 0,

�# ���$��# &���'�� y1(x), y2(x) ����(�	 ���
��*� "	��$���	� ��	+
��	��$�� �	���*��� ��	�����

"��
� �� ��
��� ���' � ���(� ������������ .�	�
�	!	# 
	
�����+
�*( ��� 
�
���* ��) &���'�(# ������)
� ��1������ ����(�*)
	��	�	��*) �������(# ��%	 �	 ��
����	 ���� ����# ��%	 �� ����



������ ��	 ��
��
�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

���� �� ��� �	�
� x ∈ (a, b)� �	 �

�
� �
��������� ��	������
������ ���������� � a0(x) �= 0�

����������� ����	 ����������	
��� ������ �������� 	��
��� ����� ������ ������� y1(x) � y2(x) 	�������� �����������
�����������	
���� ��������� ������� �������� ��	�� ��� 	������
����������� �� �������	� (a, b)!

�
��
 �	� � ����
� 
���������� ����	���	���
 !�!���� �
"

�
�� �!���!��� �
���� ���#� �	��
!����
 ��$�������%��
���

����������� ����	 "�� ������ ������� y1(x) � y2(x) 	�������
�� ����������� �����������	
���� ��������� ������� ������� �����
���� ����������	
��� ����� ������� �� ��������� �������	�
(a, b)� �	� �� � ����� ����� #���� �������	� ������	���	
 $������
�� �� ����� ��	� W (y1(x), y2(x)) �= 0!


������� ����	 %�������� ��� ����� 	������� ����������
��������� ����� ������	
��� ������� y ≡ 0! %����� #�� �������
��  ����� ������ ������ �������� �� �������� ����������	
�
��� ����� �������� ��� ��� � #��� 	���� ������	���	
 $����
���� ��&�������� ����� ��	�!

������� ����	 '% �������� �� ��� ������� 	�������� ��������
���� �����������	
���� ��������� ������� �������(! )	� ��� ����
��� ������� y1 = y1(x) � y2 = y2(x) ��������� '*+!+( �������� ��
�������	� (a, b) ����������	
��� ����� �������� �� �� �� ���
����� #���� ��������� ����� ���

Y (x) = C1y1(x) + C2y2(x). ����&�

'
�	(	���!�
� )	 
!�
�	��� �
���� ���� ������� ����&� ����"
�!� ��$����� ��	������ ������ ��� ��*�+ (�	,����+ C1 � C2� -
*�
�*����!�� ,
 �
 ��$���� �����!� 
*.��� ��
*+
���
 �
�	(	��
,
 �( ���
 �!���	 �
��
 �	 � ����!����
� ,	!�
� ��$����� ��
"
����
���.�� �	,	����� �!�
����/

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0.

0
�!	���� �	,	����� �!�
��� � ���	�����{
Y (x) = C1y1(x) + C2y2(x),

Y ′(x) = C1y
′
1(x) + C2y

′
2(x),



�� ������ 	
� ������� ���������������� ��������� ������� �������

������� {
y0 = C1y1(x0) + C2y2(x0),

y′0 = C1y
′
1(x0) + C2y

′
2(x0).

��	�
���
 �� ��
�	�� ��
�	������ 	���� 	�	�
�� ���
����
���
�����
	��� ����
��� 	 �
��
	����� C1 � C2� ������ ���
�
���
�
�� ���� 	�	�
��

W (x0) =

∣∣∣∣ y1(x0) y2(x0)
y′1(x0) y′2(x0)

∣∣∣∣
���
�	� ���
�
���
�
� ����	���� ���  ���!�� y1(x) � y2(x) ���
x = x0" #�� ��� �� �	���� �
��
�� ��	���
 �
$
��� y1(x) � y2(x)
��������  �����
�������� 	�	�
�� ��	���� �
$
��� �� ���
���

(a, b)� �������� �������
%�� ����� x0� �� W (x0) �= 0" ������� 	�	�
�
�� ��

� 
���	�
���
 �
$
��
&

C10 =

∣∣∣∣ y0 y2(x0)
y′0 y′2(x0)

∣∣∣∣
W (x0)

, C20 =

∣∣∣∣ y1(x0) y0
y′1(x0) y′0

∣∣∣∣
W (x0)

·

#���� �������� 	�'
	��
� ��	���
 �
$
��


Y (x) = C10y1(x) + C20y2(x),

����
�����'

 ��������� �	������ � ������ 
���	�
���
"
(�%�� ��������� ��� 
	�� �� ���
���� ���������� ����
���

��� )*+"+, 	 ���������� ���  �!�
����� a0(x) ��� y
′′ ��
�� ���

'��  �����
�������� 	�	�
��� �� ��� ��%�
	�
��� �
%�� 	�����
�"
" �� ���  �!�
��� 	�������" #���� ��������  �����
��������
	�	�
�� �
$
��� ����
 ���
�
��
� ���
���
 ���������
 ����
��

	� 	���$�� ���  �!�
����� ����� 
����!
"
-
�	���
����� ��	�� ����  �����
�������� 	�	�
�� �
$
���

{y1(x), y2(x)} �� ���
���
 (a, b)" ��	����� ��  
�
�!������
 ����
�
��
� ��
�'

 �
$
���� 	������'�
 	 ������ 	�	�
���  ���!��"
.�	���� � �������
� � ���� 	�
���'�� ���
�
���
�� ��
��
��

��������  ������� y ��������
� �	�����  ���!��&

W (x) ≡
∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) y
y′1(x) y′2(x) y′

y′′1 (x) y′′2(x) y′′

∣∣∣∣∣∣ = 0.

/��� ���
�
���
�� ��
�	����
� 	���� ���
�
���
�� ����	����
��� ����  ���!�� y1(x), y2(x), y"



������ ��	 ��
��
�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

����� ����	
� �	� �� ���	������ � �������� �	����� ����	�
y, y′, y′′ ������� y1(x) ��� y2(x) � �� ���	��	�	������ ��������
��� ������	�� �������	��
 � ����� ������� �	�������� ��	����
����� ���� !������	��
�� ��������� "#$ %& ����	 ���	��� ��'����
y1(x), y2(x) 

(�������� �������	��
 "#$ %& � )�����	�� 	��	
��� �	������ ���
����� �����*���� �������	���W (x) � )�����	� � ��*��� ����� ���
��� ������� �	� ��������� "#$ %& ����	�����	 ����� ���������� ����
���������
��� ��������� �	����� ������ ��� ������� y+

y′′
∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣− y′
∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′′1(x) y′′2(x)

∣∣∣∣+ y

∣∣∣∣ y′1(x) y′2(x)
y′′1 (x) y′′2(x)

∣∣∣∣ = 0. "#$ %&

,�)�������	 �� y′′ ����� W [ y1(x), y2(x) ]� ��	����� �����
��
y1(x), y2(x) �������	 ��������	��
��� ���	���� �� ����� ���� ��
��	������ (a, b) -��� �������	
 ��� ���	� ��������� "#$ %& �� W �
	� �� ������ �������� ���������� ��������� �� �	��'�� ��)����
����	��� ������ ������� ,�� ���� ������� ��'�� 	���� ���������
���������� ��������	�� ��������	��
��� ���	���� 

-��� �������� ��������� ����� ���+

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

	� ���� ������� ��������� "#$ %& �� W [ y1(x), y2(x) ] "��)�������	
�� y′′& � ��������� ��)�������	�� )	�� ��������� �������+

p(x) = −

∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′′1(x) y′′2(x)

∣∣∣∣
W [ y1(x), y2(x) ]

· "#$ ./&

0�������	������ �������� ��*�� �����	
��� �	� �������	��

� �����	��� � ����� ���	� ������	�� "#$ ./& ��	
 ���������� �	
�������	��� 1�������� W [ y1(x), y2(x) ] ≡ y1(x)y

′
2(x) − y′1(x)y2(x) �

�������	��� 
2���� �������� ��������� "#$ ./& ������	 �����	
 ��� ������

�������
��� ��������� ��� W � � ��	���� ������� p(x) �����	��+

p(x) = −W
′

W
,

�� ��	������ �������� ���������� ��������	��
�� ������∫
p(x)dx = −

∫
dW

W
; ⇒ −

∫
p(x)dx+ ln |C| = ln |W |,



�� ������ 	�
 ������� ��������������� ��������� ������� �������

������ ���	
 ���
��������  ���
�
	
�� ���������� C = W (x0)
�

�

W (x) =W (x0)e
−

x∫

x0

p(x)dx

. �������

�����	� ������� ������
��� �����	�� ��������������� ��		��
!���"
�# ��� ��"�� ���	$�����$ �����	� ��������������� ��

�		�# 
�	 ��
���� ���� %�����
 �
&
�
 y1(x) �����
�� �������
�������'

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

�	� ��(�"�
�� ������� %������� �
&
�� y2(x)# 	�
����� �
����
����� �� �
������
!���$ y2(x) ) 	*+�
 �
&
�
# ��	%��
 �� y1(x)� ,�����	�
�

W [ y1(x), y2(x) ]  ���	$��
� �����	� ��������������� ��		�'∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ = C1e
− ∫

p(x)dx.

!�	�%�
� �	� y2(x) 	�
���
 ���
�
���	$��
 �����
�
 �
��
���� �������� -�������� ���
�
	�
	$ .��������# ��	�%�'

y1(x)y
′
2(x)− y′1(x)y2(x) = C1e

− ∫
p(x)dx;

�
	� �+
 %��� �� y21(x)  ���	$��� ��� ����# %��

y1(x)y
′
2(x)− y′1(x)y2(x)
y21(x)

≡
(y2(x)
y1(x)

)′
,

��(���'
d

dx

(y2(x)
y1(x)

)
=

1

y21(x)
C1e

− ∫
p(x)dx,

������ y2(x)/y1(x) ��(����� �����������

y2(x)

y1(x)
=

∫
C1e

− ∫
p(x)dx

y21(x)
dx+ C2.

!����	$�� �� /
� %�����
 �
&
�
# ��	�"� C1 = 1# C2 = 0�
����%��
	$�� ��	�%�
�

y2(x) = y1(x)

∫
e−

∫
p(x)dx

y21(x)
dx. �������

0��� �+�����# 
�	 ��
���� ���� %�����
 �
&
�
 �����
��
������� �������# �+/

 �
&
�
 ��(����� ������������





�� ������ 	
� ������� ���������������� ��������� ������� �������

���������	
� �	� ���������� �������
 ������� 
��
��	

���	��������  !	�� � �� ��� �������� �	�"��  �#�� $���%
��"������� � ��� �������& �����
&� '���� ��"�� ���"�������
�������
 ������� 	����	
 ��#� �� � ���������� � � � ��"�'��!�%
	� �$����
 �

( 	�� �')& 	���	�� ������& �������� �� ��	����!�� ����
��� !�	���& ��*��
� �'�����)& ����� ��������� 		�� �� (�%

	� � ���� ��� �������� �����  �"� '� �'����� ��������
������� � ��#��	����

+�$��'�� ���� ��*��� ���"� �������
 � ��� y = ekx� "��
k , �����	���
 $�	��
���
� -���������
 ��� ������ ���#��
(y′ = kekx, y′′ = k2ekx)  $��	����

 y = ekx  �� $��������� � ����%
���� �������� $���! 

k2ekx + pkekx + qekx = 0.

.�� ��� ekx �= 0� �� $�	�� 	����)��
 �� ekx� '���  ���/

k2 + pk + q = 0. �����0�

1�� �������� �$�����
�� ���!��
 k� $� ������& �����

y = ekx 
��
��	
 ��*��� �������
 ��������

+���!����� ���������� �������� �����0� ��������	
 &�������%
	�!�	� �������� �������������"� �������
 �������� 2�*�%
�� &�������	�!�	��"� �������
  ��� ��� ����
/

k1 = −p
2
+

√
p2

4
− q, k2 = −p

2
−
√
p2

4
− q.

3	� k , ������ &�������	�!�	��"� �������
� �� �����

y = ekx , ��*��� �������������"� �������
 �������� +� ��*�%
� &�������	�!�	��"� �������
 ��� �#�� �� 	��!�
/

��� ���� �������
 k1  k2 , ����!��� ���	��������� !	��
(k1 �= k2)4

��� ���� �������
 ������ ���	��������� !	�� (k1 = k2)4
�5� ���� �������
 �� $���	��� !	���

2�		 ��� � ����� ��  ��� ����� ��������
 		�� � ��*���
� ��#�� � ��& 	��!����

��� ����� �����	
���	��
���� �����
��� �
��	��	
����
 � ����

�����
/ k1 �= k2� ( ��� 	��!�� !�	���  ��*��
  '���� �����



������ ��	 ��
��
�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

y1 = ek1x � y2 = ek2x� ��� ������	 
������ ����������� ��� ���

y2
y1

=
ek2x

ek1x
= e(k2−k1)x �= const.

�
�������
���� ��� ������� ����������
���� ������� ��������
����� �� ������� � �!"

y = C1y1 + C2y2 = C1e
k1x + C2e

k2x.

������ � �#� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ − y′ − 6y = 0�

$ � � � � � �" %�����������&����� ��������� �
	 ������� 
����'
���� ����������� ��������(��
����� ��������	 ������� ���	��� �
�����	����� ��)���(������� ����� ���

k2 − k − 6 = 0.

*�+���� ����� +�����������&������ ��������	"

k1,2 =
1

2
±
√

1

4
+ 6⇒ k1 = 3, k2 = −2.

,����� ��
�&��� ����������
���� ������� &�����+ �������"

y1 = e3x, y2 = e−2x,

� ��-�� �������
y = C1e

3x + C2e
−2x. .� �/�0

. 0 ��
�� ��
���	
�����	����� 
���	��� 
����	" k1 = k2� 1 )���
�
�&�� ��� ����	 ����� ���������
������ ��� ��� �� ����
� �������
� ���� y = ekx� �� ���� ������� ��
��� ���� &������ ������� y1 = ek1x�
2���3��� &�� � )��� �����(�� ������ &������ ������� y2(x)� �����'
�-�� ������ � ������ ����������
���� ������� �������� ����� ���
y2 = xek1x�

1��&�
� ��������� &�� ����(�	 y2(x) ���������
��� 	�
	���	 ��'
������ ��������	 .� �/#0� 4�������(���	 ����(�� y2� ��+����

y′2 = (1 + k1x) · ek1x, y′′2 = k1(2 + k1x) · ek1x.
2�������� y2, y

′
2 � y′′2 � ��������(��
���� ��������� .� �/#0"

k1(2 + k1x)e
k1x + p(1 + k1x)e

k1x + qxek1x = 0,

�
�

[(k21 + pk1 + q)x+ (2k1 + p)]ek1x = 0.



�� ������ �	
 ������� ��������������� ��������� ������� �������

��� ��� k1 � �����	 
���������������� ���������� �� k
2
1 + pk1+

+ q = 0� ����� ����� ��� ��� �����	 �������� k1 = k2 = −p
2
���

2k1 = −p� ���� 2k1 + p = 0 � ��� ��������� � ������
 �����
 � ����
��������� ��������� � ���	� ��� ������	��� y′′2 + py′2 + qy2 ≡ 0 �
!���"�� y2(x) = xek1x  ��������	�� ������� ��#����� ���������
$%&�'()�

*�� ����� ������ ��#���� y1 = ek1x � y2 = xek1x ����+��� !��,
 �������	��� ����� ��#����� ��� ��� ��� ������� ��+������-

y1/y2 = ek1x/(xek1x) =
1

x
�= const.

����� ����+�� ����� ��#���� � ���� ���� ��������� ���������
$%&�'() � ����� �������� ������ 
���������������� ���������
k1 = k2 = k ����� �� $�� ������� %&�.)-

y = C1e
kx + C2xe

kx = ekx · (C1 + C2x). $%&�'/)

0������� ��� 1�� �+������ ������ ��#���� y1 = ekx ������
��#���� y2 ����� ����� 1� !������ $%&�'&)�

2��������	���

y1 = e−p x/2, y2 = e−p x/2
∫
e−p

∫
dx

e−px
dx = ekx

∫
dx = xekx.

������ %&�.� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ + 6y′ + 9y = 0�

3 � # � � � �- 4��������������� ��������� k2+6k+9 = 0 �����
������ ����� k1 = k2 = −3� 5 ���� ����� !�� �������	��� �����
�����
 ��#���� +�1�#��� � �� �- y1 = e−3x, y2 = xe−3x� � �����
��#����

y = (C1 + C2x) · e−3x.

$6) ��
�� ��
���	
�����	����� 
���	��� �����	����	� ���,
1������ ����� ��� ������� ���������   ��������	���� ���!!�,
"������� ������� �1���7����� ���1������� ������-
k1 = α + βi, k2 = α− βi.

5 ���� ����� ������ ��#���� ��������� $%&�'()� +�1�������
�� ����� ����+�� � �� � ���1�����
 !���"��� ��� �� ��������
������ ���
�-

ȳ1 = ek1x = e(α+βi)x = eαx · eiβx; ȳ2 = ek2x = e(α−βi)x = eαx · e−iβx.



������ ��	 ��
��
�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

�������� �	��
�� ����� (eit = cos t+ i sin t� e−it = cos t− i sin t)�
��������� ��� ȳ1 � ȳ2 �	��	 ���������� � ���� �

ȳ1 = eαx · (cosβx+ i sin βx), ȳ2 = eαx · (cosβx− i sinβx).

�� ������� �������� �	����������� ��� �	�
����� ��������
������ ������ ������� �����	���� �	��� �
��!��

y1 =
1

2
(ȳ1 + ȳ2) =

1

2
eαx[(cosβx+ i sinβx) + (cosβx− i sinβx)] =

= eαx · cosβx,
y2 =

1

2i
(ȳ1 − ȳ2) =

1

2i
eαx[(cosβx+ i sinβx)− (cosβx− i sinβx)] =

= eαx sin βx.

"
��!�� y1 � y2 �������� ��������� �	�#���!���� �� 	��� 
������ ������� ȳ1 � ȳ2 �� ����	�������	� ���� �������� ���������

�������� $%&�'() � �		��������� � ��	���	� %&�&�

*������ y1(x) � y2(x) 	#��+
�� �
�����������
� ������
� ���
��� 	�� ������	 ��+�������� ,���� 	#��+	�� � ��
��� �	�������� 
�	����  ���������������	-	 
�������� 	#.�� ������� ������	-	 	��
�	�	��	-	 ��������!�����	-	 
�������� � �	��	������ �	/���!��
������ +����������� � �����

y = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e
αx cosβx+ C2e

αx sin βx,

���

y = eαx · (C1 cosβx+ C2 sin βx).

������ %&�%� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′− 6y′+10y = 0.

* � � � � � �� 0���������������	� 
�������� k2−6k+10 = 0 ����
�� �	��������� �	��� k1 = 3 +

√
9− 10 = 3 + i � k2 = 3−√9− 10 =

= 3− i� �	/�	�
 	#.�� ������� ��������!�����	-	 
�������� �	��
�	 +������� � �����

y = e3x · (C1 cosx+ C2 sin x).

1������� /�	� ��+���� �������� ��#��!
 �	��
� 	#.�-	 �������

�������� $%&�'() � +������	��� 	� ���� �	����  ���������������	�
-	 
��������� ���	��+	����� �	�	�	� �	��� 	��+��� �
.�������
�
�	�	.� ��� ������� ������	��





��������	�
� ������ ��� �������� �������� ��
�
�
 �
���� ��

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ − 5y′ + 6y = 0�

� � � � � 	 �
 �������� ������ �������	� ����	�� � �	�� �	�

������ ���������� �	�������	������ �������	� ������� �������

 �������� 	 ��!��	�	���� 	" �����	� ���  �#�� ����	 � ����

�����		  �	�� ������ ��������	�	$����� �������	�� %����	 

��������	�	$���� �������	�

k2 − 5k + 6 = 0.

&�� ����	 ����� k1 = 3 	 k2 = 2� %������������" y1 = e3x 	 y2 = e2x

' $����� �����	� 	������� �	�������	������� �������	�� (�$	�

��� �������	���� (�������"  �#�� ������	��" $�� !�	 ��� �����	�

�)��*��� ����� ��������+ 	�� � 	" ������������" 	� �	������

�� )	���	�  ���	*������ 	 �������� 	 C1 	 C2 ������� �),	 

�����	� ������� �	�������	������� �������	�


y = C1y1 + C2y2 = C1e
3x + C2e

2x.

������ ���-� ����� ������	 
	�	��	 
���	��� y′′ − 3y′ = 0
�
� y(0) = 2� y′(0) = 3�

� � � � � 	 �
 %����	 ��������	�	$���� �������	�

k2 − 3k = 0

	 ����� ��� ����	 k1 = 0, k2 = 3� .���	 �����	������� 	 ��*�	$���"
������������"  �#�� ���	��� ��� $����� �����	� y1 = e0x = 1
	 y2 = e3x" �)��*�+,	� ����� ��������+ 	�� �� /),�� �����	�

�	�������	������� �������	� ������� 	� �	������ �� )	���	��

y = C1y1 + C2y2 = C1 + C2e
3x.

0���� �����+ ���	*�����+ y′ = 3C2e
3x ����$������ �����	� 	

	����*�� ��$������ ����	� y(0) = 2 	 y′(0) = 3 ��� ����#���	�
��������� C1 	 C2


y(0) = 1⇒ y = C1 + C2e
3·0 = C1 + C2 = 2,

y′(0) = 0⇒ y′ = 3C2e
3·0 = 3C2 = 3.

1* !�	� �������	� �����	 
 C2 = 1" � C1 = 1� 2��	 �)��*� "

$����� �����	� ��	 *������� ��$������ ����	�� 	 ��� �	�


y = e3x + 1.



�� ������	
���
 �����
 ��� ���
���
 �����
��� ������� �������

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′+8y′+16y = 0�

� � � � � 	 �
 ������	��	������ ������	� k2 + 8k + 16 = 0
	���� ��� ����� ���� k1 = k2 = k = −4� � ����������		 � ����
	�� ����	� �	������ ��������� �	������	�� ��� ������	�
����!� "����� � "���������	 ��#��	�	�����	 $�����%�	��& ���
������� ����	� 	��'� �	� y1 = e−4x( y2 = xe−4x 	 �%)�� ����	�
�	������	�� ��!� ������	� ��*�� +�"	��� ���

y = C1y1 + C2y2 = C1e
−4x + C2xe

−4x = e−4x(C1 + C2x).

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′+2y′+10y = 0�

� � � � � 	 �
 ������	��	������ ������	� k2+2k+10 = 0 	����
���	 k1 = −1+3i( k2 = −1−3i� ,��	 ���"������� ��"�*-����( "��
#���� 	� �����������'� $�����%�	��& ������� ����	� y1 = e−x cos 3x
	 y2 = e−x sin 3x� .��������� �� �%)	� ����	�� �������� 	� �	����
��� ���%	���	�

y = C1y1 + C2y2 = e−x(C1 cos 3x+ C2 sin 3x).

����������	
��� �����

������ ���/� �������� �� ������ y1 = 2x3 + 1� y2 = 2x2 − 3
���	��� �	�����������

������ ���0� �������� �� ������ y1 = cosx, y2 = 3 cosx ���

�	��� �	�����������

������ ���1� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ + 9y = 0.

������ ���23� ����� ������	 
	�	��	 
���	��� y′′+3y′+2y = 0
�
� y(0) = 1� y′(0) = −1.

������ ���22� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′+4y′+4y = 0�

������ ���2�� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ − 16y = 0�

������ ���24� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′−2y′+17y = 0�

������ ���25� ����� ������	 
	�	��	 
���	��� y′′ + 4y = 0
�
� y(0) = 0� y′(0) = 2�

������ ���2�� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ + 10y′ + 25y = 0�
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��������� ��	
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�
�� ��
��� 
�������� ����
�
�
������� ����
�� ������� �������� �
��� �������� ����
�������� ��������� ���� �
�
 ��	
�� �
�
�� ��
���

�������� ����
�
������� ����
���

����� ����	���
 ����� ������� �������� ������������

����������
����� ��
������ ������� �����	


!���"����" ��	�� ���#�� ��
���� 
��������� ����
�
���
������ ����
�� ������� ������� $%&�'()

a0(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a2(x)y = f(x),

����� ������ #���� ����
�� 
 ���� ��* $f(x) �≡ 0(+ � a0(x)+ a1(x)
� a2(x) , 
��
����
 ������ x�
��������� ��	
�� �
�
�� ������ ����
�� ���
�
��
��� ��
���

*	
� �
��
"���

������� %-�'� ���� ȳ(x) � ���	
	�	� ��
�	� ������� ������	�
�	 ��	��	�	��	�	 �������� �������  Y (x) � 	���� ������� �		
��
�
�
������	 	��	�	��	�	 �������� ������� 
	 ��   y(x) ��
�	�	
������� ��	��	�	��	�	 �������� ȳ(x) � 	����	 ������� �		
��
�
�
������	 	��	�	��	�	 ��������

y(x) = ȳ(x) + Y (x) $%-�'(

�����
�� 	��� ������� ��	��	�	��	�	 ��!!����"��#�	�	 ������
��� �������

.������
������� ��#��� ���� 
"+ #�� ������ $%-�'( 
��� �
�
�
�
 ����
�� $%&�'(� .
������
���+ ��������� ȳ(x) 
��� �
�
�

#����
 �
�
�
 
��������� ����
�� $%&�'(+ ��

a0(x)ȳ
′′(x) + a1(x)ȳ

′(x) + a2(x)ȳ(x) ≡ f(x).

/�����#�+ ��� ��� Y (x) 
��� �
�
�
 �����
�����*	
�� ����
������ ����
�� $%&�&(+ ��

a0(x)Y
′′(x) + a1(x)Y

′(x) + a2(x)Y (x) ≡ 0.



�� ������ 	
� ������� ���������������� ��������� ������� �������

��������	 y(x) = ȳ(x) + Y (x) � 
��� ����� ��������� ������ �
����������	 ����
��� �
����	��� ���������� ȳ(x) � Y (x) � �� ��� 
�!������� ��
���	

a0(x)(ȳ(x) + Y (x))′′ + a1(x)(ȳ(x) + Y (x))′ + a2(x)(ȳ(x) + Y (x)) ≡
≡ [a0(x)ȳ

′′(x) + a1(x)ȳ
′(x) + a2(x)ȳ(x)]+

+[a0(x)Y
′′(x) + a1(x)Y

′(x) + a2(x)Y (x)] ≡ f(x) + 0 ≡ f(x),

���� "��#$�� y(x) = ȳ(x) + Y (x) ��%������
��� ���� ��&���� ������ 
������� ��������� ������ � ������ ����� �����	� ��#�!����

'����� ��#���	� ��� "��#$�� ��(��� ��
����� ����� ��&����	�
���� ��#���	� ��� �! )���� ��&���� �����������	 �*��!�	 ������ 	�� 
�� ����
��� 
*�� ������� ��&���� y = ϕ(x)� ����
��������� �� 
��
���	 ��
����	+

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0. ��(���

,! �����	� ���- � ����#���� �*���� ��&���� 
���%���� ���� 
������� ��""����$��
����� ��������� ������� �����#� �
������ ���
��
� y1(x) � y2(x) ���� ��� ������� ��&���� ��������������� �� 
��������� ��������� ������� �*��!���� "����	����
��� ����� 
	� ��� ������
���
� .����#��� �� ����� ��
�� �� �*��� ��&����
����������� ��������� ��
����� �� 
���%��% #�	*���$��%+ Y (x) =
= C1y1(x) + C2y2(x)� . ��#�	 �
���� "��	�
� ��(��� 	���� ������ 
���� � ����+

y(x) = ȳ(x) + C1y1(x) + C2y2(x). ��(�(�

�����""����$����	 ��������� ��(�(�+

y′(x) = ȳ′(x) + C1y
′
1(x) + C2y

′
2(x). ��(�/�

�������
�� ����
���� ��
���� ��(��� � ��(�(� � ��(�/�� ��
���	
�����	� ��������% �
� C1 � C2+{

y0 = ȳ0(x0) + C1y1(x0) + C2y2(x0),
y′0 = ȳ′0(x0) + C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0),

�
� {
C1y1(x0) + C2y2(x0) = y0 − ȳ0(x0),
C1y

′
1(x0) + C2y

′
2(x0) = y′0 − ȳ′0(x0).

��(�-�

0�����
���
� �����	� ��(�-� ����� ������
���
 .����#��� �
���#� x = x0+ W (x0) �= 0� ��# #�# y1(x) � y2(x) �*��!�� "�� 
��	����
��� �����	� ��&���%� �
�������
��� �����	� ��������%



������ ��	 ��
��
�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

������ ��		
 	���
�	���	 �	�	��	 C10� C20� � ��� 
	��	�� ��	�

������� � 	���
�	���
� �	�	��� ���� �����	���	 ��
��	 �	�	�
��	 y(x) = ȳ(x) + C10y1(x) + C20y2(x) �������
  �	�	��	� y = ϕ(x)�

�  � ��� �����	
����!
 ����� � 
	� "	 �����#��� �������� $�	�
����
	�#��� �	�	��	 ������ % �&�		� '� �� �&��(��� 
	��	�� �� �(���
�����
#!�

����� ����	 
���� ����
������ ����������

)���
��� �&��* �	
�� ��+�"�	��� �	�	��* ���	*��+ �	�����
�����+ �����	��*�  �
���* ��(���	
� �	
���� �����,�� ����(���#�
��+ ��
�����+� -
�
 �	
�� ����	��	
� ��� �
� ���� �	�	���
���	*��.� �	���������.� �����	���  �  �	�	�	������ 
� �  ���

�������  �/00�,�	�
���� 	�� �(�	
�� �&�		 �	�	��	 ��
�	
�

��!�	.� ���������.� �����	����

������� ����� ����� ������� 	���
���� ����������� �������

��� ����� ���� ��
��� ��� ������ ��������� ��	� ��������

���������	���� ������� ������
 ���������������� ��������

�� ����������

���������	
���� �

������ �������� ������������ �����������
��	��� ��������� ���� ������

a0(x)y
′′ + a1(x)y

′ + a2(x)y = f(x).

��
�	 y1(x), yn(x) � �����������	��� 
�
���� �� ���� 
�������

���!"�#� ���������#� ��������� ������� $�#�� �#� �%"�� �� ����
����� ���

Y (x) = C1y1(x) + C2y2(x), ��&���

#�� C1 � C2 ' (�������	�)� (�
�����)��
*���� �
���	 +�
���� �� ���� �����������#� ��������� ������ �

���� ��&���, (���#��, +�� (�
�����)� C1 = C1(x) � C2 = C2(x) �
������� ��#������ x ��������� (�������	�)� (�
�����)��� $����
�%�����, �� ���� �����������#� ��������� �"��
� � ����

ȳ(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x). ��&�-�

��� �(��������� ���). ������
��). ������� C1(x) � C2(x) ��/�
�� ����	 ��� ���������� 0��� �� ��. ��/�� (���+��
� �� �
�����,
+�� �)��/���� ��&�-� ���/�� ������������	 ������������� �������
��! ������, (�
���	�� (�
�� (��
������� ������� ��&�-� � �1 (���
������). � ��������� ������ ���/�� (���+��	
� ��/��
���� 2�����



�� ������ 	
� ������� ���������������� ��������� ������� �������

��������� �	
�	 ����� �	��	��	 ��	���	���	� ����� ������� ��
��� �	�� ����
���� ��� ��	���	���� ������� ���� ! ����� ���"
�	��� ��	�	# ����

$�	�������������� ����
���� ���� ! �	 x� �	�����

ȳ′(x) = C ′1(x)y1(x) + C1(x)y
′
1(x) + C ′2(x)y2(x) + C2(x)y

′
2(x). ����%!

&����� �����'(�� �	�	�������	� ���	���) ������� ����������
������� C1(x) � C2(x) ���� 	����	�� �	�� ������ �	���
�(��
C ′1(x) � C

′
2(x)� � ����� 	���(����� � ����)

C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) = 0. ����*!

+��	��� ����*! ��(������	 ���	(�� ����
���� ����%!� �		�	�
�������� ���)

ȳ′(x) = C1(x)y
′
1(x) + C2(x)y

′
2(x). ����,-!

.������������ �������	 ����,-! �(/ ���� �	�����

ȳ′′(x) = C ′1(x)y
′
1(x) + C1(x)y

′′
1(x) + C ′2(x)y

′
2(x) + C2(x)y

′′
2(x). ����,,!

$	�������� ����
���� ��� ȳ(x) ���� !� ȳ′(x) ����,-! � ȳ′′(x)
����,,! � ��������� ��0�,!� $	������

a0(x)[C
′
1(x)y

′
1(x) + C1(x)y

′′
1(x) + C ′2(x)y

′
2(x) + C2(x)y

′′
2(x)]+

+a1(x)[C1(x)y
′
1(x) + C2(x)y

′
2(x)] + a2(x)[C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x)] = f(x),

���� 1�������� ���1������ �	���
�(�� C1(x)� C2(x)� �� 	�����	�
C ′1(x) � C

′
2(x)� �����

[a0(x)y
′′
1(x) + a1(x)y

′
1(x) + a2(x)y1(x)]C1(x)+

+[a0(x)y
′′
2(x) + a1(x)y

′
2(x) + a2(x)y2(x)]C2(x)+ ����,0!

+a0(x)[C
′
1(x)y

′
1(x) + C ′2(x)y

′
2(x)] = f(x).

2�� ��� y1(x) 3 ��4���� 	��	�	��	1	 ���������� 	

a0(x)y
′′
1(x) + a1(x)y

′
1(x) + a2(x)y1(x) ≡ 0,

��� ����
���� � ����	# �������	# ��	��� 	
�������	 ����	 ��"
�'� 5���	1���	 � ����
���� �	 �	�	# ��	��� ����	 ���'� �� ���
y2(x) ��
� ������� ��4����� 	��	�	��	1	 ���������� 2���� 	���"
�	�� �������	 ����,0! �������� ���

C ′1(x)y
′
1(x) + C ′2(x)y

′
2(x) =

f(x)

a0(x)
. ����,�!



������ ��	 ��
��
�� ������
�����
�� ����
�
�� ������� ������ ��

��������� �	
 ��
	����� ����� � ������� �����
�� �������⎧⎨⎩
C ′1(x)y1(x) + C ′2(x)y2(x) = 0,

C ′1(x)y
′
1(x) + C ′2(x)y

′
2(x) =

f(x)
a0(x)

,
������

�����
� �	������ �������� ������� 
�!���
������ ��
	����� ��"
�������#�� ������ ����$	���� C ′1(x) � C

′
2(x)�

%�����
 ������ ����� ������	����� ��&���� ��� C ′1(x) � C ′2(x)�
������#�� �' �����������#

Δ(x) ≡
∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ ≡W [y1(x), y2(x)] �= 0

���# �����������# (������!� ��� )���*�� y1(x) � y2(x)� ���
$�+,� 
)���
����
�#��+ ������� ��&�����

-�&�	 �������+ ������� ������� �
������� � ����,#+ )������
.�
���
� �
����� ���

C ′1(x) = −
y2(x)f(x)

a0(x)Δ(x)
, C ′2(x) =

y1(x)f(x)

a0(x)Δ(x)
·

/���!����� 0�� 	��
1���� ��� ����$	���� )���*�� C1(x) �
C2(x)� �
 ���� �
�� )���*��

C1(x) = −
∫
y2(x)f(x) dx

a0(x)Δ(x)
+ C̃1, C2(x) =

∫
y1(x)f(x) dx

a0(x)Δ(x)
+ C̃2, ����2�

!�� C̃1 � C̃2 3 ���������� ����!����	
����
4����# ���
���# ���#�� �����
	��# �
������� 	��
1���� ���

C1(x) � C2(x) �	
��
���� ����2�� 	 ������&���� ���5��
4
��� ���
$��� ��!�
��� ������� ����� ��,�� ��&���� ���������"

��!� ��
	����� ��1�� $
���
�# 	 	���

y(x) = ȳ(x) + Y (x) = −y1(x)
∫

y2(x)f(x)

a0(x)Δ(x)
dx+ ������

+y2(x)

∫
y1(x)f(x)

a0(x)Δ(x)
dx+ C1y1(x) + C2y2(x),

!�� Δ(x) ���# �����������# (������!� W [y1(x)� y2(x)]�
6��
$
���#��	� �������� $
�
+,�� 
�!����� �����
 	
��
*��

����$	��#�� ��������� � ��$	���+,�� �
��� ��,�� ��&���� ��"
�����!� �����������!� ��
	����� 	 	��� �	
��
���� $
��������



�� ������ �	
 ������� ��������������� ��������� ������� �������

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� xy′′ − y′ = x2�

� � � � � 	 �
 ����������� ��� x �= 0� ���	��� �������	� � ����

���	����� �	� y′′ − y′

x
= x� ������������ �� �������� �������	�

xy′′ − y′ = 0 ���!� 	�����	������


y′′

y′
=

1

x
⇒ (ln |y′|)′ = 1

x
⇒ ln |y′| = ln |x|+ ln |A| ⇒

y′ = Ax, y =
A

2
x2 +B.

"�!	� �#������ $������������� �	����� �����	% �����	� 	�

$��!&	% {1; x2}� �������� ����� ���	�&		 ���	������'( ������
���'( ��������� ��� �����	� ����������� �������	� 	���� �	

y(x) = C1(x) + C2(x)x
2.

)�� ��������	� C1 	 C2 	���� �	����� �������	%� !�*$$	&	�

���' !�����% �������� � *��������	 ������	���� +����!��� ��

$������������% �	����' �����	% {1; x2}
⎧⎪⎨⎪⎩
1 · dC1

dx
+ x2

dC2

dx
= 0,

0 · dC1

dx
+ 2x

dC2

dx
= x,

��!�� �������������� ��������

dC2

dx
=

1

2
⇒ C2(x) =

x

2
+ C̃2 ⇒ dC1

dx
= −x

2

2
⇒ C1(x) = −x

3

6
+ C̃1.

��������� ��������'� �'��,��	� �� C1(x) 	 C1(x) � �'��,��
�	� �� y(x)� ��(�	� �# �� �����	�

y =
x3

3
+ C̃1 + C̃2x

2.



��������	�
� ������ ��� �������� �������� ��
�
�
 �
���� ��

��������	�
� ������ ��� ��������
���������������� �������� ��
�
�
 �
����

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ + 4y =
1

cos 2x
�

� � � � � 	 �
 ������ ������ ����� �����	� ����������� �����
���	� y′′ + 4y = 0� ��� �	������ �������	� � ����������	  �!""	�
#	�����	� $��	��� ��� %��� ���	��	�� �� �������	�

k2 + 4 = 0.

&���	 %��� ���	��	�� ��� �������	� �������������� ����� k1 =
= 2i, k2 = −2i� '���������(��) �  ������ "����������(��� �	�����
�����	� ��*�� �+��( y1(x) = sin 2x) y2(x) = cos 2x 	 ����� �����	�
����������� �������	� ��	�	���� �	�


Y (x) = C1 sin 2x+ C2 cos 2x.

� ����������		 � ������� ���	�#		 ���	+���(��% ���������%) ���
���	� 	�%������ ������������� �	""����#	��(���� �������	� ����
���� 	� ��( � �	��

ȳ(x) = C1(x) sin 2x+ C2(x) cos 2x. ,����-

.������	���( ����� ��� ��� "����������(��� �	����� �����	�
{sin 2x) cos 2x} �����

W [sin 2x, cos 2x] =

∣∣∣∣ sin 2x cos 2x
2 cos 2x −2 sin 2x

∣∣∣∣ .
/���� �	����� �������	� ,����0- ��� ��%�*���	� C ′1(x) 	 C ′2(x))

 �!""	#	����  ������ ����� !�������� �������	���� ����� ���) �
��������� ���� � ������ ���	 ����� �������������� ���1 	 ������
���	 	�%������ �������	�) � ������ ����� +��	�������� �����1�	�
����+��
 {

C ′1(x) sin 2x+ C ′2(x) cos 2x = 0,

2C ′1(x) cos 2x− 2C ′2(x) sin 2x =
1

cos 2x
.



�� ������	
���
 �����
 ��� ���
���
 �����
��� ������� �������

����� ��� 	
	���� ������
� ����	
������ C ′1(x) 
 C
′
2(x) 
 
����

��
��� ���������� ������
�� �����
��

Δ(x) =

∣∣∣∣ sin 2x cos 2x
2 cos 2x −2 sin 2x

∣∣∣∣ = −2 �= 0,

C1(x) = −
∫
y2(x)f(x) dx

a0(x)Δ(x)
= −

∫ cos 2x · 1

cos 2x
−2 dx =

x

2
+ C̃1,

C2(x) =

∫
y1(x)f(x) dx

a0(x)Δ(x)
=

∫ sin 2x
1

cos 2x
−2 dx =

1

4
ln | cos 2x|+ C̃2.

�	�
 ��� ����� ��	���� �����
�� ��	������� 
�����
����
� C̃1


 C̃2 ����� ���	�
�� 
� ���	����� ��������� ������
�  ����	��
�� !"#� ��������

ȳ(x) =
x

2
sin 2x+

1

4
ln | cos 2x| cos 2x.

$���� ��	���� �����
� 
 %��� &�������������' 	
	���� �����
�
� 	�����	��'(��� ����������� ������
�� �� �	����

 �������
� !" � 	���)���� �*(��� �����
� �
������� ������������� ������
�

 &������ �� ! # �������� �*(�� �����
� 
	������� �
&&����+
����
���� ������
��

y = ȳ(x) + Y (x) =
1

2
x sin 2x+

1

4
cos 2x ln | cos 2x|+ C1 sin 2x+ C2 cos 2x.

,����
�� ��� �	�
 *� �� �� ���	�
�
 ��	������� 
�����
����
�
 ���������� ��� ������
�� ��� C1(x) 
 C2(x)� � ���	��
�
 *�

�  ����	�� �� !"#� �� �����
�
 *� �� �� 	���� �*(�� �����
�!

������ � !-� ������ ����	�� 
������ �����
������ ������

����� ���
�����

y′′ − 2y′ + y =
ex

x
·

� � � � � 
 �� .��
��� ����)���
	�
��	)�� ������
� ��� 	����
��	��'(��� ����������� ������
��

λ2 − 2λ+ 1 = 0


 ������ ��� )���


(λ− 1)2 = 0 ⇒ λ1,2 = 1.



��������	�
� ������ ��� �������� �������� ��
�
�
 �
���� ��

����� ����� ����	
� �
	��	�� ��	����	�� ����	�	
�

Y (x) = C1e
x + C2xe

x.

��� 
 � ���������� ��
����� ����� 
����� ����	�� ����	
� ȳ
	���	����	�� ����	�	
�� ��
��� C1 
 C2 ��	��
��
 �� x� C1 = C1(x)

 C2 = C2(x) �

ȳ = C1(x)e
x + C2(x)xe

x.

�����	
�� ��� �
����� ����	�	
� ��� 	� �!��	
� C ′1(x) 
 C
′
2(x)


���� ��"��
�
�	��� �������#�
� � "����	���
 �������
���� $��	%
���� ��� ��	����	����	�� �
����� ����	
� ex, xex� � ������	��
���	� � �& ������ ����
 ���	� �����������		� 	��# 
 ������ ����


� ��	�� ����	�	
�� ���
 ��"��
�
�	� ��
 y′′ � 	&� ����	 ��
	
��'
$ ��		�� ������ "�� �
����� (��
�������� �����#�
� ����(���⎧⎨⎩

C ′1(x)e
x + C ′2(x)xe

x = 0,

C ′1(x)e
x + C ′2(x)(x+ 1)ex =

ex

x
.

)*+',-

.�� ����	
� "��� �
����� ����� 	� ���(�����	� 
�����(�����
������� ������� 
�
 ������ ������� ��� C ′1(x) 
 C

′
2(x)' /	
 ��%

��(��
� 
 
 ����	� (����	
��'
0�����
� �����' �( ������ ����	�	
� ����� �������	
� 	� ex

	� ��
� C ′2(x) = −
C ′1(x)
x


 ����� ������	���
 �� ������ ����	�	
� 


��
����	
� �����	� ���	�� �����
� ����	�	
� ��� C ′1(x)�
C ′1(x) = −1 
� ���������� �� � ����!�	
� ��� C ′2(x)� 	� ��
��

C ′1(x) = −1, C ′2(x) =
1

x
.

�	���
��� "�
 ����!�	
�� ��������

C1 = −x+ C, C2 = ln |x|+ C.

1���	�� ����	
� �����
�� ������� ������		�� 
	���
����	
�

ȳ = −xex + (ln |x|)xex.
/���� ����	
� 
� ��	�� ����	�	
� 
���� �
�

y = C1e
x + C2xe

x − xex + x ln |x|ex.



��� ������ 	
� ��������� �������� ��������� ���� ������

����������	
��� �����

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� �	����� ��
���

��� �
���������� ���������� y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex + 1
.

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� �	����� ��
���

��� �
���������� ���������� x2y′′ − xy′ = 3x3�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� �	����� ��
���

��� �
���������� ���������� y′′ + y =
1

sinx
�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� �	����� ��
���

��� �
���������� ���������� x3(y′′ − y) = x2 − 2�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� �	����� ��
���

��� �
���������� ���������� y′′ + 4y = ctg 2x�

������ ��� ������������ 	������� ���������

������� �������

��	
� �
�
�� ���	�
�
 ������� ���	
� ��
����������� �
�
�  �!���	
"# ��� ����$��� ��  ����!���%��� &��"����$ �
�
�	
������ �
�  �!���	��� � ���"
$ ���	%' ���!���%�
�

"����

����� ����	 
�	��� ������� �������
�����	 ���
��	������� ������������� 

(�� ���
)����� ���	�
�
 ������� ��
��
�
��
�
 &��"����� �
)�
�
 �������	% ��	
� "����!�� ��
�*"
�%��� �
�	
�����+ �*�
)���
��$ �� ������&,�$ ���!��� -	
	 ��	
� ��������+ "

,� �
"
��+ �
&��"������ � �'
$ ���"
$ ���	%'� .����
 ��� &��"����$ � �
�	
�
������ �
�  �!���	���+ ���"�� ���	� �
	
��� ���'	 ���!���%��$
"��+ �&,��	"&�	 
��� ��
�	
$ ��
�
 ���
)����� ���	�
�
 �������+
�
	
��$ ��*�"��	�� �	����� �����
� �������� 
	�	��� ���� ��	
�
�
� ��
����������� �
�  �!���	
"#
��	
� �
�	
�	 " 	
�+ �	
 ��� ���
)����� ������� ����$�
�
 �� �

 ����!���%�
�
 &��"����� "	
�
�
 �
����� � �
�	
������ �
�  ��
!���	���

y′′ + py′ + qy = f(x), ����/#



������ ��	 
��������� ������ ������� ������� ������� ���

������ ����	 
������� � ���� ������ ����� ���

f(x) = eαx(Pm(x) cosβx+Qn(x) sinβx), ������

��� Pm(x) � Qn(x) � �������� ���������� �� x �������������� m��� 
� n�� ������� ! ��� ������ ����	 ���	 ����� "��
#� ��
��� ����!
������� ��$���� ��������� ����%� ��&�� ��
��	 � "����

ȳ = xreαx(Sl(x) cosβx+ Tl(x) sinβx). ����'�

(���	 α � β � �� &� ����������! ��� � � ��������� ����%�! � Sl(x) �
Tl(x) � ���������� �� x ������� l � ���������)����� 
�*""�#������
�� Ak � Bk, k = l, l− 1, . . . , 1, 0! ����)� l ����� �����	$��� �� �����
m � n+

Sl(x) = Alx
l + Al−1xl−1 + · · ·+ A0,

Tl(x) = Blx
l +Bl−1xl−1 + · · ·+ B0,

� r ����� 
�������� 
���� α + βi � ,���
����������
�� ���������
k2 + pk + q = 0 ����� ,���
����������
�� ��������� ��
��� 
���� ��
�����! �� ������� ����&��	 r = 0��

-��,����� ������
���	! ��� ���������� Sl(x) � Tl(x) ���&��
��	 �������! ���� �����&��	 ��� ������� x �� l �� ����! � ���������
�� ���������)����� 
�*""�#������� � 
�&��� �� �����������! �
��� ��� *���! ��&� ���� � ����&���� ������ ��� "��
#�� f(x) �,����
���	
� ���� �� "��
#� cosβx ��� sin βx! �� � "������ ����'� ���&�
�� �������	�� �������������	 �� ��������,! �����&���, cosβx �
sin βx�

.��� ������ ����	 ��,������ ��������� ����� ����� ���
��	
�,
��������, "��
#� ���� ������! �� ��� ����
���� ��$���� ��
���
��������� ��&�� �����	�����	 ������� ����&���� ��$��� �

������� ���%� �	 �
������� �������� ���� ȳ1(x) � �
�����
������ �
������

y′′ + py′ + qy = f1(x), ������


 ȳ2(x) � �
����� ������ �
������ � ��� �� �
��� ����� �
����

y′′ + py′ + qy = f2(x), ����/�

�� ����
 ȳ1(x) + ȳ2(x) �������� �
����� ������� �
������

y′′ + py′ + qy = f1(x) + f2(x). ������



��� �����	 
�� ����������� �������� ��������	 ������� ���	���

���������	
���� ��
����� � ����� ��
�	 ��������� ������ 
����
ȳ1(x) + ȳ2(x)� ��
�� �������������� � �� �
������� �����
�� ������ �
������ ������� 

y′′ + py′ + qy ≡ (ȳ1(x) + ȳ2(x))
′′ + p(ȳ1(x) + ȳ2(x))

′ + q(ȳ1(x) + ȳ2(x)) ≡
≡ (ȳ′′1(x) + pȳ′1(x) + qȳ1(x)) + (ȳ′′2(x) + pȳ′2(x) + qȳ2(x)) ≡ f1(x) + f2(x).

!��� �"��� �����"����� ���� ���
������	��� ȳ(x) = ȳ1(x) + ȳ2(x)
�
�	 ��#���� ��������� �������

������� ��
���	�� ��$����� ������� %���" ��
���&� ��#�����
'�

������ ��
���	�� ���
���#�( 
����$���

)� ������ ����	 
������� ������ � ��������� ������ m�

f(x) = Pm(x).

* +��� 
����� ��
���� ��#���� ȳ(x) 
������ �
���	 � ����

ȳ(x) = Sm(x)x
r,

&�� Sm(x) , ���&����� ��� -� 
������� ��� � ���&����� Pm(x)� �� 

������
��"�� ��+%%�$�������� � r . ��
�� ������ (��������
����/

��&� ���������� ����"( �����

0� ������ ����	 
������� ������ � ���������� ���������� ��
���������	�
� �
�� � 

f(x) = Pm(x)e
αx,

&�� Pm(x) , ���&����� 
������ m� � ��+%%�$���� α � ���������� +�
/
������" , ���
������	��� ��
���

* +��� 
����� ��
���� ��#���� ȳ(x) 
������ �
���	 � ����

ȳ(x) = Sm(x)x
reαx,

&�� Sm(x) , ���&����� ��� -� 
������� ��� � ���&����� Pm(x)� �� 

���������1��"�� ��+%%�$�������� � r , ��
�� ������ (��������
��/
��
��&� ���������� ����"( α�

��������� ���)� �� α = 0 ���� ��
��! ��" ��� ��� �
�� �
f(x) = e0xPm(x) ≡ Pm(x)�

2� ������ ����	 
������� ������ � �
��� ��������������#
�
�� !

f(x) = M cos βx+N sin βx,

&�� M, N � β , ������"� ��
���
* +��� 
����� ��
���� ��#���� ȳ(x) 
������ �
���	 � ����

ȳ(x) = (A cosβx+B sin βx)xr,



������ ��	 
��������� ������ ������� ������� ������� ���

��� A � B � ������	
��� ���������
�� � r � ��	� ����� ������

���	
���	�� ���������� ������ βi�

����� 	������ ����  ����� ��	
! ��������� "#$�%& � �������
����

f(x) = eαx(Pm(x) cosβx+Qn(x) sinβx),

��� Pm(x) � Qn(x) � '�������� � ���������
� α � β � ���	
���

��!��� ��	��� ��		'
��� ��(��

)��
��� ��	
��� 	����� ������� f(x) �  ���� ��	
� �������
��� "#$�%&� ���� '*�  ��'���
! '�
�  ���� ��	
�� ��(�����
	������ � 
�������
+ ���
'���

,��  ���� ��	
� -��
�	
! ���
�� α+ βi

.�'� ��	
�� ���
(����

"#$�/& f(x) = Pn(x) k1 �= 0 � k2 �= 0�
r = 0

ȳ = Qn(x)

"#$�0& α = 0, β = 0 k1 = 0 ���
k2 = 0� r = 1

ȳ = Qn(x) · x

"#$�1& k1 = k2 = 0�
r = 2

ȳ = Qn(x) · x2

"#$�%2& f(x) = Pn(x)e
αx k1 �= α � k2 �= α�

r = 0
ȳ = Qn(x)e

αx

"#$�%%& β = 0, α �= 0 k1 = α ���
k2 = α� r = 1

ȳ = Qn(x)e
αx · x

"#$�%3& k1 = k2 = α�
r = 2

ȳ = Qn(x)e
αx · x2

"#$�%4& f(x) =
= Pn(x) cosβx+
+Qm(x) sinβx

k �= ±βi� r = 0 ȳ = Ul(x) cosβx+
+Vl(x) sinβx
l = max(n,m)

"#$�%$& α = 0, β �= 0 k = ±βi� r = 1 ȳ = x(Ul(x) cosβx+
+Vl(x) sinβx)�
l = max(n,m)

"#$�%5& f(x) =
= eαx(Pn(x) cosβx+
+Qm(x) sinβx)

k �= α± βi r = 0 ȳ = eαx(Ul(x) cosβx+
+Vl(x) sinβx)
l = max(n,m)

"#$�%#& α �= 0, β �= 0 k = α±βi� r = 1 ȳ =
= xeαx(Ul(x) cosβx+
+Vl(x) sinβx)
l = max(n,m)



��� �����	 
�� ��������� �������� ��������	 ���� ��	���

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ + 4y′ = 2x− 3�

� � � � � 	 �
 ������	��	������ ������	� ���������� �	��
�����	������� ������	� y′′+4y′ = 0 	���� �	� k2+4k = 0 	 ���	
k1 = 0; k2 = −4� �������������� �� �� ����	� ���������� ������
�	� ��!�� "�#	���� � �	��


Y = C1e
0x + C2e

−4x = C1 + C2e
−4x.

$�� ��� #���� ����� 	�%������ ������	� f(x) = 2x− 3 ��������
������ �� ��� �	�� #���& ����	 f(x) = Pn(x)' ���� k = α + βi ≡ 0' �
��	� 	" ����& ���� ���( )r = 1*' �� ������� ����	� ������������
������	� ������� 	����� #� ������ )���+* � �	��


ȳ = Qn(x) · x = (Ax+ B) · x = Ax2 + Bx.

,������ ��-��	�	���. A 	 B ���	� ���"��' ����. ȳ �.��
����	�� 	�%������ ������	�� /�� -���� ��&��� ȳ′ = 2Ax + B 	
ȳ′′ = 2A 	 #������	� 	% � ������ ������	�


y′′ + 4y′ = 2x− 3⇒ 2A+ 4(2Ax+ B) ≡ 2x− 3⇒
⇒ 8Ax+ (2A+ 4B) ≡ 2x− 3.

,�������� �������� �������� ��!�������' #�-���� ��-��	�	���
�. #	 ��	�����.% ���#���% x � ���	% �����% �������� ���!�. �.��
���.� 0�������	� -���� #������� �����( �( �	����� ������	&{

8A = 2,
2A+ 4B = −3,

	" �����& ��%��	� A = 1
4
'B = −7

8
� 1���' ������� ����	� �������

������ ������	� 	���� �	�

ȳ = Ax2 +Bx =
1

4
x2 − 7

8
x,

� �� ��


y = ȳ + Y =
1

4
x2 − 7

8
x+ C1 + C2e

−4x.

������ ���2� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� 2y′′−y′−y = 4xe2x.

� � � � � 	 �
 ������	��	������ ������	� 2k2−k−1 = 0 �����
������ �	������	������� ������	� 2y′′ − y′ − y = 0 	���� ���	



������ ��	 
��������� ������ ������� ������� ������� ���

k1 = 1, k2 = −1
2
� � ������������ � 	��
 ����� ������ ����������

�������� 
���� �������� � �����

Y = C1e
x + C2e

−x
2 .

��� ��� ����� ����� ��������� ���������� ����� ��������
f(x) = 4xe2x ������������� ����
� ���� f(x) = Pn(x)e

αx! ��� n = 1
� α = 2! �� �� ���� �� ����" ����������������� �������� ��
���� α = 2! � ������� ���! r = 0! ������� ������ ������������
�������� � ����� ������ �� ��
� � #$%�&'( � �����

ȳ = Qn(x) · eαx = (Ax+B) · e2x.
)���������� ȳ ��� ��� � ������� �� ȳ, ȳ′ � ȳ′′ � �������� ���*

������� ���� ��������! �� ���
�

2y′′ − y′ − y = 4xe2x ⇒ 2e2x(4Ax+ 4B + 4A)−
− e2x(2Ax+ 2B + A)− e2x(Ax+B) ≡ 4xe2x.

+������ �� e2x � ��������� ��� ���� �����������,��� ��*
	��������- �� ��������-� �������� x �  ���" � ����" ������ �*
�������! ����
 �
��� �����
� �������"{

5A = 4,
7A+ 5B = 0,

�� �����" ������
 A = 4
5
! B = −28

25
�

.���! ������� ������ ������������ ��������

ȳ = (Ax+B)e2x = e2x
(
4

5
x− 28

25

)
,

� ����� ������ ��������� ��������

y = ȳ + Y = e2x
(
4

5
x− 28

25

)
+ C1e

x + C2e
−x

2 .

������ $%�/� ������ ��	
�����

y′′ + 4y′ + 4y = xe−2x.

0 � � � � � �� �-����
 ���������������� ��������

k2 + 4k + 4 = 0 ⇒ k1,2 = −2.
1���� ������ ��������� �������� �
��� ���

y = Y (x) + ȳ(x),



��� �����	 �
� ��������� �������� ��������	 ���� ��	���

� ������� Y (x) = C1e
−2x + C2xe

−2x � ��	

 �
�
�
 ��
����� �����
������� �����
�� �C1, C2 � ����������
 ���������
��

��������� ���
�� ������
��� 
����� �����
�� k1,2 = −2 �

�
��������� �����! ����  �������
� � �������
�
� "�����
��� � ����
���  ��� �
����������� �����
��# ��  �����
 �
�
�
 �

� ��
ȳ(x) = x2(Ax+ B)e−2x# ��
 A  B � �
���
�
�$���
 ��"%%&
����
�������� y = ȳ(x)  
�� �
���!  �����! ���������
 � �����
�

�
# ����
� �����
 ��"%%&
��� A =
1

6
, B = 0� '��!�� ���� �
�

��	

 �
�
�
 �������� �����
��(

y = C1e
−2x + C2xe

−2x +
1

6
x3e−2x.

������ )*�*� ������ ��	
����� y′′ − 9y = e3x cosx.

+ 
 � 
 �  
( ,���
� ������
��� 
���
 �����
�
( k2−9 = 0,
�
�� ������
# ����
� ����( k1,2 = ±3.

-���
� �
�
�� ��	

 �
�
�
 �����
�����!	
�� ��
����� ���
��������� �����
��

Y (x) = C1e
3x + C2e

−3x,

��
 C1, C2 � ����������
 ���������
�
.�� ��� ������  ���� �������� �%%
�
�&������� �����
��

f(x) = e3x cosx �����
�����
� ��	
�� ��� f(x) = eαx(Pm(x) cosβx+
+Qn(x) sinβx)# �  ��� α±βi = 3±1 ·i �
 ����
��� ����
� ������
��
�� 
����� �����
��# ��� � r = 0#   �����
 �
�
�
 �
�����������
�%%
�
�&������� �����
�� ��
��
� ����� � ��
(

ȳ = e3x(A cosx +B sin x).

����
�����
���� ������ �
���!  �����! ���������
 "���� ���
��/
��

ȳ′ = 3e2x(A cosx+ B sinx) + e3x(−A sinx+B cosx) =

= e3x((3A+ B) cosx+ (3B − A) sinx),

ȳ′′ = 3e3x((3A+ B) cosx+ (3B −A) sinx)+

+e3x(−(3A+ B) sinx+ (3B − A) cosx) =

= e3x((9A+ 3B + 3B −A) cosx+ (9B − 3A− 3A− B) sinx) =

= e3x((8A+ 6B) cosx+ (8B − 6A) sinx)



������ ��	 
��������� ������ ������� ������� ������� ���

� �������	

 ȳ � ȳ′′ � ������� ���������	��� �������� ��	����

y′′ − 9y = e3x cosx⇒
e3x((8A+ 6B) cosx+ (8B − 6A) sinx)− 9e3x(A cosx+ B sin x) ≡

≡ e3x cosx.

���	 �������������� ������������� � ��������
 �� e3x ����
��� ���	�� �������� � �����

(−A+ 6B) cosx+ (−6A−B) sinx ≡ cosx.

����������
 �� �������! ��� cosx � sin x � 	��� � ������ ���
��
� ��������� ��	���� ������ �������� �������	��� �������
�!� A � B� { −A+ 6B = 1,

−6A−B = 0,

�� ������� ����� A = − 1

37
, B =

6

37
"

#���� ��� �$�� �������
 ��� ���

y = C1e
3x + C2e

−3x + e3x
(

6

37
sin x− 1

37
cosx

)
.

������ %&"'� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′ − 5y′ + 6y = ex + x2�

(  $  � � � )�������������� ������� k2−5k+6 = 0 ���
����� k1 = 2, k2 = 3" *����� ��� �$�� ���������+� �������

����$��
 � ����

Y = C1e
2x + C2e

3x.

,	
 ����	��
 ������+� �$��
 ����������+� �������
 ����
������� ��� ������+��	��!� �������


y′′ − 5y′ + 6y = ex, -%&"./0

y′′ − 5y′ + 6y = x2, -%&".10

� ����� �	
 �����+� �� ��� �����! �$��
 ȳ1 � ȳ2" 2����� ��
$�� �������
 -%&"./0 �	��� ������ �� �����	 -%&".30 � ���

ȳ1 = A1e
x,

��� ��� ���	� ����� ���������������+� �������
� �����������
� �� ��������� α = 1 � �������	  �������!� ����� ��	� (r = 0)"



��� �����	 
�� ����������� �������� ��������	 ������� ���	���

������������	 ȳ1 
�� ��� � ��
�����		 ȳ1, ȳ
′
1 � ȳ

′′
1 � ���������

�������� �����

y′′ − 5y′ + 6y = ex ⇒ A1e
x − 5A1e

x + 6A1e
x ≡ ex.

����� ���������	 ���� ���	 �� ex� ����!�� 2A1 = 1� ��� A1 =
1
2
�

���
������"��� ȳ1 =
1
2
ex�

#������ ��$���� ��������	 �����%� ���
��� �����" �� �������
������ � ��
�&

ȳ2 = A2x
2 + B2x+ C2,

��� ��� !���� �����' (�����������!����)� ��������	� �����
�*��(
� α = 0� ����� ���* (r = 0)�
������������	 ȳ2 
�� 
� � ��
�����		 ȳ2, ȳ

′
2 � ȳ

′′
2 � ���������

�����%�� �����

y′′ − 5y′ + 6y = x2 ⇒ 2A2 − 5(2A2x+ B2) + 6(A2x
2 +B2x + C2) ≡ x2.

����� �!���
��( ����+�������' ����!��

6A2x
2 + (6B2 − 10A2)x+ (2A2 − 5B2 + 6C2) = x2.

����������	 ��,��������� ��� �
�������( ������	( x � ����'
� �����' !���	( ���������� ����!�� ������� ��������' ���������"��
���������( A2� B2 � C2&⎧⎨⎩ 6A2 = 1,

6B2 − 10A2 = 0,
2A2 − 5B2 + 6C2 = 0,

� ������' A2 =
1

6
, B2 =

5

18
, C2 =

19

108
�

-��
������"���

ȳ2 =
1

6
x2 +

5

18
x+

19

108
·

.� ��������� ������� � ���� ���� ��$���' !������ ��$���� ��/
(�
��)� 
�����������"��)� ��������	 ����� ����� 
��( ��'
����(
!�����( ��$���'� ����

ȳ = ȳ1 + ȳ2 =
1

2
ex +

1

6
x2 +

5

18
x+

19

108
.

� �+��� ��$����&

y = ȳ + Y =
1

2
ex +

1

6
x2 +

5

18
x+

19

108
+ C1e

2x + C2e
3x.



��������	�
� ������ ��� ��
��
�
���� �������� ��
�
�
 �
���� ���

��������	�
� ������ ��� ��
��
�
����
�������� �������� ��
�
�
 �
����

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′− 2y′+2y = x2.

� � � � � 	 �
 ���� 	����� �����	� ������ ������ ��������
�����	�� ����� ����� ��������	� �������� �������	� y′′ − 2y′ +
+ 2y = 0� ��� ��������	��	������ �������	� k2 − 2k + 2 = 0 	����
���� ����!� ����	 k1 = 1 + i 	 k1 = 1 − i" ��#���� ��$�� �����	�
��������� �������	� %��� �����������&$�& ��� 	'� �����	()
Y = ex · (C1 cosx+ C2 sin x)�

������ ����� ����������� �������	� f(x) = x2 ������ �� ���*
��( ������	" ��#���� ������� �����	� ����������� �������	� � �*
��� 	����� � �	� ȳ = Ax2+Bx+C� +�(�� ȳ ′ = 2Ax+B 	 ȳ ′′ = 2A
	 ������	� ������ � ȳ � 	������ 	,,����'	� ���� �������	�


y′′ − 2y′ + 2y = x2 ⇒ 2A− 2(2Ax+ B) + 2(Ax2 + Bx+ C) ≡ x2.

-�����	���� � �����!� �  ���( ����	 �������	� �� �������� x


2Ax2 + (2B − 4A)x+ (2A− 2B + 2C) ≡ x2.

��	����	���� ��#,,	'	���! ��	 �	�����!� �������� x
⎧⎨⎩ 2A = 1,
2B − 4A = 0,
2A− 2B + 2C = 0,

⇒
A =

1

2
,

B = 1,

C =
1

2
·

.��	� ����/��" ������� �����	� ����������� �������	� ����
	���� �	


ȳ = Ax2 + Bx+ C =
1

2
x2 + x+

1

2
=

1

2
· (x2 + 2x+ 1) =

1

2
(x+ 1)2.

- ������ ���" ��$�� �����	� 	������� �������	�


y = ȳ + Y =
1

2
(x+ 1)2 + ex(C1 cosx+ C2 sin x).



��� ������	
���
 �����
 ��� �
���������
 �����
��� ������� �������

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′ − 2y′ − 3y = (2x− 3)e−x.

� � � � � 	 �
 ���� ������������ ������� ������� ��������
�����	� ���������� �������	� 	���� �	� y′′ − 2y′ − 3y = 0� ����	
��� ��������	��	������� �������	 k2 − 2k − 3 = 0 �� ���	�����!�
	 ������!� ���� ����� �	��� k1 = −1, k2 = 3� "������������# ��$��
�����	� ����������� �������	 %��� �����������&$�& ����	'� ����(
�	 )
 Y = C1e

−x + C2e
3x� *�� ��� ����	 ����� ��������	��	�������

�������	 	����� ������ ��	� ������# ����! ���������& α = −1
� +��������� � ����� ����	 	�������� �������	 k1 = α = −1# ��
r = 1# 	 ������� �����	� ������������� �������	 ������� 	����� �
�	��


ȳ = Qn(x)e
ax · xr = (Ax+ B) · e−x · x = (Ax2 +Bx) · e−x.

,����	�

ȳ′ = (2Ax+ B)e−x − (Ax2 +Bx)e−x = (−Ax2 + (2A− B)x+ B)e−x,

ȳ′′ = (−2Ax+ (2A− B))e−x − (−Ax2 + (2A−B)x+B)e−x.

-������� ȳ, ȳ′ 	 ȳ′′ � 	������� �	..����'	������ �������	�# ��(
��� 	����


y′′ − 2y′ − 3y = (2x− 3)e−x ⇒
(−2Ax+ (2A− B))e−x − (−Ax2 + (2A− B)x+B)e−x−

−2(−Ax2 + (2A−B)x+ B)e−x − 3(Ax2 + Bx)e−x ≡ (2x− 3)e−x.

-���� �����$��	 �� ���/	���� e−x �= 0 	 �����	����	 �������!�
� ���� ����	 �������	 �� ������� x �����	� ��/������


0 · x2 − 8Ax+ (2A− 4B) ≡ 2x− 3.

-�	����	�� ��+..	'	���! ��	 ����!� ������� x# �� ���
{ −8A = 2,
2A− 4B = −3, ⇒

A = −1

4
,

B =
5

8
.

*��	� �������# ������� �����	� ������������� �������	 �� ���
� �	��


ȳ = (Ax2 +Bx)e−x =

(
−1

4
x2 +

5

8
x

)
e−x =

1

8

(−2x2 + 5x
)
e−x·



��������	�
� ������ ��� ��
��
�
���� �������� ��
�
�
 �
���� ���

����� ������� ��	
�	�	
�	�	 �������� � ��	� ����� ��������

���

y = ȳ + Y =
1

8

(−2x2 + 5x
)
e−x + C1e

−x + C2e
3x.

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′ + 4y′ + 5y = 2 cosx− sin x.

� � � � � � �� ��������������	� �������� k2 + 4k + 5 = 0 
��
	
�	�	
�	�	 
�  ����!��"�	�	 �������� ����� 
� �	�������#$

�	��� k1 = −2+ i � k2 = −2− i� %	��	�� 	���� ������� �		��������&
'���	 	
�	�	
�	�	 �������� �	(�	 �����" � ��
��

Y = e−2x(C1 cosx+ C2 sin x).

) �		��������� � ����	�����	* �#�� ��	���*+ �� �� βi = i ��
�������� �	���� $�������������	�	 ��������+ �	 r = 0 � ���&
�	� ������� ��	
�	�	
�	�	 
�  ����!��"�	�	 �������� ���
���

����" � ��
�

ȳ = A cosx+ B sin x.

,�  ����!����+ �$	
�� ȳ′ = −A sin x+B cosx+
ȳ′′ = −A cosx−B sin x�
%	
������ ȳ, ȳ′ � ȳ′′ � ��$	
�	� 
�  ����!��"�	� ��������+ �	&

�����

y′′ + 4y′ + 5y = 2 cosx− sin x⇒ −A cosx−B sin x+

+4(−A sinx+ B cosx) + 5(A cosx+ B sinx) ≡ 2 cosx− sin x.

%���	
� �	
	��#� ����#+ ������

(4A+ 4B) cosx + (4B − 4A) sinx ≡ 2 cosx− sin x.

%	���
��� �������	 �������� �	(
����	�+ ���
	����"�	+ �	� &

 �!����# ��� cosx � sin x � ���	* � ���	* ����$ ������� 
	�(�#
�#�" ���#� {

4A+ 4B = 2,
4B − 4A = −1, ⇒ A =

3

8
, B =

1

8
.

-��� 	���	�+ ����	� ������� ��	
�	�	
�	�	 �������� �����

��
 ȳ = A cosx+ B sinx =
3

8
cosx+

1

8
sin x+  	���� ��������

y = ȳ + Y =
3

8
cosx+

1

8
sin x+ e−2x(C1 cosx+ C2 sin x).



��� ������	
���
 �����
 ��� �
���������
 �����
��� ������� �������

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′+y = xex+2e−x�

� � � � � � �	 
��������������� ��������� k2 + 1 = 0 ��������

���� ����������������� ��������� ����� ��� ���� k1 = i, k2 = −i�
������� � !�� ������� ����������� ��������� Y = C1 cosx+C2 sinx�
"����# ����� ��$������ ����������������� ��������� ��%�� �����

������� � ���� ����& ���$ �����'

f(x) = f1(x) + f2(x) = x · ex + 2e−x.

(�� �����' ������ f1(x) = x ·ex ������� ������� �������������

��������� ������� ����� � ���� ȳ1 = (Ax + B) · ex� � ��� �����'

������ f2(x) = 2 · e−x ⇒ ȳ2 = Ce−x�
"���)���� ��������� ����%���� ������'� ������� ������� ���

$������ ���������� ������ ����� ������� ����� f(x)� ������� �����

� ����� �����&$ ������'� �����������#!�$ �������&� �������&�

�����' ������

*���  ���� ����� ������� � ����

ȳ = ȳ1 + ȳ2 = (Ax+B)ex + Ce−x.

+�'���

ȳ′ = Aex + (Ax+ B)ex − Ce−x = (Ax+ B +A)ex − Cex,

ȳ′′ = A · ex + (Ax+B +A)ex + Ce−x = (Ax+B + 2A)ex + Ce−x

� ��������� ȳ, ȳ′ � ȳ′′ � ��$����� ���������������� ���������	

y′′ + y = xex + 2e−x ⇒
(Ax+ B + 2A)ex + Ce−x + (Ax+B)ex + Ce−x ≡ xex + 2e−x.

"���� ����������&$ ���� ��)�����'  ���� �����	

2A · xex + (2A+ 2B)ex + 2Ce−x ≡ xex + 2e−x.

,��#��� ����������� ����������& ��� �������&$ �&��%����

�$ � ����' � �����' �����$ ��%������� ������� ������� ��������'⎧⎨⎩ 2A = 1,
2A+ 2B = 0,
2C = 2,

⇒ A =
1

2
, B = −1

2
, C = 1.

- ��.��� ��'����&$ ������������ ������� ������� ����������

���� ��������� )�������� � ����	

ȳ = (Ax+ B)ex + Ce−x =

(
1

2
x− 1

2

)
ex + e−x =

1

2
(x− 1)ex + e−x.



��������	�
� ������ ��� ��
��
�
���� �������� ��
�
�
 �
���� ���

����������	
�� ���� ����
�� �����
��� ����
�
��

y = ȳ + Y =
1

2
(x− 1)ex + e−x + C1 cosx+ C2 sin x.

������ ����� ������ ��	
����� y′′+6y′+10y = 3xe−3x−2e3x cosx.
� � � � 
 � �� ������� ���� �������!�� �� ����
�
�� ��� ��"


����
��� ����
�
�� y′′ + 6y′ + 10y = 0� k2 + 6k + 10 = 0. #������
���  ��
�� k1 = −3 + 2i, k2 = −3 − 2i, ����������	
�� ���� ����
��
��
����
��� ����
�
�� ����� ���

Y (x) = e−3x(C1 cos 2x+ C2e
−3x sin 2x).

$���� �� ��	 !���
�� ����
�� ��

��� 
���
����
��� ����
�
��
ȳ � ���� ����� !���
�� ����
�% ȳ = y1(x)+y2(x) ���� 
���
����
��
����
�
�%

y′′ + 6y′ + 10y = 3xe−3x, &���'(

y′′ + 6y′ + 10y = −2e3x cosx, &���)(

����� ���� ����
�� 
���
����
��� ����
�
�� ������������ ����%
����� ����� ����
�� �����������*��� ��
����
��� ����
�
�� �
!���
�� ����
�% 
���
����
��� ����
�
���

y = Y (x) + y1(x) + y2(x).

$���� �� ��	 !���
�� ����
�� ����
�
�� &���'( � ����

y1 = (Ax+B)e−3x, &���+(

� !���
�� ����
�� ����
�
�� &���)( � ����

y2 = e3x(C cosx+D sinx). &����(

#�%��� ����,���
�� -�
 .�� &���+(

y′1 = Ae−3x− 3(Ax+B)e−3x, y′′1 = −3Ae−3x− 3Ae−3x+9(Ax+B)e−3x.

/��������� -�
 .�* &���+( � �0 ����,���
�� � ����
�
�� &���'(

−6Ae−3x + 9(Ax+B)e−3x + 6(Ae−3x − 3(Ax+ B)e−3x)+

+10(Ax+ B)e−3x ≡ 3xe−3x,

����!�� ������� ����
�
�% ���  �1--�.��
��� A, B �{
9A− 18A+ 10A = 3,

−6A+ 9B + 6A− 18B + 10B = 0,



��� ������	
���
 �����
 ��� �
���������
 �����
��� ������� �������

������ �����	
 A = 3, B = 0� �� ���

y1(x) = 3xe−3x.

������	��� �������
 	 ��� �����		 y2(x) ������� �����
 �� ��� 
	!"���#�

y′2 = 3e3x(C cosx+D sin x) + e3x(−C sin x+D cosx),

y′′2 = 9e3x(C cosx +D sinx) + 3e3x(−C sin x+D cosx)+

+3e3x(−C sin x+D cosx)− e3x(C cosx +D sinx)

	 �����"	
 " ���"���	� ����$�%

9e3x(C cosx+D sinx) + 6e3x(−C sin x+D cosx)−
−e3x(C cosx +D sinx) + +18e3x(C cosx+D sin x)+

+6e3x(−C sinx+D cosx) + 10e3x(C cosx+D sin x) = −2e3x cosx.
&����	
 	��
� ���"���	� ��� ��'��	�	����" C, D %{

36C + 12D = −2
−12C + 36D = 0,

��(�� ������)� �����	
 C = − 1
20
, D = − 1

60
� �� ���

y2 = −e3x
(

1

20
cosx+

1

60
sinx

)
.

*��	
 �+��!�
� 	
��
 �+,�� ��(��	�

y = e−3x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x) + 3xe−3x − e3x
(

1

20
cosx+

1

60
sin x

)
,

��� C1, C2 � ����	
����� ���������

����������	
��� �����

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ + y′ = 5x+ 3�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′ − 2y′ − 3y = (x+ 2)e3x�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′ + y′ − 2y = 8 sin 2x�

������ ����� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′ + 2y′ + y = ex + e−x�



������ ��	 
������������� ������� ������ �������� ���

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ + y = 4xex�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′ + y = 4 sinx�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′ + 3y′ − 4y = e−4x + xe−x�

������ ������ ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′ − 4y′ + 8y = e2x + sin 2x�

������ ��	 
������������� �������

������ ��������

�	

����	����� �����	� ����	� ��������� �����	�
�	�� y(n) = f(x)� �	

����	����� �����	�� �������� 	�
��	!�	� �������� "	�#�� �	

����	����� �����	�
����	� ��������� "	�#�� �	

����	����� �����	�
n$%� ������� � ���&���'	 ��(

	�	�&�'	�

����� �����	�
����
�� �	��
�
�� ������ ��	�����

����	�
���� �)��� ����	
	��������	 
���	��� ������ ���


����� � ��� 
���	��� �����

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, *�)��+

 �	 ������ F �	�
	
���� �� ��	! �
 !	���! � "������ ����

�� y(n)�

, -��&�' ���-�� �	

����	����� �����	� n$%� ������� '�$
!�& � �����!�&� � ���' �	�� x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)� � �.�/�&����
�����!	& y(n)�

,.�	/	 �-����� /�-�	# x0, y0, y
′
0, . . . , y

(n)
0 �����	� *�)��+

���!� ������&����&� �����	�'0

F (x0, y0, y
′
0, . . . , y

(n)
0 ) = 0,

∂F

∂y(n)

∣∣∣∣
x=x0,y=y0,...,y(n)=y

(n)
0

�= 0,

&�%�� �� &����'� � ����# 
���		 �����	� *�)��+ '�!� ��/��$
�	&� �&��	&���� y(n)0

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)). *�)��+

�	

����	����� �����	� *�)��+ �/����&�� �����	�'� ��/$
���1�' �&��	&���� �&����# ���	/����#�



��� ������ �	
 ��������������� �������� ������ �������

��������� �	

����	����� �����	� ������� ������� �����
���� ������ ������� �����	� ������� ������� (n = 2), �� �����
�� ��������	� 	 �������� ��������	������ ��� ������ �����	�
������� �������� ������� ���������� � ������ �����	� �������
��������

������� ��� � ��������	�
�� � ����������	��� �������� ���
�� � ��
������ n��	 �	���
� �
�������	� 	��	�������	 ��
����
��	���	��	�

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)),
��
�
 �
��� f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) � �� �
��� � ��	���	�� � �	 
��
������
� y, y′� . . . , y(n−1) ������ �� � ���	�	�	� 	!�
���� �	����

"
��� ��
���� x = x0, y = y0, y
′ = y′0, . . . � y

(n−1) = y
(n−1)
0 � �	

��
������ ����� ����������	� ������� y = y(x)� ��	�����	�#���
�
�
��� � ���	��� ��� x = x0

y|x=x0 = y0, y
′|x=x0 = y′0, y

′′|x=x0 = y′′0 , . . . , y
(n−1)|x=x0 = y

(n−1)
0 . !���"#

�	��
����� ���$� $!��� ������� ��%%����&�
���	�	 ��
����
�� n��	 �	���
 ' (�	 �
�
 n �
� ������ ��	 ��%%����&�����

%���&� y = ϕ(x, C1, C2, . . . , Cn)� �	�	�
 �	���"�� n ��	���	��� )
�	��	�� )� ��	�����	��� ��
�����# ��� �#! ) ��
����) �	��	�
�� ) C1, C2, . . . , Cn � �	��	��� � ������ �#!	� �
���	� ��������
��	�����	�#��� �
�
��� � ���	��� �*+�,� ��� x = x0�

�	��
����� ���"� �		��	����� Φ(x, y, C1, C2, . . . , Cn) = 0 �
�
� �
��� 	!��� ������
�	� ��
����� �*+�-�� ���� �#!	� �
���	�
������� ��
����� �	"�� ! �� �	�����	 �� (�	�	 �		��	�����

%����� 
���	�� �������&���� 	' �(&��� ����	� ��	 �������
�) '���	�) C1, C2, . . . , Cn, �'������� ������ ����	��� *��
	�
������� ����	� �'������� 	��������� ��	��� ����� �	

��
���	������ �����	��

+� ������ �	

����	����� �����	� !��� # ��,� ���	����	�
������ ���� ���(� �������� �������	� �����,��� ������ x� y� 	
���	'������ ��������� -���� ���.��� ���	����	������ ������
	� ����	��� ��� ��� �������� �������	� �����,	� ��������
���	'����� 	������ 
���		�



������ ��	 
������������� ������� ������ �������� ���

����������� ����	 ����������� ψ(x, y, y′, . . . , y(n−1), C1) = 0�
	�
������ �
�� ������������ ��	������� C1� ������	� ������
��������� �������� ������ ��� ���� �� �	�� ��	�� ��� 
�!!����"�#
������ �� x 	 �$%��� ����� $�� y = y(x) � �	&��$���� ��	������'
C1 �� �	(�
���� 	���������� ψ = 0 � ��� �������
��'� �� ����$��
�	(�
��� 
�!!����"������ ���������


����� ����	 )��������� $�� �������� 2yy′′ = y′2 + 1 �����
�����' ������� ��
 y′2 = Cy − 1�

� � � � 	 
 �� �����
����	�� �
�����	�
��� ������		� �����

	������ �� x� ����� �� ��!�	
� 	� y′ �����
" C = 2y′′� ��� �����
������	�� 
 � ����� 
	������ y′2 = Cy−1 ��#� 
�$��	�� ����	�	
��

���
�� %���
	����
������& �
�����	�
���	�� ����	�	
� n'�� ��'
��� � (	��
��

�& 	��
 ��� �)!�� ����	
� %���
 	�����	�� �����
� 	� (���	�&

�


*& 	��
 ����	�� ����	
� ��
 (���		�$ 	�����	�$ �����
�$�
+����� ��������	
� ����	��� ����	
� ����	�	
� ������� �����'

 �� �����������,!��� (���		�" 	�����	�" �����
�"�  � 
 � ������
����	�	
� ������� ����� �� 	�(������� (����� -��
�

y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)),
y|x=x0 = y0, y

′|x=x0 = y′0, y
′′|x=x0 = y′′0 , . . . , y

(n−1)|x=x0 = y
(n−1)
0 .

%����&

+����� ��������	
� ����	��� ����	
� ����	�	
� ������� �����'
 � 	� (���		� �)����
 
("�	�	
� x ∈ [a; b]� �����������,!��� (���	'
	�" (	���	
�" ��	 �

 
 �# ���
(���	�$ 	� ���	
��$ 
�������"�
�)����
� 	�(�������  ����� (������ .�
"���" �������� (����� 	�'
$�/��	
� ����
��� ��� ����
)� y(x) 	����/�		� ����	� � (� ���'
��		�"
  �	��"


y′′(x) = −f(x), a � x � b, y(a) = y(b) = 0,

��� f(x) 0 �	��	�� 
(�
)�,!�� 	����( � 	� ��
	
�� ��
	� ����	��
���#		�� 	� ��������� ����	�� ��� ����	�	
 )���� ���� ��� ��'
��� � (n > 2) �����	�� 
  �����$ �����
 )���� ��(	��)��(	�� .�

1��" ��("�/	� �����
�  ���� ����� �����
 (���#��� �� �	����		
$
��� �$ ����( � [a; b]� 2�
 �����
� 	�(���,� �	����		
"
  �����"

�����
�"
�



��� ������ 	
� �������������� ��������� ������ ��������

� ����� ��	
�� ������ ���������������� 	�������� ������
������� ������������ �����	� ������
���	� � �������
���	� ���� 

	! "��������� ��������� ����� ���������������� 	�������� n ��
�������# ���	������� ������������ ������� ������	�� ������!

����� �����	�
����
�� �	��
�
��� �����������

��
���
�� ��	����

"���������# � ����� ��	
��� �������� � ��� ��	����������� �� 
������� ������� ����������������� 	��������!

�� $��� 	�������� ����� ���

y(n) = f(x), %&'!'(

�� ��� �������� � �������	��� � ������� ����������� y(n−1) = u(x)#
����� y(n) = u′ � 	�������� %&'!'( ���������� � ���������	 	����� 
��� ������� ������� u′ = f(x)# ������� ����� ������ � �������	���

u(x) =

∫
f(x) dx = F (x) + C1,

��� �	����� F (x) ) ���� �� ������������� �� f(x)# � C1 ) ����������
��������������! *�� ��� u(x) = y(n−1)# �� ���	
��� 	��������

y(n−1) = F (x) + C1,

������� ��������	���� ��� ��# ��� 	�������� %&'!'(!
*���� �������# � ���	������ n �������� ����������������� ���� 

���������� 	�������� %&'!'( ���	
��

y =

∫ ∫
. . .

∫
︸ ︷︷ ︸

n ���

f(x) dx dx . . . dx+ C1x
n−1 + C2x

n−2 + . . .+ Cn−1x+ Cn.

������ &'!+� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′′ = x lnx %&'!&(

� ���	���� �� �	�� ������	 
	�	��	� ����	���
���		 ���������

�������

y(1) = 1, y′(1) = 0, y′′(1) = −1.
" �  � � � �, -��������������� ��������������� �������

y′′ =
∫
x lnx dx =

x2

2
lnx− x2

4
+ C1,



������ ��	 
������������� ������� ������ �������� ���

��� �������	
∫
x lnx dx 
������ � �������

u = lnx, x dx = dv ⇒ du =
dx

x
, v =

1

2
x2,∫

x lnx dx =
1

2
x2 lnx− 1

2

∫
x2
dx

x
=
x2

2
ln x− x2

4
+ C1,

� ���	������

y′ =
x3

6
lnx− 5x3

36
+ C1x+ C2, ������

y =
x4

24
ln x− 13

288
x4 + C1

x2

2
+ C2x+ C3.

����� �
��� ������� �������� �������	�� � ������� � � ��!�"
��� �	� y� y′� y′′ ����	#� � $�	���� y(1) = 1, y′(1) = 0, y′′(1) = −1�
�	$��� ������$ $�������� �	� ������� % C1, C2, C3⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 13

288
+

1

2
C1 + C2 + C3 = 1,

− 5

36
+ C1 + C2 = 0,

−1

4
+ C1 = −1,

����� �����$&� �	$��� C1 = −3

4
, C2 =

8

9
, C3 =

17

32
�

'���� �
��(��� ������� ������� ������� ����� ����

y =
x4

24
ln x− 13

288
x4 − 3

8
x2 +

8

9
x+

17

32
·

�� )�	� � $�������� �� �%���� ���� ������� *$��+�� y �� ��("
��!��� �����	#�� �, ���(���� % ��(���� ������� �� ���# $��������
����� ���

F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0,

�� ������ $�������� ��!�� ���(��#� �(�� ��(�$& �( ���(���� %�
�%�����% � $��������� (� ���$& ���(�����$& *$��+�& z(x)� �� ���#
���	�� (����$ ������� % y(k) = z(x)� - ��($	#���� �	$��� $�����"
��� (n− k)"�� �������

F (x, z, z′, . . . , z(n−k)) = 0.

)�	� .�� $�������� ��������$���� � �������$��%� ��� ���

z = ϕ(x, C1, . . . , Cn−k) �	� Φ(x, z, C1, . . . , Cn−k) = 0,



��� �����	 
�� ��������������� ��������	 ������ ���	����

��� ��������	
� � ��������� y� ������ 
������
�������

y(k) = ϕ(x, C1, . . . , Cn−k) ��� Φ(x, y(k), C1, . . . , Cn−k) = 0.

��� ��������� ���� ������� ��

���������� �� ��

������ ���!� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

y′′′ + 2xy′′ = 0.

" �  � � � �� #���$�� y′′ = u(x), y′′′ = u′� ��	 u ������ ��������
���������� ��������� ������ ��	��� u′+2xu = 0� �%��� �� ���� ��&
������ u = C1e

−x2
����� ��'����
	 ������� ���������	 ��������'�

(
�����	 ��������) ������� ����� �
�� �������������	

y′ = C1

∫
e−x

2

dx+ C2,⇒ y = C1

∫ (∫
e−x

2

dx

)
dx+ C2x + C3.

#�������������� � ��
�	�� ��'����

y = C1

(
1

2
e−x

2

+ x

∫
e−x

2

dx

)
+ C2x+ C3,

��� C1, C2, C3 * ����������� �
��	�����
�� +
�� � ��������� �� �'���� 	��� ������
���	 ��������	 x� ��

�
�� ��������� ����� ���

F (y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0,

�� ��	��� ��������	 ��$�� �������� ��	� �� ����) ������
���)
��������) y� � �� ����) ������
���) ,���-�)

y′ = p(y). ����.�

/���� � ,������ ��	 ���������� 
��$��� ,���-�� �����

y′′ =
d(y′)
dx

=
dp(y)

dx
=
dp

dy
· dy
dx

= p
dp

dy
; ����0�

y′′′ =
d(y′′)
dx

=
d

dx

(
p
dp

dy

)
=

d

dy

(
p
dp

dy

)
dy

dx
= p

(
dp

dy

)2

+ p2
d2p

dy2
·

����12�

3��������� ��$�� ����� � ���������� %���� ��
���' ��	�����
#�
�� ��
������� ����$���� ����.�� ����0� � ����12� ��	 y′� y′′�

y′′′ � ���� � ������ ��,,����-������� ��������� ������� ����������
��	��� �������� �� �����-� ���� � ��	��� �
'������ ��������	�



������ ��	 
������������� ������� ������ �������� ���

�� ������� ���	
�
�� �
�������� ���� ������� ��������	���
���	
�
�� � ������ 	���� 	 ������� ��� ��� ����� �	������ ��
���
����	��
��� � x �� ������
����� ��
��� !

������ "#!$� ������������	
�� ��
	����� yy′′ = y′2

% � & � 
 � �' %������	 ��� ����� 
� yy′� ������
y′′

y′
=
y′

y
� ���

���� (ln y′)′ = (ln y)′! (�� ���	
�
�� ����� �
�����������' ln y′ = ln y+
+ lnC� � ���� ���
����	�
�� ������� y′ = yC. ������� ���	
�
��
�
���
!

����� ���	
��	 ��	�	��������	 �����	���

������ ��������

����	�
���� "#!#� ����������
����� ��
	����� n��� ������

�
��	
���� ��������� ���� ��� ���	�� ������� ������������ ���

����� ������� y � 	��� �� �����	�����
dy

dx
, . . . ,

dny

dxn
�

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + . . .+ a(n−1)(x)y
′ + an(x)y = F (x). )"#!**+

, -��� ������� ���� a0(x) �= 0 �� ����� x ∈ (a, b) � ��
����
a0(x), . . . , an(x), F (x) 
�����	
� 
� (a, b)� �� ��� ��	
�����
��� ����
����
�����
��� ���	
�
��

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y′ + pn(x)y = f(x), )"#!*.+

�����

��� �� ���	
�
�� )"#!**+ ����

�� ����
��� 
� a0(x)� 	��
�
������/��

������ "#!. )0�/���	�	�
�� � ���
��	�

���� ��&�
��+�  ���
��!��������� ��
	����� "#$%&' pi(x), i = 1, . . . , n � ��
	
� (
���
f(x) �������	�� �
 ������� [a, b]� �� ��)���� ��
	����� "#$%&' ���
*���	��� 	� 	��� 	��������� ��(�
� ������
 [a, b] � ������	����

1��� ��	�� ����� f(x) ��
� 
��� �������
�����
��� ���	
�
��
)"#!*.+ 
� ��	
� �������	�

� 
���� �� ����� ���	
�
�� 
���	�����
��
� 
�� 
���
����
�� ���	
�
���!

1��� �� ��	�� ����� ���	
�
�� f(x) ≡ 0� �� ���	
�
�� 
���	��
���� ��
� 
�� ��
����
�� ���	
�
���'

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + . . .+ a(n−1)(x)y
′ + an(x)y = 0. )"#!*2+



��� ������ 	
� �������������� ��������� ������ ��������

�������� ��	
����� ����� �������� 
���
	�

��� ��	
����� ��	��� �������� ��� ����� �	���� ���	
�����
���������� x = ϕ(ξ)� ��� ϕ(ξ) � n !�	��� �������
�� ��" 
"����#�����	� "��!#�� � ϕ′(ξ) �= 0$ %�� 
���
� ������ ��
��������� �����
����&$

�'� ��	
����� ��	��� �������� ��� �������� ������	��
	���
�!���� "��!#�� y = β(x)η + γ(x).

(
���� ������� �������� ��	�
���
�� ������ � �������� ���	 

������$

����������� )*$)	 ��������� α1ϕ1(x) + . . . + αnϕn(x)� 	

������� α1, α2, . . . , αn �
�� ��������� ��
�������� ����	���
�

�������� ����������� ������ ϕ1(x), . . . , ϕn(x)�

����������� )*$+	 �
�� 
���
�	��� {αi} �≡ 0 ������ ��� ���

���� � x ∈ (a, b) 	���� �����
�	�!

α1ϕ1(x) + . . . + αnϕn(x) ≡ 0,

�� ������ {ϕi(x)} ������� ��	�
����

�
�� �� �� 
���
�	��� ����" {αi} �= 0� ���� ������� ��
������

�����
�	� 	����� ������ �� �� 	
� {αi} = 0� # �� {ϕi(x)} �������

����	�
����


����� )*$*	 $�������� ��� ������ 1, x, x2, . . . , xn �������

����	�
��� �� �����	��� (−∞,+∞)�

, � - � � � �� .�!	/�� 0�� �� �����
����$ 1��2

α0 + α1x+ α2x
2 + . . .+ αnx

n ≡ 0.

3���	 �� ����4	�� �����
���4�� ���
��� ������� 	������� 
��2
α0 +α1x+α2x

2 + . . .+αnx
n ��2 �����4��� n ��� ������� 	 �� �����

�� ����� n !�����$
)*$5$�$ %����������� ����
�� �� 1��2 ������ n "��!#��� �	 


����& �� x�

y1(x), y2(x), . . . , yn(x),

������& �������
��� �����
����� �� (n − 1) �� �����!	 
!��4� 
���2��$



������ ��	 
������������� ������� ������ �������� ���

����������� ����	 ������������	 
������� ��������� �����
���������� ������������ ����

W [ y1(x), . . . , yn(x) ] ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) . . . yn(x)
y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)
���

���
� � �

���

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . �������

	
������� ��������� ��������


����� ����	 ��� ������� {yi(x)} ������� �����	�� �� ��
������������ 
������� ����������� ����� ��� W (x) ≡ 0�


����� ����	 ��� y1(x), . . . , yn(x) ���� �� ������� �������
�	�	� !�� ��������� (a, b)" ��#����	� ��������� !$%�&'"� �� ��
������������ 
������� W [ y1(x), . . . , yn(x) ] �� �(��)���� � ����
�� � ����� ��*�� ��	�������	��� ����������

��� ������� ����������� ����� ��� � ���!�� ��" #�$�%�& �
��$�&$�" ��##���$%���'$�" ���$�$�& ����(� 
�������


���� �� �����	 $%�' � $%�+) *
���������' +��$���(� �������$,
$�& ��� ������� n #�$�%�& 
�����������" ��-�& n ��.�$�& ��,
$�&$�" ��$����$�" ���$�$�& ��-� ��������$$� ���$ $��� ��-�
$� ���$ $��� $� 
�� ����� x ∈ (a, b) $� ������� pi(x) ∈ C�

����������� ���/	 ,����	��������� ���	�� ��#���� �����
�� � � (� ���	� n ������� �������	�� *����� ��#�����

-������� �����	 ���� � ����� 0�� ��(� !��-� ��.�$�� ��##�,
��$%���'$�(� ���$�$�� n,(� 
������ -��� ��$�&$� $�������� 
����� �$������ (a, b) ��-�������� #�$����$���'$�� ������� ��,
.�$�&� $��-"����� � �������!$� !��-� �" �
���������' +��$���(�
-�� $����$ $��� $� 1��� �$�������


����� ����	 !� �������� �()��� ��#���� ��������� ��������
���� ����������" ��� ������� y1(x), . . . , yn(x) �(���� � �����	���
������ ���	� ��#���� ��������� ����������� ��������� n��� ���
����� !$%�&&"� �� ��� �()�� ��#���� �	��� ���.

y = C1y1(x) + . . .+ Cnyn(x), �������

��� C1, C2, . . . , Cn / ������������ ����������



��� �����	 
�� ��������������� ��������	 ������ ���	����

������� � ���	
�	�� ����� ������� �������� ������������
	�������� n�� �����
� �������� ��������� � ����������	���� ����
����� ���� ��� 	�������� ������ �����
��
��
 � � ��	��� 	�������� ������ �����
�� ����� ������� ���

������ ������������ 	�������� n�� �����
� �� �� �!�" �������
��� ������ 
������	�� ���� �#������ $	���������"��� ������� ���
����� ����������	���� ���������� 	��������� %�� �� �� ������"
� �����"� ������ �����&�� ����#���"�!' ��������!'�

����� ����	�
� �������������
� �������� n���
������ � ��������
�� ��������������

����������� �(��)	 �������� ��		�
��������� �
��������

n��� ��
���� � ����������� ���		��������� ���������� �
�������

�����

any
(n) + an−1y(n−1) + an−2y(n−2) + . . .+ a0y = f(x), *�(���+

��� ���		������� an, an−1, an−2, . . . , a0 � ������������� ����� �
��

��� an �= 0 

,������ ���������� ������� ����
����� ��		�
��������� �
���

����� n�� �����
� � ��������!�� 
�-$$�&�������.

any
(n) + an−1y(n−1) + . . .+ a0y = 0, *�(��/+

�� ai = 01234, an �= 0�
, ���	 ����' ������� ������!' 	�������� ��� ���������� ����

�� n �����!' �������� ����#	���' $	���������"�	� ������	� ,!�
������ 
�
�� -���������!� $	�
&�� ���� �! �������" 	��������
*�(��/+ � �� �������
5 -��� &��"� ���������� !�
����
���������� ��������

L(λ) ≡ anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0, *�(��6+


����!� ����#����� ������������ 	��������� *�(��/+� ���� �! ����
������� 	�������� *�(��/+ � ���� y = eλx� ����� *�(��6+ ��#!������
��"��������� �����������
7��������� ��#�� �!� ���	�&�� � 
������ '���
����������
��

����������
�+ #����� ����� !�
����
���������� �������� L(λ) ����� ���

$��������� �
����� ��
��� λk �= λm, λk ∈ R�
, -��� ��	��� $	�
&�� {eλkx}nk=1 ����#	�� $	���������"�	� ���

����	 ������� {yk(x)}nk=1 � ����� ������� 	�������� *�(��/+ �����



������ ��	 
������������� ������� ������ �������� ���

���

y =
n∑

k=1

Ck · yk(x) =
n∑

k=1

Ck · eλkx,

��� λk � ��	
� ��	���	���������� �	��
�
��

anλ
n + an−1λn−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0. �������

�� ������� �	
�� ���������������� ��	
	���� L(λ) ����� �	�
���	����� �	�� ������� � �	�����������

���� �
������ ��	
�� ���� ��� �

λ1, . . . , λ1︸ ︷︷ ︸
k1

, λ2, . . . , λ2︸ ︷︷ ︸
k2

, . . . , λr, . . . , λr︸ ︷︷ ︸
kr

:
r∑

i=1

ki = n,

��� ki  �	�
��� ��	
� λi�
!���� "�
�#��

{eλ1x, xeλ1x, x2eλ1x, . . . , xk1−1eλ1x, eλ2x, . . . xk2−1eλ2x, . . . , xkr−1eλrx}
�����$�

��%�&�� 	�'�
���� %�
��
��� ��
�	��
��� �	��
�
�� �����(� � �)*
	�+�& "�
����
�%�
�& �������

,���� ��-""�#��
. ��	���	���������� �	��
�
�� ������� ���*
����%�
.�/ � � -�� �%���� ��� ���0%���
.� ��	
� ��0	��1

.�
� ���& ���
�����& �	�
���� ��	� ���0%���
�*��0	��1

.� ��	*

�� α±βi ��������& ��� ���0%���
�+
��
.� 	�'�
�� e(α±βi)x/ �+
���	.� ���
� �)	�+���� ��� �������%�
.� 	�'�
�� eαx cosβx �
eαx sinβx�

��-��� �+ �����. ���0%���
�+
��
.� 	�'�
�� �����$� ���
�
0�	��� � ��2����

�� ������ 	�'�
���

eα1x cosβ1x, xe
α1x cosβ1x, . . . , x

k1−1eα1x cosβ1x, . . .

eα1x sinβ1x, xe
α1x sin β1x, . . . , x

k1−1eα1x sin β1x, . . . .

3� 2k1 	�'�
�� ��������& ���0%���
�*��0	��1

.� ��)*
���

.� +
���
��� λ1 = α1 ± β1i �	�
��� k1� 4
�%����
.� "�	*
��%. �0	����%��. �%� ���%�
.� ��)���

.� +
���
���

4%��	�� 
������
�� �)2��� 	�'�
�� %�
��
��� ��
�	��
���
��""�	�
#��%�
��� �	��
�
�� n*�� 0�	���� � 0����

.�� ��-""�*
#��
��� �����(� �%���&2���

�� 5����%��� ��	���	��������� �	��
�
��

anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0.



��� �����	 �
� �������������� ��������	 ������ ���	����

�� ������	 n 
���� λ1, λ2, . . . , λn ����
��������
��� ���������
�� �� 
����	 ����
��������
��� �������� ������	 n �������

������ �������	�� ����� �� �������	 �������	 

• 
�!��	� ������	� ��������"��	� 
���� λ �����������
���� ������ ���� y = eλx#

• 
�!��	� 
�����	� ��������"��	� 
���� λ1$ �	��	�

�������" k1 %
���� λ1 = λ2 = . . . = λk1 = λ1�$ ������������
k1 ������ �������	�� ������� ����� y1 = eλ1x,
y2 = xeλ1x, y3 = x2eλ1x, . . . , yk1 = xk1−1eλ1x#

• 
�!��� ��� 
�	��
���� �����!&���� 
����
λ1 = α1 ± β1i 
�������� ���� ������������ ��� ������� �'
���� y1 = eα1x cosβ1x � y2 = eα1x sin β1x#

• 
�!��� ��� 
�	��
���� �����!&���� 
���� λ1 = α1±β1i

�������� k1 ����������� 2k1 ������� ����� 

y1 = eα1x cos β1x, y2 = xeα1x cos β1x, . . . , yk1 = xk1−1eα1x cosβ1x,
yk1+1 = eα1x sin β1x, yk1+2 = xeα1x sin β1x, . . . , y2k1 = xk1−1eα1x sin β1x.

()� 
�������� ������� ����� ����� ����� ����
������'
��
��� ��������$ ��� �����
� ������� �������� ��**��+���"'
���� ��������� ,� -�� ����� ������ �������	� � �)������
*����	����"��� ����	� ������

.� ������� n ������ �������	�� ������� ����� y1$ y2$
. . . , yn$ �)� ���� ��������� �������� %/0�12� �����	 � ���

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Cnyn(x), %/0��1�

�� C1, C2, . . . , Cn 3 ��������"�� ����������

������ /0�/� ����� ���		 
	�	��	 
���	���

yV − 2yIV − 16y′ + 32y = 0.

4  �  � �  

• �����	 ����
��������
� ������� 

λ5 − 2λ4 − 16λ+ 32 = 0;

• �������� ���� ����" ����
��������
��� �������� �� 	��'
!����$ ������	 
���� 

(λ− 2)(λ4 − 16) = 0, (λ− 2)2(λ+ 2)(λ2 + 4) = 0,

λ1 = λ2 = 2, λ3 = −2, λ4 = 2i, λ5 = −2i.





��� �����	
���� �����	� ��� �	������ �������	� ����	� ������

������� A,B, C,D � ��	
���� ������ �������

ȳ = −2x3 − x− 1.

� ������ ����� �������	 ������������� 
�������� � ����������

� ��
��
��� ������ ������� ���	���� 	��
���� ��������

y = ȳ + Y (x) = −2x3 − x− 1 + C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sin x.

��������	�
� ������ ��� �������� ��������
��	��� �
���
�

������ �� !� ����� ���		 
	�	��	 
���	��� y′′′ =
2

x3
·

" � � � � � �� #����� ����� ������� ������� 
�������� ��	���$

����	%��� ����������������

y′′′ =
2

x3
⇒ y′′ = 2

∫
dx

x3
= − 1

x2
+ C1,

y′ =
∫ (

− 1

x2
+ C1

)
dx =

1

x
+ C1x + C2,

y =

∫ (
1

x
+ C1x+ C2

)
dx = ln x+ C1

x2

2
+ C2x+ C3.

&�� ��� C1 ' �������	%��� ���������� �� ������� ��(�� ����$

��% ����

y = lnx+ C1x
2 + C2x+ C3.

������ �� )� ����� ������	 
	�	��	 
���	���

y′′′ = e−x �
� y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0.

" � � � � � �� *���� ������� ������ �������������� �������$

��������

y′′′ = e−x ⇒ y′′ =
∫
e−x dx = −e−x + C1,

y′ =
∫

(−e−x + C1) dx = e−x + C1x+ C2,

y =

∫
(e−x + C1x+ C2)dx = −e−x + C1

x2

2
+ C2x+ C3.







��������	�
� ������ ��� �������� �������� ��	��� �
���
� ���

����� λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = i, λ4 = −i� ��	
���	����� �����
�	�	��	� �
����
���� �����	��� ����	�� ��������

Y (x) = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sin x.

������ ���� ����
���� �	�
����
���� �����	��� ��		 ��

f(x) = Pm(x) cosβx + Qn(x) sinβx� �
	 βi ≡ i� � �����
�	 � λ3 = i
(r = 1)� ��	
���	����� �����	 �	�	��	 ��	
�	 ����� � ��
	�

ȳ = (A cosx +B sin x) · x.
����	�	������ ȳ �	 �	 ��!� � ��
������ ������" � ����!#

��
� 	 � ����
��	 
���	�	��������	 �����	��	� ��
	� ��	��

4A sinx− 4B cosx = 5 cosx,

���
� 4A = 0, −4B = 5, �� ��	
���	����� A = 0, B = −5

4
� $��� �

�	�	��	� 
���	�	���������� �����	��� ����	��

ȳ = −5

4
x sinx,

� ����� �	�	��	�

y = ȳ + Y (x) = −5

4
x sinx+ C1e

x + C2e
−x + C3 cosx+ C4 sinx.

������ %&�'� ������ ��	
�����

y′′′ − 6y′′ + 9y′ = xe3x + e3x cos 2x. (%&�)*

+ 	 � 	 � � 	� ��� �
����
���� �����	��� � ���	� �����	����#
�	���	 �����	��	 λ3 − 6λ2 + 9λ = 0� �����	 �	��� ������
 ��	�� ��
���,�	�� λ(λ− 3)2 = 0 � ��		 ���� - ���	�� λ1,2 = 3 �������

�� � �����- ���	�� λ3 = 0� ��.��� ���		 �	�	��	 �
����
����
�����	��� ��		 ��


Y (x) = (C1 + C2x)e
3x + C3.

������ ���� �����	��� (%&�)* ����� �! 
��� �����	� �/ 
��
�	����� �! ��� xe3x ����!�	�� � .�����	�	 γ1 ≡ α1 + β1i = 3� � 
��
������ e3x cos 2x� γ2 ≡ α2 + β2i = 3+2i� 0�� ��� .� ����� ��!���� �
� ��
� ����� �
	���� �	�	��� �����	��-

y′′′ − 6y′′ + 9y′ = xe3x,

y′′′ − 6y′′ + 9y′ = e3x cos 2x.



��� �����	
���� �����	� ��� �	������ �������	� ����	� ������

� ������������ � �����	�
 � �������� ������
 ������� �����

��� ��������� ��������� ����� ��		�
 ������� ������
 ���� ����

��������
�

����������� �������� λ1,2 = 3 ��������� � γ1 � �	��� �����

����� r = 2 �����	� ������� ������� ������� ��������� �	��� ���

y1 = x2(Ax+ B)e3x� ������� ��!!����"�������� � ��������� � ����

��� ��������� y = y1, y
′ = y′1, y

′′ = y′′1  y′′′ = y′′′1  ���� �������

�����	� ��������
 �� ���!!�"������ A,B ��
��	

A =
1

18
, B = − 1

18
.

#��� ���� γ2 = α2 + β2i = 3 + 2i �� ������� �����	 ��������

������������ ��������� �����	� ������� ������� ������� ���������

�	��� ��� y2 = e3x(C cos 2x+D sin 2x)� ������� ��!!����"��������

� ��������� �� ������ ��������� y = y2, y
′ = y′2, y

′′ = y′′2 , y
′′′ = y′′′2  

���� ������� �����	� ��������
 �� ���!!�"������ C,D ��
��	

C = − 3

52
, D = − 1

26
·

$�%�� ������� ��������� ��������� �����

y = Y (x) + y1 + y2,

���

y1 = x2
(

1

18
x− 1

18

)
e3x;

y2 = e3x
(
− 3

52
cos 2x− 1

26
sin 2x

)
.

$��&�� ������	 ��%�� ������� ��������� ���������

y = (C1 + C2x)e
3x + C3 + x2

(
1

18
x− 1

18

)
e3x+

+e3x
(
− 3

52
cos 2x− 1

26
sin 2x

)
.



��������	�
� ������ ��� �������� �������� ��	��� �
���
� ���

����������	
��� �����

������ ����� ����� �����	
 �
�
��
 ����
���

yIV = cos2 x ��� y(0) =
1

32
, y′(0) = 0, y′′(0) =

1

8
, y′′′(0) = 0.

������ ����� ����� �	
�� ������ �������

y′′′ = 24x+ 6.

������ ������ ����� �	
�� ������ �������

y′′′ − 8y = 0.

������ ������ ����� �	
�� ������ �������

yIV − y = 0.

������ ������ ����� �	
�� ������ �������

yV − 10y′′′ + 9y′ = 0.

������ ������ ����� �	
�� ������ �������

y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.

������ ����	� ����� �	
�� ������ �������

yV − yIV − y′′′ + y′′ = 0.

������ ������ ����� �	
�� ������ �������

yIV + 5y′′ + 4y = 0.

������ ������ ����� �	
�� ������ �������

y′′′ + y′ = cos 2x.

������ ����
� ����� �	
�� ������ �������

yIV − 2y′′′ + y′′ = x3.

������ ������ ����� �	
�� ������ �������

y′′′ + y′′ = x2 + 1 + 3xex.



��� �����	 

� ��������	 ��������������� ��������

������ ��� 	
������� �����
����������

�
�������

��������	��� 
�������� ������ ������������ �����������
������ ���������� ���������������� ���������� �
�	�����
��� ������������� 
����		�

����� ������	
� �	�������� �	������ ���	

��
�������
� ����	�������
� �	������

 �!���� "��#�� 
�������	��� $���� ��	�� 
������� � ���	�����
���$��	���� ������� �� �	������� ��������� %��� ���������&� 	��
������� ��$���	�"�� 
���"������ �	��"�� ������� � 
���$����
��� '��� �������� ���� � ��!���� ���������������� ���������� (�

����� ������ 
� �����������" ���������������" ���������" "�
�� ������ ��		"������ $������ 
��������� � ���������������"
���������" %$����� � ��	
��� ����� � � ������� �����&� ) 
�	�����
���� ������� "� ��		"������ ������ ������������ �����������
������ ��������� � ��������� "����� �� ��!����� ) ������ ������
��		"����" ����� 
������� 
��������� 
��������� � $�����" ��
	�	�������� � ��!���� ������������ ���������������� ���������
��$������ ��
���

������ **�+� ����� ����	�	 
� ����� ������� ������ ����
�����  
�� ���������� � ����� ������� ��� ����� ����� � ���
�� ��� �����!"  �#���!� � #���	�$�����%�  �!������ ����� ��
���&����� �	��� '���� ����� ���	% � ������ ����� ((� �����) �*�
��$�  ����& �&���+� &�� �����,-" ���� ��������� #���	��
$�� % ���#�����%���% #� ����	� ������ ��� �	�� ���

 � ! � � � �, ���"�" $� ��$���	�"�� 
���"����� ���"� t� �
$� �	��"�� ������� V (t) - ��.�" �$��� � 	�	��� %� ������&� /��
#�� $� 
��"����� ���"��� Δt ������	��� �$��� � 	�	��� �$"�����
	� �� ΔV = V (t+Δt)− V (t)� 0 ���#�� 	������� $� ���"� Δt � 	��
	�� 
�
��1� 0, 1Δt ������ �$���� ����$ �� � ���"� � 	�	��� ����
��	� V (t) + α(t) ������ �$���� �� �	�� ���� ���� 	�	��� 	������
V (t)+α(t)

20
������ �$���� � ������� $� '�� ���"� 0, 1V (t)+α(t)

20
Δt ������

�$��� %������� α(t) → 0 
�� Δt → 0&� /���" ����$�"� $� ���"� Δt

	�������� �$��� � 	�	��� �$"����	� �� ΔV = 0, 1Δt− 0, 1V (t)+α(t)
20

Δt
�������



������ ��� 	
������� �����
���������� �
������� ���

������� � �����	
 ��� Δt → 0� �	
��� 
�������� � �����	���
������ ������������

dV = 0, 1dt− V

200
dt.

����� �� 
��������� �	
��� �
�����

V = Ce−
t

200 + 20.

 ����!� ���	!�
� 
�	���� �� � ����� ������� t = 0 � ��
��
��"��	�! V = 20 · 0, 8 = 16 	���� ����� �����	�� �������
 C�

16 = C + 20,

C = −4.
 ���� #����� �� �	
��	� 
�������� ���������� #$%�� ����

� ��
�� � ��������

V (t) = 20− 4e−
t

200 .

 ����!� ���	!�
� �� 
��������� �&�� �����	��! ������ �����
���� � ��
�� ��&���� ''( ����� ��� ��� ''( ���� �����	���
V = 20 · 0, 99 = 19, 8 	) �������� �� �������� � ����&���� �	� V (t)�
�����	�� t�

19, 8 = 20− 4e−
t

200 , 4e−
t

200 = 0, 2, e−
t

200 = 0, 05.

�������
�� ��"���

t = −200 · ln 0, 05 = −2, 99 · (−200) = 598 �.

�	
����� ����� ���! ����� ����� ���	����� ��
�� ����
�� ''()

������ **)+� ��������� 	
������� 
����� ���������� ���

���������� ��� ��
��� ����� ����������� ���������� ����	

����� ��
������ ������� ������� � ���� �������

� � � � � � �� �
��! y = f(x) , ����� 
�������� ������ �
M(x, y) , ������� ����� 	�&���� �� �����) -	� �����	%�����
�����	&��� �� ������ ����	&��� � ����� �������� .���) /+0)

� 
�	��� ������ |BM | = |MA|� �� �	������	!�� �" �������
�� �! Ox ���&� ������ |OP | = |PA| = x) 1� ���) /+ ����� ��

tg(180◦ − α) =
y

x
=⇒ tgα = −y

x
·



��� �����	 ��
 ��������	 ��������������� ���������

M

y

x P

y

0

α

y=f(x)

A

B

x

���� ��� ������� �� 	
�
�
� 
���
	 	�������
� ������

�
�
��� � �
�	 	������

��������	 ��
 tgα ��� ���
�
� �
��������� ��������
�	 �
�
�

��� � �
��� M(x, y) ����� y′	 �
������ �������������
� ���������

���
�
� ����
��

y′ = −y
x
,

�
�
�
� �������� ���������� � �������������� ����������� !��

"�� ��
	 �
������

y′ = −y
x

=⇒ dy

dx
= −y

x
=⇒ dy

y
= −dx

x
=⇒

=⇒ ln |y| = − ln |x|+ ln |C| =⇒ y =
C

x
·

#�
 $ ��������� ��������� �����%
� &���
 �����	 ��
 �' �����	

��(���� �� �
��
 � ����
� ��������	 �
 � � �����' ��������'	 ���(�

%���� ��"������ ������ 

������ )) *� ������ � �����	 
������
�	 �
������ �������

��� ��������� �
������� � 
�����	 ����� ������ ���� ����

�
����� ������ ����� ��� �� ��������� �� ������ ������������

������� �����������

! � " � � � �� +%
������ ����� ,���� � ����� ���� �

����������

�
 ����� M � m -
 ���
�� ���
����� .��
�� ���� F �����(����	

����������� �� ���
 m %���� ������

F = k
M ·m
r2

,



������ ��� 	
������� �����
���������� �
������� ���

��� r � �����	
��� ���� �����	 ���� � �����	 �
����� ��	����

�	�	 ����� k � ���������	���
 �	��	
���

(
k = 6, 66 · 10−8 ��3

�·�2
)
�

�	 ��	�	� ���	�� ����	�� ��	��������� ��� ���� �� ���	���
��� ����	 ��� ���� ��!�����"�# �� ���	 ma = F � ����	�������	
��������� �������
 ���� � ���	! m ���� ���$

m
d2r

dt2
= −kM ·m

r2
���

d2r

dt2
= −kM

r2
· %&&�'(

���� ���� � ��������� 	������� �	� )���� *�	 ���	����� ����
	����������	�

�	��*���	� ��))����������	� ��������� 	��	����
 � ��))�����
������  ��������
 ��	�	�	 �	�
���� �	������"� �	������� �	�
�
���� +��� ,�	 ��������� ��� ������"�# ��*���� # ���	��
#$

r = R �
dr

dt
= V0 ��� t = 0,

��� R � ������ ���� %R = 63 · 107 �(� V0 � ��	�	��� ���� � 	���
��	����
�

-���� 	�	���*���
� �	�	� � �	��	�
� �	������ �	�
�	� ��������
$

dr

dt
= V (r), �	���

d2r

dt2
=
dV

dt
=
dV

dr

dr

dt
= V

dV

dr
,

��� V � ��	�	��� �������
 ����� �	������

 ,�� � ������
 � %&&�'(�
�	��*� ���������$

V
dV

dr
= −kM

r2
, %&&�.(

�	�	�	� 
��
���
 ��))����������  ��������� ����	�	 �	�
��� �
������
�"���
 ������� �� +��� ��	$

V dV = −kM dr

r2
=⇒

∫
V dV = −kM

∫
dr

r2
=⇒ V 2

2
=
kM

r
+ C1.

/� ��*���� # ���	��! R(0) = R� V (0) = V0 ��#	�� C1$

V 2
0

2
=
kM

R
+ C1 =⇒ C1 = −kM

R
+
V 2
0

2
·

0��� 	����	� ���	� �������
 ��	�	��� � ������	��� 	� ����
��	
��
 r ��� ������ # ��*���� # ���	��
# ����� ���$

V 2

2
=
kM

r
− kM

R
+
V 2
0

2
���

V 2

2
=
kM

r
+

(
V 2
0

2
− kM

R

)
.
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m

y

0

y

���� ��� ��������	 
���� ����������
� �� ��������

�� ���� ���	�
��� 	������� 	����
�� ��		����
��
���� 	��� F1� 	�������	� 
������ ���� 
 ���

������� ��
��
�	���  ��� F1 �����
���� 
���� �	� Oy� �! ����"#��
�� $�� �	� ������#�������� ��"������� ����� �� ��������� ��
���

�	��� F1y = −ky� %�	�� k, k > 0 	
����� 	 ������	��� ��������
&��" '����	( 
 
�������� ����"#�� 	��� F1y �"���
��� �� ��� )��

�		����
��
���� 	��� �����
���� 
 	������� �����
��������� ���
*����#�� ��������

+�  ��� 	������
����� 	���� F2� 
 "������ ��,����	� ������� 	
������� �����
���� �����
�������� 
�"���� 	"���	�� �
������ ����
��� ����)��� 	��� F2� "�" ��"���
��� ����� ������#�������� 	"����
	�� v ������ -�$���� ����"#�� 	��� F2 �� �	� Oy ����.��	� 
 
���

F2y = −λv = −λ� ��� λ > 0� ��� F2y = −λdy
dt
�

 ���� 
�	� ����� �����/������� ��" "�" ��� ���
��
�.��� �������
	���� �������� )�� �)���� 
�/���� 	�	���� "�������� 0��)������
��������� y = 0�� ��	�� ������� � �! $������� �
������ ��"��
�����/�������

1�� 	�	��
����� ��**����#�������� ���
����� �
������ �����

�	��������	� 
����� ��"���� ��������

ma =
∑

F. 022�3�



��� �����	 

� ��������	 ��������������� ��������

����� a � ���	
� ���
���� �
∑

F � ����� ���� ����	������ �
��	�������� 	
����

� ���� ������ � ��	�������� 	
��� ������ ����	���	 ��� �� 
�! F1 � F2� �"�����!� ��
�� 
�� Oy� #�
�$���� ���	
�!� �	
����
� 
%��� ���	�� �����	�� �&&�'�� � 
�� Oy � �������� �	
 "�
��$��

���	
�� ���
���� a � 
�� Oy ����
d2y

dt2
� "
������ ���
�
� ��((� 

��$����
� �������

m
d2y

dt2
= −ky − λ

dy

dt
���

m
d2y

dt2
+ λ

dy

dt
+ ky = 0. �&&�)�

*������ �&&�)� �����	�� �������� �	
�
�
 "
����� � "
�	
 
�!�� �
+((�$��	��� � ��!���	�� ���������� 	�
�
��� �
���

������
,��� � ����� "
���
 ��� �"
���	!� �!��� ����	���	 �����

-�
���������. ����� �"������� ��
�� 
�� Oy� ������� �
	
�
�
F (t) ��	� ������ (��$�� ������ t� 	
 ������� �&&�)� "������	
���

m
d2y

dt2
+ λ

dy

dt
+ ky = F (t) �&&�&�

� ��!���	�� ���������� ��������� �
��������
/������� 
%� ���	� ������� �&&�&� � m � ����� 
%
������

λ

m
= 2b,

k

m
= ω2,

F (t)

m
= f(t),

"
����� ������� �!�0��!� �
��%��� � ��������� 
�
�� 
	���
� (
���1

d2y

dt2
+ 2b

dy

dt
+ ω2y = f(t). �&&�2�

*������ �&&�2� �����	�� �
�
�
�!� ����!� ��((���$� 
���!� �������� �	
�
�
 "
����� � "
�	
�!�� �
+((�$��	� 
���

/����
	��� ��
	
�!� ���	!� ������ +	
�
 ��������
3� #��	� 
	��	�	���	 �
"�
	������ ����! (b = 0) � ����� �
� 

�������� ���� (f(t) ≡ 0)� � +	
� ������ ������� �&&�2� "������	
���

d2y

dt2
+ ω2y = 0. �&&�4�



������ ��� 	
������� �����
���������� �
������� ���

��������� �		
�� ����� ���������� ��������� ��������� �����
��� ���������� ������������ �����
 ��� ������������������ �����
����� k2 + ω2 = 0 ����� ����� k1,2 = ±ωi � �� �� ��!���� ��������
�		
�� ����!��� � ����

Y (t) = C1 cosωt + C2 sinωt. �		
"�

#����� ��������$��� ��������� C1 � C2 ������ ����� ������
���$��� ��������� N > 0 � ϕ ���������� � %��� ����������& ���
������ � C1 � C2 ������!�����

C1 = N sinϕ, C2 = N cosϕ.

'���� ��������� ��������� N � %��� ϕ ����(�)�� ����� C1 �
C2 �� %�������*

N = C2
1 + C2

2 , tgϕ =
C1

C2

·
+������� ����(��� �� C1 � C2 � ��������� �		
"�& �������

Y (t) = N sinϕ cosωt+N cosϕ sinωt = N sin(ωt+ ϕ).

,���& �� �� ��!���� �������� �		
�� ��(�� ����������$ � ����

Y (t) = N sin(ωt+ ϕ).

-�� %������ ����������& ��� ���� �����!��� ������������� ����
(���& ������� ������)�� ��������	
���� ���	������
 +�����

��������� T =
2π

ω
& N . ��������� ���������& ϕ . �����$�� %���

���������& �������� ω ��������� 
�
��	���� ��
����� ���	����


/
 +���$ �����$ ����� ����� ������������� ����� (b �= 0)& �� ���
���(���� f(t) ≡ 0& �
�
 ���!� ���� ����� ���)
 # 0��� ������
��������� �		
1� ������ ���

d2y

dt2
+ 2b

dy

dt
+ ω2y = 0. �		
23�

��� ������������������ ��������� k2 + 2bk + ω2 = 0 ����� �����
k1,2 = −b±

√
b2 − ω2


4��������� ����������� �������� ���������� ������ ������ ���
����������& ����� b < ω
 # 0��� ������ ����� ��)�� ���������
����* k1,2 = −b + ω̃i& ��� ω̃ =

√
ω2 − b2
 5� �� ��!���� ��������

�		
23� ����� ���

Y (t) = e−bt(C1 cos ω̃t+ C2 sin ω̃t) = Ne−bt sin(ω̃t+ ϕ),



��� �����	 

� ��������	 ��������������� ��������

��� C1 = N sinϕ, C2 = N cosϕ� �����	 
���� �� ���� �
���	�� ���
������	
 ����	��� � 	�������� Ne−bt → 0 ��� t→ +∞ ����� ����

y

t
0

���� ��� ������ ���	
����
 ��������

�	������ �� ��� b > ω ����  	�	�������������� �����
����!�"�
� �	�����"�� #��	 ������� ��	
����� �$$��%� ����� 
��

Y (t) = C1e
(−b+√b−ω2)t + C2e

(−b−√b−ω2)t.

& '�� ����	� ����� �� �
���	� ����	���� ������(	���� � �)
�(���� �	
�
���� �Y (t) → 0 ��� t → +∞�� #	�� (� �
�(����
���� ��� 
 �	���� ����	� b = ω� ���	

Y (t) = C1e
−bt + C2te

−bt.

*� +	������� �����! ����	�� ���	 �����
����� ����" ����)
��
��� (b = 0)� � �	 ���� �����
��� 
������ ����������	� ���	
f(t) = a sinμt� ,�	
����� �
�(���� �$$�-� ������ 
��

d2y

dt2
+ ω2y = a sinμt. �$$����

��.�� ������� '�� ��	
������ �	� ��
����� ���! ����	 �	���)
� ������� ȳ(t) �������� ��	
����� �$$���� � �.�� �������
Y (t) ��
����
��.�� ������ ��	
����� �$$�/�

y′′ + ω2y = 0.
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����� ������� 	�
������ ����� ���� �
����� �
����� ��� �����
���

Y (t) = N sin(ωt+ ϕ).

�
���� ������ �
����� ������� 	�
������ �������
 ��	���� ��
�
�
! ��� �
����
 μ ������� ����������"�� ���� ��#

����
 �� ����������� �
����� "����
��� ω� $
" "
" � %��� ��	�
� μi
�� �������� "����� &
�
"����������"�'� 	�
������ k2 + ω2 = 0! ��
�
����� ������� ȳ ����	�� ��"
�� � ����

ȳ(t) = A sinμt +B cosμt.

 �((����)��	� ȳ ��
*��! �
���� ȳ′′(t) = −μ2(A sinμt+B cosμt)
� ����� �����
���"� ���
*���� ��� ȳ(t) � ȳ′′(t) � 	�
������ ������
���	��� 	�
������ ��� "�%((�)������ A � B+

−μ2(A sinμt+ B cosμt) + ω2A sinμt+ ω2B cosμt = a sinμt,

��"	�
 �
���� A =
a

ω2 − μ2
, B = 0� $
"�� ���
,��! �
����� �������

	�
������ ������ ����� ���

ȳ(t) =
a

ω2 − μ2
sinμt,


 ����� ������� %��'� 	�
������

y(t) = ȳ(t) + Y (t) =
a

ω2 − μ2
sinμt+N sin(ωt+ ϕ). ����-�

., ����������� ����-� �����! ��� ���� �
����
 μ ������� ��,�	#
�
/��� ���� ���,"
 " ����������� �
����� "����
��� ��	*��� ω!

�� �
,����� ω2 − μ2 ���,"
 " �	�/ � 
�����	�
 "����
���
a

ω2 − μ2

��,"� ��,�
��
��� 0�� ω = μ ����,��
���� (���	��� ����-� ����,��
$
" "
" ��� %��� μi = ωi �������� "����� &
�
"����������"�'�

	�
������ k2 + ω2 = 0! �� �
����� ������� 	�
������ ������ ����	��
��"
�� � ����

ȳ(t) = (A sinμt+ B cosμt)t.

0����
���� ȳ(t) �

ȳ′′(t) = 2(μA cosμt− μB sinμt) + μt(−A sinμt−B cosμt)

� 	�
������ ������ � 	�����
�! ��� μ = ω! ���	��� 	�
������ ���
"�%((�)������ A � B+

2μA cosμt− 2μB sin+μ2t(−A sinμt− B cosμt)+

+μ2t(A sinμt+ B cosμt) = a sinμt,



��� ������ 		
 ��������� ��������������� ���������

������ ����	
� A = 0, B = − a

2ω
� ������ 	������ �����
� ȳ(t)


���� �
�

ȳ = − at

2ω
cosωt,

� ����� �����
� �������
� ������� ���
����� �������
� ��������

y(t) = Y (t) + ȳ(t) = N sin(ωt+ ϕ)− at

2ω
cosωt.

���
	
� ��� 
���� t �� ������ 	���� ����!���� �� ��" 	�� ����
#
���� �������
� �
��$�� ����%���
	����� ������ �� ��������� &��'
�

'���(

 − at

2ω
cosωt 
����� �� �� �
�� �)� &������" 	�� � ���� ���	��


���� ����� ��������� *���" �������� ��
 ���������+��� ��
 ��


���������" ���
 	������ ���������!, �������
$ ��������� � 	������$
������$ �!�� �����$ �
�!�

0

y

t

���� ��� ����������� 	�
�����

- �
��$�!� �
''����(
��+�!� �������
�� �����%� �������
��
����� ��� � �����
�" �������!� � 
������
�� �
�! ���� � ����#
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	����$ (��
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���������� �	
	�� 
����	��� ��	�����	���� �	
�� ���������
�� ����	����� ��
������	��� R� ������������� L� 	������ C� � ���
����� 
������	� �������� ��	����������	� ����� ���	����	��� �
�	�	��	� ��	�	�� 
� ��������� ������ U = U(t)  ��! ���! "#$!

R

b c

a d

C

U(t)

L

���� ��� ��������	
 ���������	
 ����

%���	� ����������� ��	�����	����� ���� � �	
� �� ��	�	��
I = I(t)! &���� U ' 
��	��	 ��
���	��� �� �	������� ������	 �	
�!
(���� �� 
	����� ������ )��*��+� ��	��	�� ��� � ��������� ������	
���	,����	���� ����� ��
���	��� ����� ��	����������	� ���	-

Uab + Ubc + Ucd = U(t).

.� +����� ���	����� ���

Uab = RI(t)  ����� /��$�

Ubc = L
dI

dt
, Ucd =

1

C

∫ t

0

I(t)dt.

&������

RI(t) + L
dI(t)

dt
+

1

C

∫ t

0

I(t)dt = U(t).

0�++	�	������ 
� t ��� ����� 	��
����� ���������� 	�
����

R
dI

dt
+ L

d2I

dt2
+

1

C
I = U ′(t)

�
�
d2I

dt2
+
R

L

dI

dt
+

I

LC
= U ′(t).



��� �����	
���� �����	� ��� ��	����	� �	�������	������ �������	�

����� ����	��
 ������� ��� ���� I � ���� ������� ��������
�������� ���������������� ��������� ������� ������� � ������
������ ���������������
��� ������� ��������� �!�� ��� U ��������� "� #��������


����� ��$%
 �� U ′ = 0 � �� ���&���� � �������� �������������
���� ����������� ��������$

I ′′ +
R

L
I ′ +

I

LC
= 0.

��������	�
� ������ ��� ����
����
���������������� ���������

������ ''�(� �� ����� ����	 �
����� �	 ���� �� �������������
�������������� ���� ��������� 2R = 1, 8 � � �
���� H = 2, 45 �
����� �������� � ��� ��������� 2r = 6 �� ��� ������� ������
����	��� ��� ���� �
������ �� ���� � �������� ������ k

√
2gh�

��� g = 10 ��2 �  ������� ��
 �	!���� h � �
���  ����	 ���

��� ���������� � k � �������
� ����������
� "���������� ��"#$
#������� ����
� ��	 ���
 %�&'

) � � � � � �* +����� 	� ��	�������$ ���������$ t , �����
��������� ���� �	 ����
 � 	� ������$ ������$ h(t) , ������ ������
����
 ���������� � ����
 ������� 	������ �� ������� ��������� ����
"���� (-%� ����� ΔV = Sh = SvΔt , ��.�� ����
 ������$!�� �	 ����
	� ����� Δt
 ��� S , ��!��� ���������
 �	 �������� �������� ����

������ S = r2πv(t)
 � v = v(t) , �������� ��������� ���� �	 ����

	�����!�� �� ������ ����
 ���������� � ���� "v = 0, 6

√
2gh%�

H

h(t)

v

r

R

���� ��� ���������	
 � ����� � �������		 ��� 	� ����
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� ������ �	���
�� ���
�
� ������ ����� ��	������� � ���� ��
����� Δt� ����	 ��	� ��������
� �� ��
��
� ����
�� �
� ���
� 
�	�� ΔV = πR2Δh� !�������� ��� "������ ��� ΔV  �#	����� #	�
�����
� ���� � ���� �� �����
�� ��
���	�� $Δh < 0%� ����#� �� 
�	��	�	������ ����
�
� ��� ��
�#
�& ����& ������
� Δh  Δt

πR2Δh = −πr2 · 0, 6
√
2ghΔt.

�������� 
� π  ����&��� � ������� � ��

�� "������ ��
Δt→ 0� ����#� �""���
'���
�� ����
�
�(

R2dh = −0, 6r2
√

2gh dt.

)������� ������

��  
	������� ����#� ���	
�*�
�� � �� 
	����� ���
� 
��	 ������ "�
�'� h = h(t)(

2
√
h = −0, 6 r

2

R2

√
2gt+ C.

+��	��

�� C 
����� � ������� #	� h = H �� t = 0� +���	���
t  h � ���������� "�
�'�� ����#� C(

C = 2
√
H,

	���� "�
�'�� ������������ 
���
� �������	� h �	 t� ����	 �� 
�����	� �������� �������(

√
h−

√
H = −0, 6

√
g

2

r2

R2
t $,,�-%

�� ����� 
�����
�& �����������
�� ����#��� ��
�� �������	�
h = h(t)(

h =

(√
H − 0, 6

√
g

2

r2

R2
t

)2

.

.�� 
�&����
� ���
��� �����
 tk �	�#�
� ���� � ���� 
��� 
&���� �����*	� ���	
�*�
� $,,�-% �	
��	���
� �����
 t  � �� 
��#�

�� "������ �����	� h = 0� +���#�

tk =
R2

0, 6 r2

√
2

g

(√
H −

√
h
) ∣∣∣

h=0
. $,,�/%

0������ ����	����� � ����#�

�� ������
� $,,�/% ��
���	
��
�
�#�
� � ������ ����#( R = 0, 9 �� H = 2, 45 �� r = 0, 03 ��
g = 9, 8 �122� ���
� 
��	 	�������� �
�#�
� �����
(

tk =
0, 92

0, 6(0, 03)2

√
2

9, 8

√
2, 45 � ≈ 1006 � ≈ 16, 7�
.
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������ ����� ����� ����	
��� �������� ����� �������� ����
�������� ��� ��������� ������������ ����� ������� ���������
������� �������� ������ ��
����� �������� ����� � ���� 
����
 � �! �������� ����� ����� " ���� #���� �������� $����%��� ��
&��' ���( #���� �$�� ����� ������ ����� �� ������ ���������(

� � � � � � �	 
��� v = v(t) � ������� ����� � ����� �������

t� ����� v(0) = 2� �������� ������ ������ ������� m
dv

dt
= F (t)� ���

F (t) � ����� �� ����!�" �� ������ � m � ����� ������ 
� �������
����#� ���� ��$��������" ���% $��$��&�������� ������� �����	
F (t) = −kv(t)� ��� k > 0 � ��'((�&��� $��$��&����������� � ����
����� ����#��� #� ���� ��$������� $���� ���)���"� ���� ")�*
��� �� ����!�" �� ������ ��������������" ���� +�,������ �-�
'�, ���% $��$�������"��% $����,���� ���%� $�'��� ��((����*
&������� ��������� ���)���" ����� ���� ���

m
dv

dt
= −kv.

.� ��������� � ������"�!����" $�������%��� 
���� ���������"
$�������%, � ������������" $���#��

m
dv

v
= −kdt =⇒ m ln |v| = −kt+ ln |C|

�� ������������� �-!�� ������� ���� ���

v = Ce−
k
m
t.

�������� ��#������� �������� v(0) = 2� $�'��� C = 2 �

v(t) = 2e−
k
m
t.

/� ��� (���� #� ������� ����� ������� #���� 0 ������%	

v(4) = 1� ��)�� �$������� ����#���
k

m
: 1 = 2e

−4
k

m � �����

k

m
=

ln 2

4
�

����� �-������ ������� ����� V (t) = 21−
t
4 � 1���" T � #���� ��*

���� ������� ����� ���� ����� 2��3 �4�� ��,���� �� ��������"
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� ������ ��� ����
���� ���������������� ��������� ���

0, 25 = 21−
T
4 � ������ 2−2 = 21−

T
4 � −2 = 1− T

4
� �	
�����
	�� T = 12 ��

�	�� ����� �����
��� 	������ �����	�� �� �����	


s(t) =

t∫
0

v(t) dt =

t∫
0

21−
t
4 dt =

8

ln 2

(
1− 2−

t
4

)
.

������ ����� ��� 	���� ���
� ������ ���� ��� �
���
��
 ��
�

� !"� ������� 
 ��
���#����
8

ln 2
� 11, 5 ��

������ $$�%� ���������� 	�
��� � �
���
 ��� ��� � �����
�
	������ �� �
���� ��� ��� ������� ������� �� 	���� �� �����
�
��� 	�������� � ������� !�� 	��������� �������� 	������ !������
�� � �� �"� ���������# 	�������� ���������� �� �$�� � ��������
	�������� � �
����# 	����%��!�� ��	���������� �� �"� 	��	��&��
������� ������� ��������� '(�������� ���
 ��)���� g �!�����
����
� �� �$�2�*

& 
 ' 
  � 
( )���
� �� 
��������� �
�
�
�� t * ��
� ���
�
� ����'������� � �� ������� ���+�� v(t) * �������� ����'��
������ ,���� ��	� ��������	
� �����#� Fdrag ����'
� �	
���-��
�������(

Fdrag = kv2(t),

��
 k * ��.���+�
� ������+���	������
,
�
�� ����'
� ����� ��	� ������
 �
������� � ����'������

��� ���
�� � ���
�+�� � �
�����	��� ���(

ma = mg − Fdrag,

��
 a * �����
�
 ����'�������

/������ � ��� �����
�
 a =
dv

dt
� ��	���� ����
�
+��	��


����
�
� �� �����-

 �������� ����'������ v � ��
� t

m
dv

dt
= mg − kv2.

�������� �	 ��������
k

m
= η� )�	����

1

η

dv

dt
=

1

η
g − v2.
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������ �������	� 
��
��
 �������	��  ������
��	�	
 �����
������	� ����
 ���� �����	� ������ �������	�� ��� �����	�
������	�

−1

η

dv(
v2 − 1

η
g
) = dt;

t = −1

η

∫
dv(

v2 − 1
η
g
) ·

���	�����	����� ������ �������� 	 �����	� 	� �� ������� ���
�	� �!����� �������	
 �����	� v(t)� �����	��

v =

√
g

η

1− e−2
√
ηgt

1 + e−2
√
ηgt
·

"������ 	������
 #�� �����	�� �������	� ����
���� η$ ����
������
 ������ �����	
 �������� � �����%� ��������� �������	
�����
�� &' �($ )�� ��������� ��� ��	 t → +∞ ������ v(t) !��
��� ����	��
 � &' �($ "����� ���	�	� ������ ��������� ����
�����		 ��	 t→ +∞� ��*�� �������	�� η�

lim
t→+∞

v = lim
t→+∞

√
g

η

1− e−2
√
ηgt

1 + e−2
√
ηgt

=

√
g

η
,

������������

50 =

√
g

η
,

η

g
=

1

2500
, η =

g

2500
·

�������

 ���������� ������	� ��������� η � �����	� v(t)� ���
���	� �������������

v = 50
1− e−

g

25
t

1 + e−
g

25

,

	�	

v = 50
1− e−0,4t

1 + e−0,4t
≡ 50

e0,2t − e−0,2t

e0,2t + e−0,2t
·

+������
 ��� ����� ��� ���	������
 �� ���	� ��� ������� ���
���	����� ����� � ����� �, �����	� �����	� �	�������	������
�������	� ��
 ��%�*���	
 ����
�	
 �� ����	 ���*�� ��� �����
�		 ������	�

ds

dt
= 50

e0,2t − e−0,2t

e0,2t + e−0,2t
,



��������	�
� ������ ��� ����
���� ���������������� ��������� ���

������ ���	
	��
�� s = s(t) ����	�
� ������������

s =

t∫
0

50
e0,2t − e−0,2t

e0,2t + e−0,2t
dt =

= 250 ln(0, 5(e0,2t + e−0,2t))|t0 = 250 ln(0, 5(e0,2t + e−0,2t)).

��
������ ��

���	�� ������� �������	
� �������� �� ��
����
�	� ��������� ���� ���� �� � et+e−t ≈ et ��	 ��
������ �����	� t�
�����	� 
����� �� �����	� ��� ���!��	� �����	� ������� �
����� �� ��
����	� ���������

250 ln (0, 5(e0,2t + e−0,2t)) = 1000;
e0,2t + e−0,2t = 2e4 ⇒ e0,2t ≈ 2e4 ⇒ 0, 2t ≈ 4 + ln 2;

t ≈ 20 + 5 · 0, 7 = 23, 5 
��.
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 ������� ���������� �� ������
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�

% � � �  	 �� &���	��� ��� ������� ���!� 	���� '���� ���
�����
�	 ��� �	�� �
� ������� ���������� �������	� ������
 	� �����# ��
�� (�� �
� 
�������� 
 �
�� Ox# )����� �����	��
����
�	� � ������ � ������� 
��	����
� ����!��� ���	# ������
 	� ��� ������	� ����� AM � � ����!��� * ����� MO +�	
# �,-#

y

x

y=f(x)

0 B
N

K

A

K

M(x,y)

1

���� ��� ���������	
 � ����� � �������
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������ y = f(x) ��� ����	
�� ����� ��� x �����	� ������
���	��
����� ������ ��� �	�	
�� �������	

�� ������ 
	��������
���	�	���� ���
	
�	 ���� �������
����	�	� � ������ y = f(x) �����	��
� KK1 � 
������ MN �

����	 ����
���  � ������ ������ ��	�	�� ���� ��� ��� ��� ���	
��
���	
 �� ����!	
��� � ��
�� AM ������	��
� ��� Ox� ∠OKM =
= ∠AMK1 = ∠OMK = α� "�	�����	��
�� ��	����
�� OKM # ���$

��	��	

%� � �	���
�� O� ������ |OM | = |OK|�  � ���������
�$
�� ��	����
��� OMB ��	�	�� ��� |OM | =

√
x2 + y2 &�����	
��'� �

|OK| ��!
� 
���� �� ���
	
�� �����	��
��
Y − y = y′(X − x).

�������� ��� Y = 0 &����� �	�	�	�	
�� �����	��
�� � ���� Ox'�

������ X = x− y

y′
� �����

|X| = |OK| = −X = −x+ y

y′
·

������
���� �
��	
�� OM � OK� ������ ��((	�	
)����
�	
���
	
�	 √

x2 + y2 = −x+ y

y′
, ��� y′ =

y

x+
√
x2 + y2

,

�	�	
�	 �������� ���� ���	� 
� �������	

%� � �����	 �������
*�� ���
	
�	 ����	��� ��
����
%� ��((	�	
)����
%� ���
	$


�	� �	����� �������� ��� ��� ��!
� ��������� ��� y′ = f
(y
x

)
+

y′ =
y

x+
√
x2 + y2

≡ y/x

1 +
√

1 + (y/x)2
≡ f

(y
x

)
. &,,�-'

.�
��� � �����������	��� ����	 )	�	�������
� ����	���� ���$

	
�	 &,,�-' ��
����	��
� x� ��	� �������� 	�� � ���	+

x′ =
dx

dy
=
x+

√
x2 + y2

y
=
x

y
+

√(
x

y

)2

+ 1 = f

(
x

y

)
. &,,�/'

0�� �
�	�������
�� ���
	
�� &,,�/' ��	�	� ������
��� t =
x

y
�

����� x = ty� x′ = t′y+t� � ��������� 
��� �	�	�	

� � ���
	
�	

t′y + t = t+
√
t2 + 1 =⇒ t′y =

√
t2 + 1.
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��������� �	
������  ��� �	
������ � 	
������������ ��	�����

����� ����� ����

dt√
t2 + 1

=
dy

y
=⇒ ln |y| = ln |t+

√
t2 + 1|+ lnC

��� y = C(t+
√
1 + t2)�

����	
�
��� � ��	���
 
����! ��	������!

(
t =

x

y

)
" ���� ��

y = C

⎛⎝x
y
+

√
1 +

(
x

y

)2
⎞⎠ .

����� ��	������ �
#���� 	������ �
�
 � � �����

y2

C
= x+

√
x2 + y2.

��	������ x �
���� � �������� � ��
�	
� ����� � �	
���  
����

y4

C2
− 2y2x

C
+ x2 = x2 + y2

� �	�������� ���$#������ ���	
����� � �	��$	
���
����

y2
(
y2

C2
− 2x

C

)
= y2 =⇒ y2 = 2Cx+ C2 =⇒ y2 = 2C

(
x+

C

2

)
.
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(
−C

2
, 0
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�
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������ ((�)� ���� ��������	
 �� � ��� �� �◦� �� �◦�� ����
�������� ����������� ������� ������������	� ������  ◦�� !����
���� �	�"��� ��  #◦�$ %&�����
' (�� 	����	�
 �	�"����� ����
������)�����
�� �����	�� ���������� ���� � ���������� 	���"�*

������ ((�(� +��,��
�"� ��( ��	�� '- �� ,��.�� ����� 	�
	����	�
�   �/	� 0������������ ������� ������)�����
�� �������
�� 	����	�� � ����� '-1 � ��� 	����	�� � �/	� 2"(�	���
 ����
�� ���3��� ��(� � ���,��
.�� �"	��� ���3���� !�� �������	�
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���������	
 ���� ��������� ������������� �������� ��������
g = 10 �����

������ ����� ������� ����� ����� ������ �������� R = 6 ��
� �	����� H = 10 ��
 ���� !���"� ���#���� ����� $� ����� ����%
�	����� ��% ���� �� ������� ����� ���"��� ��������� ���������
&
' ��
 ��������� � ���#��� ������� �(�� ��#���� ������ ���%��

��� ���� �	������ �� ��������)
 ������ 0, 6

√
2gh
 "�� g = 10 ���2 *

��������� ���	 �%+����
 � h * �	���� �����% ���	 ��� ��������,
����

������ ����� (�"�� ���� �������"� ����� ������ ����� ���	
����-�������� ��� ��� ���% � �����
 ���) ��� �� �"� �����,
������ (�� ����+����� ����� ���� ��� ���� . � �"�� ����% .�/
������������"� �������"� ������ 0���% ����� �������"� �����
������ �� "�����	 h� 1� "�����	 / ��

������ ����� � �%���������� ����� �������� R ���!� +��,
����� �������� ������������ 2� "��������� ��������
 ��� ��������
������% v ��+��"� ���% +������� ����-�������� "������������,
�� ����� p ������ �������% �� ��������� ����� ����	�
 ���,
����� +������� ρ � ������� ����-�������� �%������ +�������
μ
 ���!� ��������� �������� ����� ����	 ����-�������� ���,
���%��) �� ��� ����	 � �������� ������% ��	���� � ���������,
�� ������%��% �� ���� 3� ������ ����	 �������� +������� �����
���)� 3���� v ��� ����-�) ������%��% r �����������) �"� ���%
+������� �� ��� ����	�

������ ������ 3���� ��������� ����	�
 � �����	� ����� �,
��������% �)��� ����������� � ���) ���-��� ����� ���-����
 �����
����#�) ���-���	 ����� ������%�

������ ������ 3���� ��������� ����	�
 ������) �� �����) ��
���������4 ������� ��� ���-���
 ��������	� ����������� � �����,
��)
 �����!��	�� �� ����������� ����� ������
 ����� 2a�

������ ������ 3���� ��������� ������
 � ������� ����� �����,
����% �)��� ����������� � ���) ���-��� ��������� ������� �� �����
������% � �� ������ ����������

������ ����	� 3���� ��������� ������
 � ������� ������%���
�)��� ����������� �� ������ ��������� ����� ���-���� ����� ����,
��%�
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���������

������� � �����	
� ��������
����� ��
������� ���	
���
��� �����	�� �����	
 ���������
��� � ��������������� �����
���������� ������������ ����� ���� �����	�� ��	!��
����
"����	� �������� ��������
����� ��
������ � #�������
��	� ��$������
	��

����� ����	
� � �
�	��� �
�������
������ �������
�

��� �� #����
���� �
�
�� ���!��� �#��������� �������	����
���������� ������% ����
���� 	�&�� ��!�� ���������	� ����
�����
����	� ��
������	�� "�����#����� �
��� ��
������ �
���
�
���� �����	�� ��������
����� ��
�������

"����	� ��������
����� ��
������ 	� �� !��� �
#��
�� �
�
������	 ����� ' �!��	 ����
� ��� 	� �� �������� �� ���������

����� ��
������% ���
���(����� ������������ #����������� �����
#��
 
����% ��� ����� ��
������ �
��� ����� ����������� �������
)��� ��
������% ����
������� �����	�% ��
*��� �
���(��� �������
������ ��
�(�� #���������� �������� � ��* ����������� ������%
�� �
��� �����	� �
���
���� �����������	��

+
���������� �����	� �� k ��
������ #������� s1, s2, . . . , sk 	�&�
�� �
	����� $����
������� �����	�� n = s1 + s2 + . . .+ sk ��
������
#���� � #�����
% �
���(*���� ������������ #���������� ���� �����
	�� ������� �
��� ��� �����	� �
�!���� ���!�� ��� ��������
���
�����	 � �� �������� � ���� �����
����

����������� ,-�.	 
����	� n �������� ������ ������� ���
������� ������������ �������� � �����	� ���������� �� �����

	�� �������� ���������� �����	��� �	� ��� ��	����� ��	�

��� ����� ��	������ �����	��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dy1
dx

= f1(x, y1, . . . , yn),

dy2
dx

= f2(x, y1, . . . , yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= fn(x, y1, . . . , yn).

/,-�.0

1���� n �
���
���� ������	 �����	� /,-�.0�



��� �����	 �
� ������ ���������������� ���������

����������� ����	 �������� ����	
���� ����� �����������
	
���� ��	������ ������ ����� �	���	�� ����� �������

y1(x), y2(x), . . . , yn(x), ������

�����	 ���	!	�� �� ��	����� ����� � ��"����	�

#	�	$	 %��� ��	 
�
��� ������ 
�
���� � ��������� ����	
y1(x), . . . , yn(x)� ���������	���� �	$	
���� �
��� ��

y1(x0) = y01, . . . , yn(x0) = y0n,

�� x0, y
0
1, . . . , y

0
n �  ������ !�
�� ��	$	
���� �	������

"������	
yi = yi(x), i = 1, . . . , n, ����#�

�$���	�� � $��
����
�� (x, y1, . . . , yn) ������ %�����	 �� ����
	
����&�	
���� 
����� ������ &�
�� ����� !��'� �������(� !��
yi(x0) = y01, i = 1, . . . , n, '��� �������(� !�� ����	 ����#� ��� ����
������ $������� !� ��!%� (x0, y

0
1, y

0
2, . . . , y

0
n).

)�����!
%� ���� 
�
��� ����� �
���%����( ��% �� %�%
���� ������ ��**��+���(���� �������	� �������(��	 ����	
� %����, ��!% %�
��
	 $��	 ��$������,� %�����  ���-� 
�
���
�������

����������� ���#	 '����	 ������� yi = yi(x, C1, C2, . . . , Cm),
i = 1, . . . , n( �	���	�� ��!�� �������� ����� ������ � ��
	�
�� G, �
�( �����	 �	�
�"	!�� ���	��� )��� ���� C1, . . . , Cm,
�� ��"�� )�
�$��� 
*��� �������( )���	�
�"	!�� +��� ��
	���
,��$�� m = n.

����������� ���.	 '����	 ���������� Φi(x, y1, . . . , yn) = 0,
i = 1, . . . , n( �	���	�� ����&�	
�� ����� ������( �
� �)����
 �
��	 ��� 
���  �
 �� ����&�	
���� 
����� �
 +��� ������

'����	 ���������� Φi(x, y1, . . . , yn, C1, . . . , Cm) = 0( &��
i = 1, . . . , n( �	���	�� ��!�� ����&�	
�� ����� ������( �
�
������� C1, . . . , Cm ��"�� )�
�$��� 
*��* ����&�	
���* �����*
����� �������
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� �������� 	
���
� ���������� ������� 	
������ ������� ����
��
�������� �
������ �	��������� ������� ����
������
����� ����� m � 	
���
������
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m
d2x

dt2
= Fx

(
t, x, y, z,

dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
,

m
d2y

dt2
= Fy

(
t, x, y, z,

dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
,

m
d2z

dt2
= Fz

(
t, x, y, z,

dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)
.

�� !"#

$���� x(t), y(t), z(t) % 	�
����� ���
����� ������ ���
���� v �
����
��� a ����
�� 
���

v =
dx

dt
i+

dy

dt
j+

dz

dt
k, �� !&#

a =
d2x

dt2
i+

d2y

dt2
j+

d2z

dt2
k. ������

� ��	
�� 	��� ��	
����� ������� ������ ����� �������� �	 ���
�������	� ���� F = Fxi + Fyj + Fzk� ��� �����
��� ������� �	���
��	���	� ���	 �
������� � � !�� ���	� ���	 �
������ "�������

������� �������	� ���� � �# ���������

$	��� � �	%�� ������	 ��""������	����& ��	
����� ������� ����
��
	'!�& ����	����	���� ����������� �� 
������� ������	���
�����
�
������ �	����	����� ���� �	���� m ������	
���� �� �� ������
�� ��#& ��""������	����& ��	
����� 
����(� ������	 ������������
��#& ������& "������) x = x(t), y = y(t), z = z(t)�

*�����	 ������ ���� �	%����� � ����	������ ���� 

���� ��
��

"������ u(t) =
dx

dt
, v(t) =

dy

dt
, w(t) =

dz

dt
� $�(�	

d2x

dt2
=
du

dt
,

d2y

dt2
=
dv

dt
,
d2z

dt2
=
dw

dt
� � ������	 ��	
����� ������ %	��+���� 
 
���)
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du

dt
=

1

m
Fx(t, x, y, z, u, v, w),

dv

dt
=

1

m
Fy(t, x, y, z, u, v, w),

dw

dt
=

1

m
Fz(t, x, y, z, u, v, w),

dx

dt
= u(t),

dy

dt
= v(t),

dz

dt
= w(t).

������

��� 	
����	
� ������� �������	����	�� ���	�	�� ������
��
��� �
�� ��������
�	�� � ���	����		
��� ����	��� �
������
������ ����� ��� 
!�"
��

������� ����� ���� ����	
 ����� ����
��� ����
�	 �������
��
� ������ fi(x, y1, . . . , yn)� ��
 i = 1, 2, . . . , n� � ����
 �� �����	

���� ����	
 ∂fi

∂yj
, i, j = 1, 2, . . . , n �
��
�	��	 �� ��
� �
�
�
��	�

x, y1, . . . , yn � �
������� �!����� G� ��� �����	 !	 �� !	�� �����"#
�	
  ���
��$ x0, y

0
1, y

0
2, . . . , y

0
n� �������
��%�
 �!����� G� �%
#

���
� 
������
���
 �
&
��
 ����
�	 y1 = y1(x)� y2 = y2(x), . . . ,
yn = yn(x)� ����
����$'%

 (��� �����"�	� �����$�)

y1(x0) = y01, y2(x0) = y02, . . . , yn(x0) = y0n.

#���
���� 	�$
�
��� ���
�� ����	�� ������ �������	�����
	�� ���	�	���

����� ����	 
������
� ��
��������

% 	�$
�
��� ���&�� 	
����	� ������� �" n �������	�����
	�� ���	�	�� ��'��� ������ $ 
�	
�� ���	�	� n�(
 )
���$* �
�
���+���� 
�	� 	��"����	� ��	$�� � ,�
(
 �
+	
 �
���(	���*
�������	����� 
�	
 �" ���	�	�� ������� � ��$� &� ��� 	��"�����
	��* $�
�� 
�	
(
�

,�
� ���
� 	"������ ���
�
� ��$� &�	�� 	��"����	���
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dx

dt
= y2 + sin t,

dy

dt
=

x

2y
·

� � � � � 	 �
 �	������	�� ��� ����	 ������ 	� ������ ����
���	� 	!��!

d2x

dt2
= 2y

dy

dt
+ cos t. "���#$

%� ������ ������	� �����	! 2y
dy

dt
= x, ��&��!� ������	� "���#$

!�'�� �������	�( � �	��

d2x

dt2
− x = cos t. "���)$

*�� +	������ ����������� ������	� ������ ����,� � ������
����!	 ,�&��	�	����!	� -�����+��! ���,��	��	���,�� ������	�
�+� �����������./��� ���������� ������	�
 λ2 − 1 = 0� 0�� ,��	
λ1,2 = ±1 ��&��!� ��/�� ����	� ���������� ������	� 	!��� �	�
X(t) = C1e

t+C2e
−t� 1������ ����	� ������������ ������	� 	/�!

!�����! �������+2���� ,�&��	�	����� � �	�� x̄ = A cos t + B sin t�
�	������	�� &�� ���'��	� ���'�� 	 �������+�� � ������	�
"���)$ �����	! A = −1

2
, B = 0 ��,��� ��+����! ������� ����	�

x̄ = −1
2
cos t�

3�,	! �����! ��/�� ����	� ������	� "���)$ 	!��! �	�

x = C1e
t + C2e

−t − 1

2
cos t.

%� ������ ������	� �	���!� �����	!

y2 =
dx

dt
− sin t = C1e

t − C2e
−t − 1

2
sin t.

3�,	! �����! 	!��! ����	� �	���!�
{
x = C1e

t + C2e
−t − 1

2
cos t,

y = ±
√
C1et − C2e−t − 1

2
sin t.
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dx

dt
= z − y,

dy

dt
= z,

dz

dt
= z − x.

� � � � � 	 �
 �	������	�� ��� ����	 ������ ������	�� 	����

d2x

dt2
=
dz

dt
− dy

dt
·

������� � �	�� �������	 ��� ������	! �	����"� �����	�

d2x

dt2
+ x = 0.

������ #�� ������	� $�$ �	��!��� ��������� ������	� ������

����$� � ��������"�	 $�#��	�	�����	� %���� ���������	�  ��$��&

	��	���$��� ������	� λ2+1 = 0 	 �� �'���	� ��� $���! λ1,2 = ±i
�������� ��(�� ����	�

x = C1 cos t+ C2 sin t.

)* ���+��� ������	� �	����" 	����
dz

dt
− z = −x 	�	

dz

dt
− z = −C1 cos t− C2 sin t.

��(�� ����	� ������������(��� ���������� ������	�
dz

dt
− z = 0 ���+

z = C3e
t.

,������ ����	� ������������ ������	� 	(�� ������� �����&

���-��" $�#��	�	����� � �	��

z = A cos t+ B sin t.

��� $�#��	�	����� A 	 B �������� �	����� ������	!{
B −A = −C1,

−B −A = −C2.



������ ��	 
����� ���������������� ��������� ���

�� ���� ����	
� A =
C1 + C2

2
, B =

C2 − C1

2
. ���
 �����
�

z =
1

2
(C1 + C2) cos t+

1

2
(C2 − C1) sin t+ C3e

t.

�� �	����� ����	��� ����	
� �����


y = z − dx

dt
=

1

2
(C1 − C2) cos t+

1

2
(C1 + C2) sin t+ C3e

t.

���
 �����
� �
		
 �	�	��	 ����	
��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x = C1 cos t+ C2 sin t,

y =
1

2
(C1 − C2) cos t+

1

2
(C1 + C2) sin t+ C3e

t,

z =
1

2
(C1 + C2) cos t+

1

2
(C2 − C1) sin t+ C3e

t.
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���
�

����	
� ����	�	���� ��� ����	��� 
�!�� �	�� �	 ��� "

�� 
	����
 ����#$	��� �	���	������ � ������
 ����	
 �������� �

����	��# ���		 �������� ������� �� ��!	 ������� ���	 ��
��"

���� ����	���� ������	 �	��� 
���� ��� ������	��������% &��

���
 
� ���	
�� � �
�� ����	��� �	����� ������% '��� ��(���

���� n �	�����
�� �	���� ���	������ �� ��� ���	�	��#� �	�	��	

����	
�% )�
	��
� $�� 	��� �	������	 �	���	 ���	���� ���	��� ��

�� 
�!�� ����� ���� ��� �����	 ��	��#*�� �	���� ���	�����%

������ +,%-� ������ ������	 	
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dx

dt
= −y

t
,

dy

dt
= −x

t
, t > 0.

. 	 � 	 � � 	� ���!�� ��$�	��� ����	 ����	���� ����$�
 ���"

�	��	
d

dt
(x+ y) = −1

t
(x+ y),

������	 ����	��� ����	��	
 � ���	��#*�
��� �	�	
	���
��

d(x+ y)

x+ y
= −dt

t
,
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���������� 	
�
�
� � �
�������� �
�����
� ���������� ����� ����
��� ������� ���
��
� �������

x+ y =
C1

t
·

�� ���
������ ��� 
��
�
 ����
�
 �������� ������ �
����

��
�
� ��������� �� ����
�
� �����

d

dt
(x− y) =

1

t
(x− y),


�	��� �
�� ��������� ���������� � �
������
����� ���
���

x− y = C2t.

�� ������� �
������� ������ �������
�⎧⎨⎩x+ y =
C1

t
,

x− y = C2t

��	
���  ��	��� x = x(t) � y = y(t) �
��� !��" ������� � ���
�
����# ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x =
1

2

(
C1

t
+ C2t

)
,

y =
1

2

(
C1

t
− C2t

)
.

������ $%�&� ������ ������	 	
�����⎧⎪⎨⎪⎩
dx

dt
= x2y,

dy

dt
=
y

t
− xy2.

' � ( � � � �# )��
��� 
!� ����� ����
�
 ��������� �� y� � ��
�
�

�� * x � �
��� �
����
 �
������� ���������� �����

y
dx

dt
+ x

dy

dt
=
xy

t
��

d

dt
(xy) =

xy

t
·

+��,�� �
�� ��������� ����������� ��������
����� � �
������
�
����� �
�����

xy = C1t. -$%�./0



������ ��	 
����� ���������������� ��������� ���

������� � �	��
� ���� ��	�
�
 �	������� ����
� ����� xy ��

C1t� �
�����
dx

dt
= C1tx� ��
 �	�������  	������������ ��	�����

����� �����	�	�� ��
 �	�������� ���
��� x = C2e
C1

t2

2 � ��� C2 �= 0�
�
 �� 	�������  !"�#$% �
�����

y =
C1t

x
=
C1

C2

te−C1
t2

2 .

&�'�� 
(	��
�� ����� 
(��� 	�)���� ����
� ����� �	�������⎧⎨⎩x = C2e
C1

t2

2 ,

y =
C1

C2

te−C1
t2

2 .

*	
�� �
�
� ��� x = 0� �
 �� ��
	
�
 �	������� ����� ���
���
y = Ct+ ��� y = 0� �
 �� ��	�
�
 �	������� ������ x = C�

����� ����	
� ��	��� ����	�	������� ����	��

� �������
� ��������	��
�

,��
�	�� �
	���-��� ������ 
�
���� �� n �������� ��.�
.�	��/���-��� �	�������  �
�
������ '
�..�/�������0

dyi
dx

=
n∑

j=1

aijyi + fi(x), i = 1, . . . , n,  !"�##%

��� aij = 12345 6 ��'
�
	�� '
�..�/������
��� �� .��'/�� fi(x) ���	�	����� �
 ��� �����  !"�##% �����

���
 ��
	��� �����
����� � ���������
��� ��� fi(x) ≡ 0, �
 ��
���� ��������� 
��
	
��
�� 7 ����� 
��
	
��
� ����� 
������

�����
����� �	�����-�
�
 	�)���� yi(x) ≡ 0.

,��
�	�� ������� 
��
	
���� ������ �������� �	�������
�����  !"�##% � ���
� ����0⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dy1
dx

= a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn,

dy2
dx

= a21y1 + a22y2 + . . .+ a2nyn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dyn
dx

= an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn.

 !"�#8%



��� �����	 �
� ������ ���������������� ���������

������ ��	
 ������ �	��	 ���	������ ��	�� ��������� 	�	����
����� ��� ������ �	���������	� A � n����� ����	�	� ���������

� ������
 �y � � ��	���	�� 
d�y

dx
!

A =

⎛⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎠ , �y =

⎛⎜⎜⎝
y1
y2
"""
yn

⎞⎟⎟⎠ ,
d�y

dx
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

dy1
dx

dy2
dx

"""

dyn
dx

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

#����� �	������ ������� ��������
 $%&"''( � ����	��	
 �	���!

d�y

dx
= A�y. $%&"')(

*���� ������ �����	� ��+���� ��	
 ������ � ���� n ������


y1 = α1e
λx, y2 = α2e

λx, . . . , yn = αne
λx, $%&"',(

-�� �	��������� αk� �		��� -	�	��� ����� ��� ���� yk� � �	���
������ ������� λ 	��� � �	� ��"

�������� αk � λ 	��������� �	������� �������� $%&"',( � � 
��	���	��� y′k = λαke

λx, k = 1, . . . , n � ������� �������������� 
��������
 $%&"'.(" /	����� ������� ����
� ��-���������� �����
����
 	��	�������	 α1, α2, . . . , αn!⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(a11 − λ)α1 + a12α2 + . . .+ a1nαn = 0,

a12α1 + (a22 − λ)α2 + . . .+ a2nαn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1α1 + an2α2 + . . .+ (ann − λ)αn = 0.

$%&"'0(

1������ $%&"'0( ����� �������	� ��+���� 	��	�������	
α1, α2, . . . , αn� ���� �2 	����������� ����� ����� �"�"∣∣∣∣∣∣∣∣

(a11 − λ) a12 . . . a1n
a21 (a22 − λ) . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . (ann − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. $%&"'%(



������ ��	 
����� ���������������� ��������� ���

��������� �	
������ 	����
����� ����� 
����	
������� �	
����
��� n��� �	���
 ������������ �	������� λ � �
���
���� �
	
���	��
��������� �	
������� ��� ������� ����� !� �"��
� �
��� #���� �	
��
����� ���� ��������� ������ n � �	������� λ�! $ ��%��� �	
����
���& #�� �	
������ ����� n ��	���' λ1& λ2& . . . & λn& ����	�� ����(���
������������ ��
������� �
�	�)� A� * �
�	����� ���� �
	
���	��
��������� �	
������ ������! ��+�� �
��
�� �
�'

|A− λE| = 0,

��� E , �������
� �
�	�)
 n��� �	���
& 
 ������
 �����-! �
�.����
� ����

(A− λE) · b = 0,

��� b = (α1, α2, . . . , αn) , ����������	 ��
��� �
�	�)� A ����������
��� �����	�� �
�	�)� A �
���
���� �����	 b& ���������	�(/��
�	
�����( Ab = λb!�

�	�����+��& ��� ��� ��	�� �
	
���	����������� �	
������
������!& ���� ����������� ��
����� �
�	�)� A& �������������� � 	
��
������& ����
 �
+���� ������������ ��
����( ������������� ����
����������� �����	& 	��%� #�� ����������� �����	� ������� ���
�
�������� 0
	���	& ������������ ��
����( λk ������������� �����	
(α1k, α2k, . . . , αnk)& ��� k = 1, 2, . . . , n� * #��� ����
� ������
 ��11��
	��)�
����� �	
������ ����� n ������� ���
������� �
����� 	�.��
��� ���
'

��2 	�.���� �y1(x)& �����������(/�� ��	�( λ = λ1& ������� �� n
1���)��'

y11 = α11e
λ1x, y21 = α21e

λ1x, . . . , yn1 = αn1e
λ1x;

 �� 	�.���� �y2(x)& �����������(/�� ��	�( λ = λ2& ������� �� n
1���)��'

y12 = α12e
λ2x, y22 = α22e

λ2x, . . . , yn2 = αn2e
λ2x;

................................................................................................

n�2 	�.���� �yn(x)& �����������(/�� ��	�( λ = λn& ������� �� n
1���)��'

y1n = α1ne
λnx, y2n = α2ne

λnx, . . . , ynn = αnne
λnx.



��� ������ �	
 ������ ���������������� ���������

��������� ��	
��� ������ �y1(x), �y2(x), . . . , �yn(x) �������
 ����
�����
������ 		
��� ������  ����� ������ 		
��� ����� ���
�	�
� � ���
����� �����

�y = C1�y1(x) + C2�y2(x) + . . .+ Cn�yn(x)

� � ����������
��� �����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1 = C1y11(x) + C2y12(x) + . . .+ Cny1n(x),
y2 = C1y21(x) + C2y22(x) + . . .+ Cny2n(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = C1yn1(x) + C2yn2(x) + . . .+ Cnynn(x),

�� !" #

� 	 ��$
�� ��� ����%� yij(x)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1 = C1α11e

λ1x + C2α12e
λ2x + . . .+ Cnα1ne

λ1x,
y2 = C1α21e

λ1x + C2α22e
λ2x + . . .+ Cnα2ne

λ2x,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = C1αn1e

λ1x + C2αn2e
λnx + . . .+ Cnαnne

λnx.

�� !"&#

'	� 	��� ������ (����
��	
��	��)� �������� �� !"�# �	
�
�������	���  ��# ���
���* 
� 	��
��
	
����� � ��	
��� ���
���� ��)�
 ��
� ���	��� �����)��� 
���* ��� +
� ������	� ���
����)� ������)� �������� n�)� ������� 	 ��	
������ ��+��%�
��
�� �	�! ���������� ���%�#!

������ � !,� ������ ������	 
������ ��������� ���������

���
��� 	�������� � ���������� ��������������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dy

dx
= −y − 2z,

dz

dx
= 3y + 4z.

- � � � �  �. /��	� ��+��%��
� a11 = −1, a12 = −2,
a21 = 3, a22 = 4* � 	����� ����% ���������� y1 = y, y2 = z!
0�	
��� (����
��	
��	��� �������� �� !"�#.∣∣∣∣ (−1− λ) −2

3 (4− λ)

∣∣∣∣ = 0⇒ λ2 − 3λ+ 2 = 0.

1�� ���
 ���� λ1 = 1, λ2 = 3!
2�	
��� ��	
��� ������ ��� y = α1e

λx, z = α2e
λx* 	��
��
	
���

���� ����� λ1 = 1! 3 	��
��
	
� 	 ��������� �� !",#* �	�� α1, α2*



��������	�
� ������ ��� ��	���� ���������������� ��������� ���

��������	
 �����
���� 
����� ����� 	����� 	� �	��
��{
(−1− λ)α1 − 2α2 = 0,
3α1 + (4− λ)α2 = 0,

�������

���� ����� ������	�� λ = λ1 = 1� ����
  
!��  �	�� ��!��  �� ���
"
�
�	�
�� �	��
�� ��
� ����� ��� ���	��# � ������ ����
�	�

α1 + α2 = 0,

���  �� ���� 	�  	�
� α1, α2 ����� ������ ���	������� $����	
α1 = 1� ���� 	� α2 = −1� $�%���� �����
����� ��� 
�	� λ = 1
����
����
�  �����
 �
&
�	


y1(x) = ex, z1(x) = −ex.
'����!	 ��� ������	  �	��
�� ������� ����
 �����
���
 ���"

 
�	
 λ = λ2 = 2� ����
� ����� ����  	�
� α1 = 2, α2 = −3� ��"
������	( �����
���� 
����� ����
������	� %���� �����
�����
��� 
�	�� )����� ���� 	� ����
  �����
 �
&
�	


y2(x) = 2e2x, z2(x) = −3e2x.
* � +��� ���
� ,������ ������� ���

 �
&
�	
 ������ �	��
��

����
�	� ���	&
�  	�
-{
y = C1y1(x) + C2y2(x) = C1e

x + 2C2e
2x,

z = C1z1(x) + C2z2(x) = −C1e
x − 3C2e

2x.

'����!	 �� ��(��#��# �
&
�	# �	�
���( �	��
�� � ������( ���"
�	.� ��%,,	.	
��� 	�
�� ������
 	�	 �����
����
 �����
���

��� 
�	#� )�	 ����� ��������
�� �� �����
���( ��	�
��( �� ����"
�	 
��	( ���#�	#(�

��������	�
� ������ ��� ��	����
���������������� ���������

������ ����� ������ ������	 
������������� 	������ ���
��
�� ��������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dx

dt
= y,

dy

dt
= −x.

������



��� �����	
���� �����	� ��� �	����� �	�������	������ �������	�

� � � � � � �� ��	
����������	� ���	� ��������� �	�����

d2x

dt2
=
dy

dt

���� �	
����
dy

dt
�� �	�	�	 ���������

d2x

dt2
+ x = 0.

����� �	������	� �������� �	�	�	 �	��
�� � �	�	��� ������
�����������	�	 �������� λ2 + 1 = 0 �  ������ ��	 �	��� λ1,2 = ±i�
���	
�� ������� !�	�	 ��������� x = C1 sin t + C2 cos t" ��	
���
��������	� !�	  ��#����� �� ���	�	 �������� ������ $%&"'(
���	
�� y = C1 cos t − C2 sin t" )*��� ������� ������ $%&"'( �����
�
 {

x = C1 sin t+ C2 cos t,
y = C1 cos t− C2 sin t.

������ %&"+� ������ ������	 	
�����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= y,

dy

dt
= x,

dz

dt
= x+ y + z.

� � � � � � �� ,� ���	�	 �������� �	��� 
����������	����
�����

d2x

dt2
=
dy

dt
��� � ��-�	� �	�	�	 ��������

d2x

dt2
− x = 0.

)���
�� ����� �	������	� �������� �	�	�	 �	��
�� � �	�	���
����������������	�	 �������� λ2 − 1 = 0 �  ������ �	*����� �
�������� λ1,2 = ±1� ���	
�� ������� !�	�	 ���������

x = C1e
t + C2e

−t.



��������	�
� ������ ��� ��	���� ���������������� ��������� ���

�����������	���
�
 �� 
��������� �� ���
��� ���
����� �����
�� �������

y =
dx

dt
= C1e

t − C2e
−t.

�����
��� ��������� ����	�� x(t)� y(t) 
 ���� ���
����� ���
����� ������� ���
����� ��� z

dz

dt
− z = 2C1te

t.

�� �� �� �������� ���
����� ���
��� ������� ������ 
����	��
�����
������ ���������� �������

z = C3e
t + 2C1te

t.

!"#�� �� ���� ������ ���� 
��⎧⎨⎩ x = C1e
t + C2e

−t,
y = C1e

t − C2e
−t,

z = C3e
t + 2C1te

t.
$%&'()

������ %&'*� ������ ������	 
������������� 	������ ���
��
�� �������	���� ���������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dx

dt
=

x

2x+ 3y
,

dy

dt
=

y

2x+ 3y
·

� �  � � � �+
�������� ���
�� ���
����� ������ �� 
����� ������� ���
�,

�����������, ���"���	�, � ������ ���
�� �������+

dx

dy
=
x

y
⇒ dx

x
=
dy

y
⇒ ln |x| = ln |y|+ ln |C1| ⇒ x = C1y.

-������ ���
�� ���
����� ������ �� �
� � ������ � 
����
���
������ ���������� �� ��' ������� 
���, �����������,
���"���	�, � ������ �#. ���� ���
�� �������+

2
dx

dt
+ 3

dy

dt
=

2x

2x+ 3y
+

3y

2x+ 3y
⇔ 2

dx

dt
+ 3

dy

dt
= 1⇔

⇔ d(2x+ 3y) = dt ⇒ 2x+ 3y = t+ C2.



��� �����	
���� �����	� ��� �	����� �	�������	������ �������	�

�� ������� 	�
��� ����
����{
x = C1y,
2x+ 3y = t+ C2,

������ ����� 
����� ������� ������� �����
�������� �
���

��� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x =

C1(t+ C2)

2C1 + 3
,

y =
t+ C2

2C1 + 3
·

������ ����� ������ ������	 	
�����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= y − z,

dy

dt
= x+ y + t,

dz

dt
= x+ z + t.

 � � �  � �! "�#���$ 	�#��� �� ���
��� �
����$ �
����%

	���#�� �
�����

d

dt
(y − z) = y − z,

&���
�� ����
�
����$ 
��������� 	�
�����

ln |y − z| = t+ ln |C1|,
��&��� 	���� 	�����
����$ 	���#���

y − z = C1e
t.

' �#(��� )���� ��������$% &���
�� 	
�������$�� ����� 	�
���

����
�� ������� �������% �� 	�
���� �
����$ ������� �	��
���

������ ����
�
������ ������

x = C1e
t + C2.

*�������� ������ ��
�+��� x = x(t) �� ���
�� �
�����
�������� *���#�� �
����� ��$ y!

dy

dt
= y + C2 + C1e

t + t.



��������	�
� ������ ��� ��	���� ���������������� ��������� ���

����� ��� 	
������ ������
� ������� ��������	����� �����
�
�
������ �����
�

y = (C1t+ C3)e
t − t− 1− C2.

����� 
� ������� ������
� �
������ ������	�� ��������� �����
���
� �	� x 
 y� ��	 
�

z = y − dx

dt
= (C1t+ C3 − C1)e

t − 1− C2.

!"#�� �����
� �
����� 
���� �
�⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x = C1e

t + C,

y = (C1t+ C3)e
t − t− 1− C2,

z = (C1t+ C3 − C1)e
t − 1− C2.

������ $%&'� ������ ������	 
������ ��������� ���������

���
��� 	�������� � ���������� ��������������⎧⎪⎨⎪⎩
dy

dx
= 5y − z,

dz

dx
= y + 3z.

� � � � � 
 �( ) ������ �
������ ������� ������������ �"#��
� �	 �* �
����� +$%&,,-� �����
�
���� ����
�� ��
 ��
��������
a11 = 5, a12 = −1, a21 = 1, a22 = 3, � 
������ ����

 �"���� ���
y1 = y, y2 = z& .�������
��
 ����� ������
� +$%&,$-∣∣∣∣ (5− λ) −1

1 (1− λ)

∣∣∣∣ = 0⇒ λ2 − 8λ+ 16 = 0⇒ (λ− 4)2 = 0


���� �����/ λ1,2 = 4 ��������
 0&
�����
� ������ �
����� "��� 
����/ ������� ��������	�����

�����
�
�����& ����� ��� � �	 �� 	
������� ������
� �������
�������� ������� ����* λ1,2 = 4 ������������ �����
�

y1 ≡ y(x) = e4x(A1x+A2), y2 ≡ z(x) = e4x(B1x+ B2).

1���
�������
��� �������
� �	� y(x) 
 z(x)

dy

dx
= A1e

4x + 4(A1x+ A2)e
4x,

dz

dx
= B1e

4x + 4(B1t+B2)e
4x,



��� �����	
���� �����	� ��� �	����� �	�������	������ �������	�

� ��������	
dy

dx
,
dz

dx
, y � z � ��
���� �����	� ���������� �����

���������� �� e4x �= 0 �	��	 ���������{
A1 + 4(A1x +A2) ≡ 5(A1x+ A2)− (B1x +B2),
B1 + 4(B1x+ B2) ≡ A1x+A2 + 3(B1x+ B2).

����������� ������������ ��� ���������
 �������
 x � ����

� �����
 �����
 ���
 ��������� ������	 ��� �����	� ��������� ���
A1, A2, B1, B2�{

4A1 = 5A1 − B1,
4B1 = A1 + 3B1,

�

{
A1 + 4A2 = 5A2 − B2,
B1 + 4B2 = A2 + 3B2.

� ������ �����	� �������� ��� A1 = B1� � � ������ ������	
A2 − B2 = A1� ����!�� A1 = C1� � A2 = C2� �����	 B1 = C1, B2 =
= A2 − A1 = C2 − C1� "���������#��� �$��� ��%���� �����	� �	���
��� ⎧⎨⎩

y = e4x(C1x+ C2),

z = e4x(C1x+ C2 − C1).

������ &'�&� ������ ������	 
������ ��������� ���������

���
��� 	�������� � ���������� ��������������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dy

dx
= 2y − z,

dz

dx
= y + 2z.

( � % � � � �� ) ������ �����	�� ������� ������������� �$��	�
����� �����	� *&'�++,� ������������ 	������ ��� ��� ������

a11 = 2, a12 = −1, a21 = 1, a22 = 2, � ����	�� ������� �$� ������
y1 = y, y2 = z� -����������������� ��������� *&'�+&,∣∣∣∣ (2− λ) −1

1 (2− λ)

∣∣∣∣ = 0⇒ λ2 − 4λ+ 5 = 0

�	��� ����� λ1 = 2 + i, λ2 = 2− i�
.����	 ��	�������� ��%���� ����

y = α1e
(2+i)x, z = α2e

(2+i)x,

�������������� ��$�������	�  ������ λ1 = 2 + i�



��������	�
� ������ ��� ��	���� ���������������� ��������� ���

� ������������ � �	
������� ������� ������������ α1, α2� ��	
�
������ ����������� �����	� �� �� ���
�! �� �������{

(2− λ)α1 − α2 = 0,
α1 + (2− λ)α2 = 0,

��"
 �� �� #�"��
���! λ = λ1 = 2 + i� #��$� %�&�� � ��$� ��&�� %��
�#	�"�$���$! ������� 	
��� ��$�� ��
 ���"���' � �"���� �	
������

−iα1 − α2 = 0,

#������ �"�� �� %���$ α1, α2 �� �� ���	
�! #	�����$!��� (�$� ��
α1 = 1� #�$�%�� α2 = −i� (������ ������������ ��
%���� λ = λ1 =
= 2 + i ������������� %
����� 	�)����{

y(x) = e(2+i)x ≡ e2x(cosx+ i sinx),
z(x) = −ie(2+i)x ≡ e2x(sinx− i cosx).

*���"
� ��"�$'' ������������ � ������ %
��� #�$�%����+ 	��
)����� %�� ������������� #�	�+�"� �� ���+ 	�)���� � �+ $�������
������
���� ����	
'� � ��$� ���	��� �,�,� �
� � '�$'���' 	�)������
#�$�%
�� "�
 $������ ���
������+ �����������+ %
����+ 	�)���'{

y1(x) = e2x cosx,
z1(x) = e2x sinx,

�

{
y2(x) = e2x sinx,
z2(x) = −e2x cosx.

*���� 	�)����� ������� ��"�� $�����
' ������
��' #�$�%���
��+ �����������+ %
����+ 	�)���� � #	�����$!���� �����������
�
�� {

y = e2x(C1 cosx+ C2 sinx),
z = e2x(C1 sin x− C2 cosx).

����������	
��� �����

������ ����� ������ ������	 
������������� 	������ ���
��
�� ��������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dx

dt
= x+ y,

dy

dt
= 3y − 2x.



��� �����	
���� �����	� ��� �	����� �	�������	������ �������	�

������ ����� ������ ������	 
������������� 	������ ���
��
�� ��������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dx

dt
= y + 1,

dy

dt
= 2et − x.

������ ����� ������ ������	 
������������� 	������ ���
��
�� ��������� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= y + z,

dy

dt
= x+ z,

dz

dt
= x+ y.

������ ������ ������ ������	 
������������� 	������
����
�� �������	���� ���������⎧⎪⎨⎪⎩

dx

dt
= x

x+y
,

dy

dt
= y

x+y
.

��������  ! "��#��� 
�� 	������$ %! ���
����� &����� 	�����
�� � ������$

������ ������ ������ ������	 
������������� 	������
����
�� �������	���� ���������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= y − z,

dy

dt
= x2 + y,

dz

dt
= x2 + z.

��������  ! "��#��� &����� � ������ 	������ � ������� ����
���$ %! '�
������� ��
��� &����� ������� � &����� 	������$
(! '�
������� ��
��� ������ 
�� x �� ������ 	������$



��������	�
� ������ ��� ��	���� ���������������� ��������� ���

������ ������ ������ ������	 
������ ��������� ���������

���
��� 	�������� � ���������� ��������������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dx

dt
= 7x+ 3y,

dy

dt
= 6x+ 4y.

������ ������ ������ ������	 
������ ��������� ���������

���
��� 	�������� � ���������� ��������������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dx

dt
= x− y,

dy

dt
= x+ 3y.

������ ������ ������ ������	 
������ ��������� ���������

���
��� 	�������� � ���������� ��������������⎧⎪⎨⎪⎩
dx

dt
= x− 2y,

dy

dt
= x− y.

������ ������ ������ ������	 
������ ��������� ���������

���
��� 	�������� � ���������� ��������������⎧⎪⎨⎪⎩
dx

dt
= x− 3y,

dy

dt
= 3x+ y.

������ ������ ������ ������	 
������ ��������� ���������

���
��� 	�������� � ���������� ��������������⎧⎪⎨⎪⎩
dx

dt
= 2x+ y,

dy

dt
= 4y − x.
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���������� �� ��� �������� ����� 
�����	 ������� ���
�


�������

������ ������ ����� ����� ������� 	��������

y′′ − y′ = e2x cosx�

������ ��	 
���������� �������

��������������� ���������

���	
����� ������ ������ ����������
��� ������
��� ��� �������� ����������
��� ������� ! "����
#�$ ������ %�&��� '�!!�
�� (��)����*�!��� �""��&!��
����� "���*������ +���)�� ������ ������ ����������
�
��� �������� ,���� -�
���� ,����� .� ��(����� /�!�

��� ������ ������ *���)� (��� �
� !�!��� ����������
�
��� �������� .����� &������ *���)� �
� ����������
�
�� � ������� ����� � "����&� ������� "�� �&��

����� ����	�
���� ����� �������

�����������	��� ���������

0!
��� ������ ������ ����������
��� ������� ����
��*��
��� �  ����)�!&��1 ��)�� 2�
� ��
���)�!&��31 "��	
����
�� � )�!
����

4����)�!&�� ������ �!"�
�*�$�  �������)�!&�� "�!������� 5
)�!��!��1 ���� �* �� ��
���!� ����� �*�&
�1 ��!!������� ���
��� -�� ������ "�*��
�$� ���� &�)�!����$ !���&���� �������

+ �&������� ��
���)�!&��� �������� ������ ����������
�
��� ������� �� ��� "�*�&���
�!�� 6� �!"�
�*���
�!� �
�
�������� ������ ������� ! ��*��
�$#���!� "��������1 ���
������ � 
����� �������1 ������� '���

� � � "�
��
����������
�� 7 �� �!�� 8��� !
�)��� �� ���
�!� "�
�)��� �����
�� � ���� �����
 "���� ��
���)�!&�� "���	��*������ 9
� �&��
����� ��"�� ������� ��!��� "����&�� ��& �� �����!� "�
�)���
������ ��
���)�!&��� ��������� 6��&� &
�!!� �������1 �
�
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� ���� � ���������� ������ ����� ����� ���
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������ 
� �������� ����� ������ 
��������� �������� ��� ��� ���

��� ��������� � ��������

�� �� �	���� ����
�� ������� 	�����
�������
� ��� 
�� � � ��� 
������ ���
��� ����
���

������ !"�#� ���������

y′ =
y − x

y + x
$!"�#%

��	��
�� �������� ���������� ������� ������ � ����
 �����

��
����	
1

2
ln(y2 + x2) + arctg

y

x
= C. $!"�&%

'
��� �� ����� ���	� ��������� ��	��(� �
���
�� y(x)� 
��
�����

� ������ ���
�(�
�
�
�� ����
�
�� $!"�&%� ��� 
�������� 
�
������ ��� 	��� ������
� ����� ��� 
����������

� �����

� ����
�
����������� ����
�� �))���
(����
�� ����
�
�� $!"�#%� *�
���
��������� ����
�� +���� ����
�
�� �� 
�� 
�������� �����
�� ���
�� ������
� �������� 
������� 
� �� ��� �
 �������� ���	�� ,

��
������� ��������� �������
� 
����
� ������� ��������

�� ����
	�

���� ����
��� -
�������
�� ������ ����
��� ����
�
�� $!"�#%
����������� ��	�� ������)�������� �������� 
������������� 
�

����� �����
�� $���� &.%� / �����
�� �����
���� (r, ϕ) �	��� ���
��
�� $!"�&% �� 
� ���������� � ��� r = Ceϕ�

����	������� ��
�� ���������� ������
�� ������
�� �����
����
�
�� ���,� �	��
���

��� ��	������
�� 
�������� ���� ��
����� � 
�� ���
��� � ��� � ���(����
�� ��	���� ������� �������
)�
�(��� 
�������� � 
�������� �
 �
��
�� ������ ��,��� ����
������� ����
�� � ��� ����� ��� ������������� ������ �� �������
��������� ��
��
�� ����
��� � ������ 0 ����� �	����� ������� �� �

� ���
�	����� 1� +��� ��
���
� ������
�� ����� ��
������(���
/ ���	�� ,

�� ������ ������ ������������ ����� �
�� �����


�� � �� �� 
��������� ������ ���������� ���� ������� � �

��
������ 2���
�� ���������� ��� ����� y(x) 
�������� �������������

���� un(x) ��� n→ +∞� ����,� un(x) ���� ����� ����� +����
����

�� )�
�(�� ��� ����� ��������� �� 
��� 3��� ����
������� ��
���

�� ������ n� �� ������� ���	�� ,

�� �
����������� ���� �
��
�� �������� ����
�� y(x)� *������� �� �� ��� ��� ���� ����� ��

�� ����
�� � �	�	�,

�� �����

�� ��� ������� 	��� ���������
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����� ���
��������� ������ ������� ������� �����  �����
���
����� ����� ��������� ��� ��!!�"������ ����#� $�� �������
�
��	� � ������ ������������ ������� %����  ����� � ��������#�
��� ������ ������ ������� ���
������ ������������ 
�������

��������� ��	
�� ��	���� ��!!����"������� ��������� & ���
�������
� ���������� ������������� � ������ � ������� %�������
���
��� ��	���� y(x) �� �������� ��������� ���� %������� ����'

���� Dh : {xn}  ��	���� ��� ���
 ���������� � ���� �����"�� ����
��������#� (�������� 
����� �� ��%������ ����� ��)��� ��	�����
� ��
�)�� ���� 
������ 
���� ����� ������� ��	����� �����
���
��	���� %����� *�	� ��� ������ %������ $�� �������� ���������
��������� 
������� +��� ��� 
����� ���
���
�  ����� 	����

�����
 ��������� � ���
 ����
 %���� ��� ���� ,������	�� ������'
��������� ��������� 
����� �������� � ��%�����
 ��������������
�������

(�������� 
����� 
���� ���
�����  ������� �����������

 ������%��������
# %�����
� -���� ����� ��������� �

��� 
����
��

����
�	� %������ �� ���� 
���� �%
������ ��������� ������� ������
���������  ���������� 
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� �%
������ ������������ ������ .�'
�� ��� ������� �� ���������� ���� %����� ��
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������ ��������� ������� ��� ������	�� �����	����� ���'
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����� 
���� ������ ���%��� ��	�����



��� �����	 
�� ����������� �����	 ��������������� ��������

� �������� 	
���
� 	���� ������������� 
������
�� �������{
y′ = y − x, 0 � x � 100,

y(0) = 1.

����� 
������ ����
��� ���� 	
��������� 	����������

y��� = 1 + x+ Cex.

�� ��������� ������ y(0) = 1 ������ ��� C = 0 ��� ��� 	��!
���� y(100) = 101" ������ ���� �������� 	��
������� � ��������
������ ỹ(0) = 1,000001 ��#� �������� C = 10−6 ������ �������
ỹ(100) = 2,7 · 1037 �"�" 
������ ��������� ����� �����"
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���������� �
������

� ������� 
���

�� ������ ������ 	
����#���� 
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��%�������
�
������� ����� �&�� 	
��������� � ���� ���	������ 
��� �����!
������ �� �	
���#���� ����
���" '�($$�%����& (���� 
��� �����
����� ������� ��������&� �� 	
�������� 
��� )���
� *��%�� +, 
$�
���*+,"+-.." /��� ����� 	
������ �� 	
����#����� �	
����!
��� �������� 
������ ��$$�
��%����&� �
������� ����� 	�
����
*������ '���.�

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1), y(n)) = 0, *01"-.

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, y

′′(x0) = y′′0 , . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 . *01"2.

3�������� ������&� ������&� ������ � ��$$�
��%������
�
������� 	����� �����������

F (x0, y0, y
′
0, y

′′, . . . , y(n−1)0 , y
(n)
0 ) = 0,

�� ����
��� ����� �	
������ �������� n!�� 	
��������� � �����
x = x0�

y
(n)
0 = f(x0, y0, y

′
0, y

′′
0 , . . . , y

(n−1)
0 ). *01"4.

5�$$�
��%�
�� �
������� *01"-. 	����� �
������� ����
�� 
	����� x, y, y′, y′′, . . . , y(n) ����� ����
���� 	
��������� (n + 1)!��
	�
���� y(n+1)�

F1(x, y, y
′, y′′, . . . , y(n), y(n+1)) = 0. *01"0.



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

��������		 � 
���� �������	 ��������� ������� 
���� � ��������

y
(n)
0 �� 
����� ������� ���������

F1(x0, y0, y
′
0, y

′′
0 , . . . , y

(n)
0 , y

(n+1)
0 ) = 0,

�� ������ � ��!�� ����� �������� n + 1"�� ����������� � �����

x = x0# y(n+1)(x0) = y
(n+1)
0 

������!�	 $��� ���%��� ����&�� ��!�� ����� �������	 ���� ���"
�������� ���&�� ���	���� � ����� x = x0

'�&���� y = y(x) ������� � ��((����%������ � ��������	 
��)�
��!�� ����������� � ���� �	�� 
�	�� *�������#

y(x) = y(x0)+y
′(x0)

x− x0
1!

+y′′(x0)
(x− x0)

2

2!
+. . .+y(n)(x0)

(x− x0)
n

n!
+. . .


��+�
��������� � ��������� 
��+� �������	 ����������� � ����� x0 ��

��������� ������� � ���������� �� ��������� ��&� ����,������"
���� ������ ���,��!-���� ������� ��&���� ������� � ��((����%�"
����� � ��������	 � ����#

y(x) = y0 + y′0
x− x0
1!

+ y′′0
(x− x0)

2

2!
+ . . .+ y

(n)
0

(x− x0)
n

n!
+ . . . , 
����

�������� ������ � ������� �� ������� ���������� ��������� � ���"
����� � �	�� � ���������� ������ �	��� ����������� ��� ����-���

������ ��.� ������ ��	�
� ��� ���	� ������������� �
����� ��	� ��������� ������ ���� 
���� ��	��⎧⎨⎩ y′′ = 2xy′ + 4y,

y(0) = 0,
y′(0) = 1.


��/�

' � & � � � �# 0����� ���������������� ��((����%���������
������� � ��((����%������ � ��������	 ��� ����������� �� ������"
 � ���	��� ���1������������ $��� ��!��� ��� ��������		 �������	
��������� � ����� x0 �������2�� �����������

3� 
��/� ������� y′′ = 2xy′ + 4y ⇒ y′′0 = 2 · 0 · 1 + 4 · 0 = 0
4�((����%���	 
��/�� ��������

y′′′ = 2y′ + 2xy′′ + 4y′ = 6y′ + 2xy′′ ⇒ y′′′0 = 6 · 1 + 2 · 0 · 0 = 6. 
��56�

4�((����%���	 
��56�� ��������

yIV = 6y′′+2y′′+2xy′′′ = 8y′′+2xy′′′ ⇒ yIV0 = 8 ·0+2 ·0 ·6 = 0. 
��55�



��� �����	 ��
 ����������� ������	 ���������������� ���������

������������	 
������ ��������

yV = 8y′′′ + 2y′′′ + 2xyIV = 10y′′′ + 2xyIV ⇒ yV0 = 10 · 6 + 2 · 0 · 0 = 60.

�����

���������� ����� ����� yV I
0 = 0, yV II

0 = 840 � ��
��� ��! � " ���������"����� ������ x0 = 0� �������� ��#����$

��� ��%���	 " �	� &� ������'

y =
1

1!
x+

6

3!
x3 +

60

5!
x5 +

840

7!
x7 + . . .

��� � �������!��

y = x+
x3

1!
+
x5

2!
+
x7

3!
+ . . .

( �� ����)* �����	* ����� �� ��! ��%���� " "��� ����������
�	�� � ���������+��)��  �,����������� C0, C1, C2, . . . , Cn, . . .'

+∞∑
n=0

Cn(x− x0)
n.

-��������+��)�  �,��������) Cn(n = 0, 1, 2, . . .) ����� .)�! ���$
���) ���+� ��������" � �	�� " ��*����� ������������!��� ���"��$
��� � �����"��"���	  �,���������" ��� ����� �")* ������	* .���$
�� (x− x0) " ��"�� � ���"�� ����	* ����������� ��"����"�

������/�������� ��*������� ��%���	 " "��� ���������� �	$
�� ������� ���������+��)*  �,���������" �� �����/0�� "�����
���"������  ������ ��#)"����	 ���������� 	�

��� ������ �������

������ �� ����� ���� ������� ��������� 	�

��� ������

�������

y′′ +
1

x
y′ + y = 0. 
���1�

2������� ��� ��� x = 0 ���"����� 3�����	 ����� ���.������! �
��� x = 0 ������� ��0���"�"���	 � ������"������� �����������

4�%���� .���� �� ��! � ����0!/ �������)* �	��"'

y = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + . . .+ cnx
n + . . .

����������������� ,��� �	� �������� ������� �����/0�� ")$
������	 ��	 ����#"���)*'

y′ = c1 + 2c2x+ 3c3x
2 + . . .+ ncnx

n−1 + . . .

y′′ = 2c2 + 2 · 3c3x+ 3 · 4c4x2 + . . .+ (n− 1)ncnx
n−2 + . . .



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

��������	 
�� �������� � ���������������� ��������� ��������

(2c2 + 2 · 3c3x+ 3 · 4c4x2 + . . .+ (n− 1)ncnx
n−2 + . . .)+

+
1

x
(c1 + 2c2x+ 3c3x

2 + . . .+ ncnx
n−1 + . . .)+

+(c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + . . .+ cnx
n + . . .) = 0.

����������� ��
��������� ��� ��� ������� x! ����"�	 �����#
	� ��������$ ��� ����������� c0, c1, c2, . . .�

%�"�&	 � "���� ������'�(�
1

x
� )�
���������	 ��� �&	 �����

c1! ��
��	� c1 = 0! ��� ��� � �����$ "���� "����� �
1

x
���� *��+��

�����! "�� ��,���� � ���� ���� ��'�������! ������ ���� c1 = y′
∣∣
x=0

= 0

� ��
��	� -������� y′ ����-������ ��� x = 0 ����-��
.���,�	 ��
��������� ��� ��"&��� ������� � x, x3! x5 � �����

2 · 3c3 + 3c3 + c1 = 0,

4 · 5c5 + 5c5 + c3 = 0,

6 · 7c7 + 5c7 + c5 = 0.

/�� ��� c1 = 0! �� ��� ��� ��
���������� � ��"&���	� �������	�
����"�	

c3 = 0, c5 = 0, . . . , c2k+1 = 0.

����$��	 � �� �����+ ��
���������� � "&���	� �������	��
0�� 
��(� ����	����	 ��
��������� ��� x0, x2, x4, . . .

2 · c2 + 2c2 + c0 = 0,

3 · 4c4 + 4c4 + c2 = 0,

5 · 6c6 + 4c6 + c4 = 0.

%���,�	 �����������+ ���	����

(n+ 2)(n+ 1)cn+2 + (n+ 2)cn+2 + cn = 0

����
(n+ 2)2cn+2 + cn = 0.

.���-�	 ��� ��
��������� "���- c0�

c2 = − c0
22
; c2 = − c

2

42
=

c0
2242

; c6 = − c4
62

= − c0
224262

;

c2n = (−1)n =
c0

2242 . . . (2n)2
= (−1)n c0

2n(n!)2
·



��� ������ 	�
 ����������� ������� ���������������� ���������

����� ����	��
 ������ ������� ������� ������� ������� ����
�� ����

y(x) = c0

(
1− x2

22
+

x4

24(2!)2
− x6

26(3!)2
+ . . . ������ 

. . .+ (−1)n x2n

22n(n!)2
+ . . .

)
= c0

+∞∑
n=0

(−1)n x2n

22n(n!)2
·

!������ � ������ c0 = 1
 ����"�� #��$�% y1(x) = J0(x)
 �����
��� �	&������ �������� 	�

��� ������ ���� �������� ������� '�
������������ ����( "����� ������ ������� ������� ������� ���
����� �����) 
 �����������%*�� �"��+&� ��������
y1(0) = 1, y′1(0) = 0�

!�� ����*� ���	��� ,�������� ��-� ����	��+
 "�� ��� ������ 
�.������ ��� �%��� x�

/��$�� ������� ����%� ��-�% ���+ � �������. ��������"��
���( #�	����

����� ����	��
��������� ������������� ����������

0 ������. 1(���� � 2����3����
 ��������&. ��� "�������
������ 	���"� 3���
 �����+	����� ����.�� �� �����&��( �������
�	����� �	�������( �������( � �������( ��������( ��������
0 ��������( ������� ������ ������������ � �����+&. ��"��. ���
��������( �������
 �	&����&. �	����� 4���������+ ���. �	���
 �
�����&. �*���� 	�"��� ������( #��$��
 �	&������ �����(� ���
��� ����	��
 ������ 	���"� �*���� � � ���� �����&��( #��$��
y(x)
 � � ���� �����$& 	�"��( ������ yi
 �������5&. � �	��.
����� Dh : {xi}�

,�� ������-5��� �&"������ �����$& 	�"��( yi ��� ������
��##���$���+&. ������(
 ���-�� ����� ���.����� ����������+
������ � 	���� ����	���&. #��$�� �. �������&�� ��������

��� �	&����&�� ���"&�� ��	������� ,�� 6��( $��� ������+	����
�� #������( ��(����
 ������� ������( #��$�� y(x)
 �����&���
� ��##���$������� � �������( ��"�� x
 ��-�� �&�+ �����������
� ���������� 6��( ��"�� �����%*�� ����	���

y(x+Δx) = y(x) +
y′(x)
1!

Δx+
y′′(x)
2!

Δx2 +
y′′′(x)
3!

Δx3 + · · ·+

+
y(k)(ξ1)

k!
Δxk, �����7 



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

y(x−Δx) = y(x)− y′(x)
1!

Δx+
y′′(x)
2!

Δx2 − y′′′(x)
3!

Δx3 + · · ·+

+ (−1)k y
(k)(ξ2)

k!
Δxk, �������

��	 ξ1 
 ξ2 � �	�����	 ���
� ��
����	���
	 ���	��� (x, x+Δx) 

(x−Δx, x)� �����	����	����

�� �����	�
� ����� � ����� ��!�


y(x+Δx)− y(x)

Δx
= y′(x) + O(Δx), �����"�

� 
� �����	�
� �������

y(x)− y(x−Δx)

Δx
= y′(x) + O(Δx), �������

��	 O(Δx) � ����	#����$ ������
��%

� ������ ����	 ��&��#	���'
��	����

�� ������#	�
! �����"� 
 ������� ������(��� ��	���)���������	
������
��%

 �	���! ���
������!

y′(x) =
y(x+Δx)− y(x)

Δx
+ O(Δx), �����*�

y′(x) =
y(x)− y(x−Δx)

Δx
+ O(Δx), ����+,�

�����	 ������(��� �����	����	��� ������������	! �����*� 
 �	��)
�������	! ����+,� ����������
 ���
�������
�

�� -����� �����*� 
 �����*� �
���� ��� ���
������� y′(x) �����)
�
�
��	��� � �����$( �	���������
' 
 ������������
' �������	! �
�������$( �� �	�
�
�� ������ Δx�

.��
 �	 
� ������#	�
� ����� � ���	��$ ������� 
 ����	�
�$ ����)
�	���	 �����	�
	 �� 2Δx� �� ����	 ��	�&�������
! ����� �����
�$
�� ������	��	 %	�����$��)���������	 ���
������	

y(x+Δx)− y(x−Δx)

2Δx
= y′(x) + O((Δx)2) ����+��


�


y′(x) =
y(x+Δx)− y(x−Δx)

2Δx
+O((Δx)2), ����++�

������
�
��(�
	 �	���( ���
������( y′(x) � �������$( �� �	�
)
�
�� ������ (Δx)2�



��� �����	 
�� ����������� ������	 ���������������� ���������

���������	
�� ����� ����������� y′′(x) ����� �������� ����
������ ���	����� ����� ! � ������! � �	������ ���������� ���	"
����� �	 (Δx)2

y(x+Δx)− 2y(x) + y(x−Δx)

(Δx)2
= y′′(x) + O((Δx)2), ����#$!

���

y′′(x) =
y(x+Δx)− 2y(x) + y(x−Δx)

(Δx)2
+ O((Δx)2). ����#%!

& '�� ����	� ����� 	��������	
�� ����(� ������	 ������
O((Δx)2)�

)���	��� ���	����� ��� ����������* ����� �������� �	���"
�� � ��++����
�	����� ��	������� �	�	����� ��� ��	���� ��������
�� ������� 	��������	
�� ��++����
�	����� �	�	�� �, �������"
�	������� 	�	��(��� )�� '�� ����� ��������� ������� �������
� ������ ��++����
�	���	� �	�	�	 �	������� �	��������

����� ����	

�	 �		
�	 ����	�	
�����
��� ����
	
���

�	��� ���	��

-��� ����	 .����	 �	����	��� � ��� �� ���(�	���	� ���"
�	�� �����/	��� (�	+���� �	���(� ��0����� ���1���,��� �	����"
��� ���	���� ��'��� ���� .����	 �	�� �	���	� ������ ���	"
��*� & ��	�������* ����������* �� ���������� ����� ����� ��"�	
��������� ������� 2��	�� �	 �(� ������� ���1�� ������� �����1�
��������� � ��������	��� ��������* �������

3	������� �	�	�� 4�0� ��� ��++����
�	����(� ��	������ ���"
��(� ������	 {

y′ = f(x, y), x0 � x � xn,
y(x0) = y0.

����# !

��� �	 ��(���� x0 � x � xn ��1���� ���1���,��� ������� ���"
(�	����� ������ y = ϕ(x)� ���*���/�� ����� ���� (x0, y0)�

3	��1��� ��(��� ���	�� �������

x0 < x1 < x2 < · · · < xi−1 < xi < · · · < xn

�	 n �	���* �	��� ������ Δx = (xn − x0)/n �����#�!�
&������	 Δx �	���	��� 0	(�� �	�1������ )�������� ���������

�	�	�� 4�0� ����# !� �������� � �	�	����� ���� (x0, y0) �������
���(�	����� ������ �(����� ��'++�
��� �� �	�	������ y′(x0) =



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

(x n ;yn )

0

y

x x x x0 1 2 3 xn

y

0

1

y

x

���� ��� ����������	
 �����	���	
 ����	
 ���������	


�� ������ �����	

f(x0, y0)� ����� ���	
�
�� �������
�� 	 ���� (x0, y0) ��������� 	
	����

y − y0 = f(x0, y0)(x− x0) ��� y = y0 + f(x0, y0)(x− x0).

����
�� 
� �����
�� (x0, x1) ������ �
�������
�� ��	��
y = ϕ(x) ������� ���� �������
�� ������� ! 
����� ���"��#$

��
�
���
�� ����
�� y1 	 ���� x1�

y1 = y0 + f(x0, y0) · (x1 − x0),

���! �� � x1 − x0 = Δx!

y1 = y0 + f(x0, y0)Δx.

%�����	�	 �
���
�� x1 � y1 	 ���	�� ����� ���	
�
�� �&'��( ! 
��)
���

y′(x1) = f(x1, y1).

*� �����
�� (x1, x2) ����
�� ���"��#$

� �
�������
�� ��	��
y = ϕ(x) ������� �������
��! ���+���,�� ����� ���� (x1, y1) �
����,�� ����	�� ��--�.��
� k = y′(x1) = f(x1, y1)�

y − y1 = f(x1, y1) · (x− x1) ��� y = y1 + f(x1, y1) · (x− x1).



��� �����	 
�� ����������� ������	 ���������������� ���������

������� � �	��
�
�� ��� �	���� x = x2� ������ �	
��
�����
������
� 
������� 	����
� y = ϕ(x) � ����� x2�

y2 = y1 + f(x1, y1)(x2 − x1) 
�
 y2 = y1 + f(x1, y1)Δx.

�	������ ���� �	������ �����
� ��������������� �	
��
���
� � ������
� 	����
� y = ϕ(x) � �����! x3, x4, . . . , xn" �	
 ���� ����
���
� �	������� xi+1 
 #����

 yi+1 � ����� xi+1 � �
���$��� ��	��
������
� #����

 
 �� �	�
������� � ����� xi �� #�	������

xi+1 = xi +Δx, %&'"(&)

yi+1 = yi + f(xi, yi)Δx (i = 0, 1, 2, 3 . . . , n− 1).

*��
� ��	����� � �����
� �	
��
��� � ������
� 
������� 	��
���
� � �����! x1, x2, x3, . . . , xn 
 �	
��
���� ����	�
� 
����	����
��$ �	
��$ � �
�� ������� %	
�" (+)" , ������ ��������� ! ���	���
������ %	������� 
����	������ �	
��� �� 
���	���� ���������� ���
���������) �	
��
����� 	����
� ���
������ �� �������"

x

y

A x ,y( )0 0 B x ,y( )1 1

C x ,y( )2 2

D x ,y( )3 3

���� ��� ����������	
�� ������������ ������ ������

-�����	
������ 
���	�	����
� ���� �!�� ���� �� 	
�" ((� ���

���	���� ���� 
����	���� ! �	
� ! �	�����
� %&'"(.)" /�����
��
��
� �� 
����	������ �	
���� � ��
���� �� ����������� �
��� �� �������� ��	���� ��
��� Δx" 0� ����� ���� � ������ ���
!��
� ������ ������������ �"�" ����������$ �	����
� ��� � 	��
�� � 
�!����� 
����	������ �	
���� � � ���� ����	�� �	�!��
� ��	��



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

������ �����	

�� 
� �	��	� ���	� ��	�����	��
�� ���	������ ����
�	
�� ���	� ����
�� ��
�	�ABCD...� ��������

�� �� �����	��
� 
� ���� �
�	�����
� ����� ��

��� ��!!	�	
"����
��� ����
	
��
#���� $$%�

&	��� '��	�� ����	��� �����	���� �� �	����� �������(

��
�� �
�	�������
�� ��!!	�	
"����
� ����
	
�� �	����� ��������
)	��������� *���� �	���� ����	��� ����� ���
����� +�	���
�� ���
������ ������� ������	��� ��� ���	
	 �
�	�����
�� ������ �����

��� ������� �� ����� ���	� �����	
�� �	��	
�� (x0, xn)�

&��
� ��������� ��� ������ ��� ������	
�� ����
�� yi �������
"��
���
� (Δx)2� ,�� *���� �������� ������	 �	�	
�	 y = ϕ(x) �
��� -	����� � ���	��
���� ����� x = xi (i = 0, 1, 2, . . . , n)� � �������
������������� ��	 ��	
�� ���	����	 ��������
�	 ������� � ���		
������ ��������.

y(xi +Δxi) = y(xi) + y′(xi)Δxi +O((Δxi)
2). #/0�$1%

,�� �������� ����
� ���
����� Δxi = xi+1 − xi = Δx = const.

yi+1 = yi + f(xi, yi)Δx+ O((Δx)2). #/0�$0%

2����	

�� !������ ������	��� �� !������ #/0�$/% �	���� '��	�
�� 
� �	����
� ������� O((Δx)2)� -���� ������� ������
�� ����	��

���� ��� ����������
�� �	���� '��	�� ���	� ���
� n·O((Δx)2)� 3���
��	���� ���

Δx =
xn − x0

n
=
L

n
�� ��	�����	��
�� n =

L

Δx
,

�� ������
�� ����	�
���� ���	� ���
�

n · O((Δx2)) = L

Δx
· O((Δx)2) = L · O(Δx).

��	�����	��
� �	��� '��	�� ��		� �	���� ������� ���
�����

������ /0�4� ������� ��	�
� �� ������� (1, 2) ����� 
������
�����
�����	����� �
������� y′ = y2−x2� ����	����
����� ����	��
���� �	���� y(1) = 1� ��� 
�������� �������  
����� 
���!�

Δx = 0, 1�

5 	 � 	 
 � 	. 6�����	
�	 �
��	
�� �	�	
�� y = ϕ(x) ���	������
	� �� !�����	 #/0�$/%� 5	�������� ������	
�� ��������	� � �����"	
� ���
����� �� �	��(����� �
��� ����	 �������� 2������(

�	 �
��
�	
�� !�
�"�� yi 
� ������ � ��	��	� �����"	�



��� �����	 
�� ����������� ������	 ���������������� ���������

i xi yi f(xi, yi) f(xi, yi)Δx
� ��� � � �
� ��� � ����� ������
� ��� ����� ����	�
 �����	�
� ��� �����	 ���	��
 ����	��
� ��� ��	�	� ������� �������
� ��� ������ ������� �������

 ��
 ������ ������� �������
� ��� ����
� ����	�� �����	�
	 ��	 ����	� ������� ������	
� ��� ������	 ������� �������
�� ��� ���
���

����� ����	 
���������

������ ������� �������� ������������ �������� ���� �����
�� !����� "#����� !���� �$�% �!��%���� ��� �!��%����� ��&� Δx�
�� '�� ���(���� � )�� ����%��!� �(��� ����  ���� �)��( n � �����
($ �������%��# ������* +�'��!� �� ��������  �,� �����%)����-
!����$� �!��,�� ����� ($����# ���-��� �� �����* .������� �������
��������$!� -(�-���- ��)�� �$� (������$ !����� /��&��0����*

+�����! ���� !����� /��&��0���� �� ���!��� ���������- ��!�#�
��(� �1�! (����&� ���-��� �� �����* 2 �� ���(� ��1����&� ($������-
(�)%!�! �-� 3�#����� ������(�- ( ��!  ��� O((Δx)2)� ���-��� �����
��&� ��(�� ��������&��!�!� ���-��� �� ����� �1�!$*

/�)����! ������� )��� � 0��� 4
	*��5 �� 6��!��� 3�#���� ��
��&!���� xi � x � xi+1

yi+1 = yi + y′iΔx+ y′′i
Δx2

2
+ . . . , Δx = xi+1 − xi = const. 4
	*��5

&�� ((����$ ���)�� ���- yi = y(xi)� yi+1 = y(xi+1), y
′
i = y′(xi),

y′′i = y′′(xi)*
7��-,�� ( ���(�#  ���� ����)(���$� !���� ��#��� ��66����8��

��- ���(����� 4
	*��5 ������!��  ���� ��)9

y′ = f(x, y), y′′ =
d

dx
f(x, y) =

∂f

∂x
+ f(x, y)

∂f

∂y
, . . . 4
	*��5



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

����� ����	
�� ���� ���������� �������
 ���������� ������
������� �
����� ������ ����������� �
�������

y′′ =
d

dx
f(x, y) =

f(x̃, ỹ)− f(x, y)

Δx
, � !"#$%

�����
� ��
����� x̃, ỹ � Δx ������������&�� ���
���� ����� �����
������ �
����
����� ��������" '����(�� �
������� x̃ = xi + γΔx�
ỹ = yi + δΔx.

)���� �
��* �
���� �����* ���� � ���
	���� � !"+,% ��	�� -���
�
���� ��.������� �� ������� ������� � !"+,% � ����/

yi+1 = yi + [βf(xi, yi) + αf(xi + γΔx, yi + δΔx)]Δx. � !"#+%

0���� α, β, γ, δ 1 ����������� �
�
������ ������� ������� �������
���� �� �������� ����� ���
	���� � !"#+% 
������������
�� �
�
��
� !"+2% � �����	�� ����� ������� �������� ��������"

3
���
����
� ��
��� �
��� � !"#+% �
� -������ �� 4

 Δx� �
��
��	�� ������ ��

���� � ��
��
���� �����
�� ����&�� ���--����
��� α� � ��� �� �������� 4

 Δx/

f(xi + γΔx, yi + δΔx) = f(xi, yi) +

(
γ
∂f(xi, yi)

∂x
+ δ

∂f(xi, yi)

∂y

)
Δx+ . . .

���
 ����� �����
����� ���� ���
	���� � � !"#+% �������

yi+1 = yi + (α+ β) f(xi, yi)︸ ︷︷ ︸
y′

Δx+ α
(
γf ′x(xi, yi) + δf ′y(xi, yi)

)︸ ︷︷ ︸
1/2[f ′

x+ffy
′]

Δx2 + . . .

� !"##%

'������ �
�
����� α, β, γ, δ �
�� ����� ��� �
���	���� ���� ����
��	�� ����� ������ � ���� � !"+,%" 5�������� ���
	���� � !"+,%�
� !"#6%� � !"##% ��	�� ��
������ ����
�� ��
 ������ ����
 -������
7�*���
� ���� ����	���/

α + β = 1, αγ =
1

2
, αδ =

1

2
f(xi, yi). � !"#8%

7
��� ���
���� ��� �����(� ����������� �
�
������ ��������
������ ��� ��
������" 9��� �
�
���� ���
(��� ���������" '��
	
�



��� �����	 �
� ����������� �����	 ��������������� ��������

�� ������	 
���� α �� ��������� ���������⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
β = 1− α,

γ =
1

2α
,

δ =
f(xi, yi)

2α
,

� ��������� ��  ������	� ����
�� �������������
����� ��������
��
������ ����  ��!�"#�����

yi+1 = yi +

[
(1− α)f(xi, yi) + αf

(
xi +

Δx

2α
, yi +

Δx

2α
f(xi, yi)

)]
Δx,

�����$	
!�� 0 < α � 1� %�&���� �������� α ���� 
��&� ����� �����$	 ��������
��������� ������ 
��� '������ (������ �����)	� ������*���

+�!��,����� -��� ����� ����������� ��� *�� ��� -�� ������� 
���
�� ������ .������ +�� -��� �������� �������� � 
�� ��,����� ��"
��
����� �� �����  ��!�"#���� �����$	� ��������� � ��
���� ��,���/
� ��!��,�����/ O((Δx)2)� ���� ��
������ �����  ��!�"#���� �����
����� ������� ��
������

0������ �����$	 ����� �������/ ��
����� � ������� ������������
 
�������� ���
1���� +�� �
�������� �&�
�� ����!�/� α = 1 ���
α = 1

2
� % ����� ���
�� ����
����� ����� ���&���� ������!� ���2

yi+1 = yi + f

(
xi +

1

2
Δx, yi +

1

2
Δx · f(xi, yi)

)
Δx. ������	

31 !�������
����� ����� ���������� �� ���� ���

x x x

y

y

i i+1/2 i+1

i+1

i

x

���� ��� ����� ���	�
����� �� α = 1

%�
������� ���������/� �����/4�� !�������
����� ��*�����2



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

��� ������� 	
��
� �������� ��� � ��
�
 ���
�� � ���	��
��	����� �����
��� ����

xi+ 1
2
= xi +

Δx

2
, yi+ 1

2
= yi + f(xi, yi)

Δx

2
(���������� �����
�����).

 ���	
��� ���
 ��
	
��
� ����� ���
������� �����

y′
i+ 1

2
= f

(
xi+ 1

2
, yi+ 1

2

)
(������� �����
�����).

�!� " #��� $���
��% y′i+1/2 ��
	
��
� �����&
��
 '������
�� �
�� ���


yi+1 = yi + y′
i+ 1

2
·Δx ������( ������
����� ���� �����
�����.

)�*	
 �$ #��� 	��*
��� �����	�� � �
�	� ���
��+
,
�
����
���� ���
���
����� ���� ������ (α = 1

2
) :

yi+1 = yi +
1

2

[
f(xi, yi) + f

(
xi +Δx, yi +Δx · f(xi, yi)

)]
Δx. �-.+/0�

�$1��*
�� �� ���+ !2+

y

y

x x
x

i

i+1

i+1i

2 3
1

���� ��� ����� ���	�
����� �� α = 1/2

��� " #�� ��
�
 �
��������� ���1 �������
� � '����

���
�� $���
��
 '������

yi+1 = yi + f(xi, yi)Δx (������ �)

��� xi+1 = xi +Δx � ����� ���
������� �����

ȳ′i+1 = f(xi+1, yi+1) (������ !)

� ��� ���
+



��� �����	 
�� ����������� �����	 ��������������� ��������

��� �����	
 ����	� ������ �� ��� ��� ������

� ����������
	 ������������� �������� �����	� �������

y′i+1/2 =
y′i + ȳ′i+1

2
(���
�� �)

	 �� �
� ������
 �����	 yi+1 �� ���
�� ��������

 �
! "����� "	�� ����� ���!#�$" %���	�"��&�����"��'�
("���
 )���&*�""� 
�+�� �"��	"� ��
! ����	����� �������

"�����"	� ��	,�� ���"� 	�������$"�� ��
! �"#-�"��� �������
"�����"	� .�	#�
 ���� ,� #!#��� ���� 	� "��	� ��
/ ��"����
���	��#��� # ,����	��"# �"�����"�!� ������

 01(2

yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)Δx,

k1 = f(xi, yi), k2 = f
(
xi +

Δx

2
, yi + k1

Δx

2

)
, �������

k3 = f
(
xi +

Δx

2
, yi + k2

Δx

2

)
, k4 = f

(
xi +Δx, yi + k3Δx

)
.

1 ��
 ������� ���#�$ ���"� �	����3	������� ���#��	� ��
��+��
 ��� ��,���	
� #!�	���"� # �"!�-� "������ 4����� ,���&
��� "�����"� ��
! ���������"� #!�	���	� O((Δx)4)� ���#���"
#�"	 ����-"! � ,����	
 ����
 	 �
���	"� �,5
 #!�	���	��

1� ����"�#���! ��
! )���&*�""� 	
$" ��� #�+�!� ���"�&
	��"#2

6 ��	 	
$" #!����$ "�����"�7
6 ��	 �#��$"�� �#�!
	/ "�� �����	 yi+1 #!�	���"�� �� ���

������!
 �����	�
 �� �����-��� �	��� ���"#	� �� �#�!
 ���&

���
7

6 ��	 �������$" ����-" � ��
��!
 ����
/ ��8"�
� 
�+��
�
����"� ��� "�
/ �� ����3	� ,!�"�� 
��"�� 	 �#�	�	#�"� ��
# �,��"��
 ������

6 � ��+�! ���#��	"���! ����-"!� 1� #!�	���	� ���#���"��
�� ���	
 	 "
 + ���
���
�

1 ����"	���	� ����-"�� ��� �3��	 "�����"	 	�������$" ��#"��&
�!� ����-"�  ������ ���#���" ����-" � ����
 h, ��"
 � ����
 h/2
	 ��������"� ���	� � ����
 h/2 �3�	#�$" �� ���
��2∣∣[y]n − u(h/2)

∣∣ ≈ ∣∣u(h) − u(h/2)
∣∣ · 1

2p − 1
,

�� p �"� ������� �������	
�3		�



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

�������� ��	�
����
�� ���
�� �	���	����	���� ������� 
	

��
����
�� �������� ������� ���
�� ����
���

������ ����� ������ ��	�
� ���{
y′ = xy

2
, 0 � x � 1,

y(0) = 1.

� � � � 
 � ��  �����
�� ��� �	

	! "	�	�	 ��#�� $�� ����
	

���
�� �	� �	� �����
�� ��	�
�
�� !��!���! ��	�
�
��� � �	"���!�%

�����! ������

���� &'� �$��� ����
�� y = Cex
2/4� (" 
	�	�
�'�

������! y(0) = 1 
	����� �	��
�� ����
�� "	�	�� y = ex
2/4.

) �	$���� ��! ��	�
�
�! � ���
�� ����
��� ������	���
� ��%

"���	�� �������
�* � �	'�� Δx = 0, 1 �� �	"���
�� ����	�� ��%
"���	�� ����
�! "	�	�� ���� ������
� � ���
���� �� ����+���'�

"
	�	 ����� "	�!��*�

, - . � / � 0

1����

2*���	
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'�%

3���	
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'�%

3���	
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-%* ��%

�!���

α = 1

-%* ��%

�!���

α = 0, 5

�%* ��%

�!���

y = ex
2/4

i xi yi yi yi yi yi
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� ����
 ����	�� ������ ��� ���

������ �������	�����	
� ����	�	��

������� ����	� 
��� �� ������ ���������������� ���������
�������� �� ��� �� ����� ��������� 	�� � �� ������ ���������
���� ������� �������� � ��������� ������

 !� �"� ����� ����	
� ���������� ������� ������� #����� ���$
������� ������� ���� �%���������� ���������������� ���������
������� ������ � ��	������� ��������� ��������� ��� x = x0
&����	� 
���'( ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dy

dx
= ϕ(x, y, z),

dz

dx
= ψ(x, y, z),

y |x=x0 = y0,
z |x=x0 = z0.

& !�)*'

+����� �����,-�� �%����	���

�y =

(
y
z

)
, �f(x, �y) =

(
ϕ
ψ

)
, �y |x=x0 =

(
y |x=x0

z |x=x0

)
, �y0 =

(
y0
z0

)
. & !�./'

0���� ������� � ��	������ ������ �������� � ����⎧⎨⎩
d�y

dx
= �f(x, �y),

�y |x=x0 = �y0,
& !�."'

������� ��������, ��������� � ����	�� 
��� & !�12' � ������� ���$
����� ������� �� ������$��������

+ 	��������� ������� #����� & !�1 ' �� ������ �������� ��$
����,� ���� ��� �� ������� & !�."' � ������� �������� �������
�� ������$�������

xi+1 = xi + h, & !�.1'

�yi+1 = �yi + h�f(xi, �yi), i = 0, 1, . . . , n− 1.

��� h = Δx�
3������� 	�� �������� ������ ������� ������ ����� %��� ���$

���� � ������� ��������� ������� ������� 4�������� ����	� 
���



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

��� �����	�
� ������ �������⎧⎨⎩ y′′ = ψ(x, y, y′),
y(x0) = y0,
y′(x0) = y′0

�������

����
��� � �����	 ������� � ������� ���	�� �	�	�	��� y′ = z!⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y′ = z ≡ ϕ(x, y, z),
z′ = ψ(x, y, z),
y(x0) = y0,

z(x0) = z0 ≡ y′0.

�������

"
��	�� ������� ����	��� ������� �����	� �
��	�� ������� ��

ϕ(x, y, z) ≡ z�

#���
�� �
��	���� �	$	�
� �����
 %�$
 ��� �
��	�� �
&&	'
�	�(
�����) �����	�
 �	����� * �	�� ��������� �������	� � ��'
��
���� �	$	�
� ��� ����� �����	�
��

+��
��	�
� ���
������ �� &������� �����,�- ������	 � ����	�'
����� �
�	 ���
$���� ��	����
� �.�����⎧⎨⎩ xi+1 = xi + h,

yi+1 = yi + hϕ(xi, yi, zi),
zi+1 = zi + hψ(xi, yi, zi).

�����/�

�����,� ������ ��	
������ ��� �������� ")	�� 0��	'%����
�	�� ���������������� �� ����� �
��	� �
&&	�	�(
�����) ����'
�	�
 - ��� 
 � �����	 �	���� * �	��- ��
 �����
 &�������� ���	��
y 
 f(x, y) �� �y 
 �f(x, �y) �����	����	����

1�� �
��	�� ���) �.�����	���) �
&&	�	�(
�����) �����	�
 
������� ��������	����� ���
�� �)	�� 0��	'%���� �	��2���� �����'
�� 
�		� �
�

xi+1 = xi + h, �������

yi+1 = yi +
1

6
h (k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

zi+1 = zi +
1

6
h (q1 + 2q2 + 2q3 + q4),



��� ������ 	
� ����������� ������ ��������������� ��������

���

k1 = ϕ(xi, yi, zi), q1 = ψ(xi, yi, zi),

k2 = ϕ
(
xi +

1

2
h, yi +

1

2
hk1, zi +

1

2
hq1

)
,

q2 = ψ
(
xi +

1

2
h, yi +

1

2
hk1, zi +

1

2
hq1

)
,

k3 = ϕ
(
xi +

1

2
h, yi +

1

2
hk2, zi +

1

2
hq2

)
,

q3 = ψ
(
xi +

1

2
h, yi +

1

2
hk2, zi +

1

2
hq2

)
,

k4 = ϕ(xi + h, yi + hk3, zi + hq3),

q4 = ψ(xi + h, yi + hk3, zi + hq3) .

�����	


���� ��� ����� ������������ �������� ��� ������� ����������
���  ���� ������!
 ��"�� � ����� #���$����� ��������� ����
�����  ������� ��$��� ���� � %�$� � &'(�

����� �����	� 
����� �����	 ������� ������
	

�������
� 
����� �����	

)��#����� �!�� *�+,�- y = f(x)� +������ � �����+� [a, b] ����
���������� ��**���,������� ������-

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = F (x) ������


� ���� �� ��������{
αay

′(a) + βay(a) = γa,

αby
′(b) + βby(b) = γb.

�����.


/���� �������������  �� ��� *�+,��� �����0�� � �������
������
 � ���� �� ������� �����.
� ��������� � ��+���� *�+,��
y(x) ���"�� �������� ��**���,������ � �����+� [a, b]� 1��� �
�� ������� �����.
 ����-��� ������������� 2�� ����� �� +���
#��,�! +��**�,����� αa, αb, βa � βb ��"� ���� ��� ����� ��
���� ���� �� ������!� +������ �����������-� ����� �� ������
��+�� *��� ��+�� ���� � ����������� �������� ������
 � ���� �
��� ��������� �����.
� 3�������� ��� αa = αb = 0 � βa = βb = 1
���� ��� ���� �� �������� � +������ ����� �� ��� ��+���!
*�+,�� � ����,� �����+�4 y(a) = γa, y(b) = γb� ' ��� ��� ����
αa = αb = 1 � βa = βb = 0� ���� ��� ���� �� �������� � +������ �
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���������� ������� ��������������� ��������� ���

������� �	��
�� 
���� 
������� ����
������ �	 ������� �������
y′(a) = γa, y

′(b) = γb�

����� ����� 	
�����

���	�������� 
����� ������� �����!� ���"	�� ��#�	$ � �����	���%
���� ���� 	��$�� ��� ����	����� ���	�	���� �
���� ������ �������
p(x), q(x) � F (x)� & ��������'�� (��$#���	�� ����	������) 
����
��� ��#���� ���	�������� 
����� �����$
��	�� �������� ��	���
*�� ��#���� ������� 
����� ���(���� +����	���� �����	�� ��	��
���������

*�� ���	������ ���������� ������	�� ������ �� �	��
�� [a, b] ���%
�������� ��	�� �
��� x0 = a, x1, x2, ..., xn = b� *�� ����	�	 �(����
��	�� � ���	����� #���� 	��� (���� ���	�	$ �	� ����	����� ��,%

�� ��������� �
���� �#�� ��	��� ����� h =
b− a

n
� -�������	 i%��

�
�� ��	�� ���������	�� �� �������� xi = a + i · h, i = 0, 1, 2, ..., n�
*�� ���	���	� 
������ ������ (���� �(�
����	$ 
������� �������
� �
��) ��	�� ������ ������� � �������� ����� ������ �
��� .�%
������ F (xi) (���� �(�
����	$ Fi; p(xi) / pi � 	�� ������

�������� 	����$ �	 ������������$��� 
����� ������� �����!� 
�������"���� � ��,��� 	���� �	��
�� [a, b] �	���) 	���� (���������
����� ��� �(��
��	 ���	����� / ����"	��� ���,��	��� � �������%
��
���	��� 
����� �������"���� �� �������� �������	���� ���,�%
�	�� 	���� �����'�)�� �
���� ��	�� �n + 1 	������ ��� ����)���
�	 ���������� 
����� ������� �����!� � �������%��
���	��� ����%
���	���� ���()����� 
�����	$ ����
����� ������� ������� y(x) 
�)���'�� � ������������$��� 
����� ������� �����!� ��� ����'�
�������%��
���	�) ����
����) ����00� � ����0�� ��� ����������%
��$���� ��������� ������� � ������ ����1!� ����02� ��� �������)
������� �����!�� 3	��	�� �	� 	�����	$ +	�) ������ ��
������4 ���%
��� ����00� � ����0�� ����	 �	���� ������� 	�����	� � ������
����1!� ����02� / ����� ������� 	�����	�� & +	�) �������) �����%
�	 ����,�	$ x = xi Δx = h 	�� �	� y(x) = y(xi) = yi y(x + Δx) =
= y(xi+h) = y(xi+1) = yi+1 � y(x−Δx) = y(xi−h) = y(xi−1) = yi−1� 5	�
�(�
������� �����$
��	�� � ������'�) �������%��
���	�) ������%
���)�

����� ����	������ ������"��) �������%��
���	�) ����
���%
�) � ������ ������� �����!� ��� ��,��� �
����� 	���� ������%
�� ���	��� (n + 1)%�� ������� � (n + 1)%�� ���
���	�� 
��������



��� �����	 
�� ����������� ������	 ���������������� ���������

������� ��	�
�� � ������ ������� y0, y1, ..., yn�⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
αa
y1 − y0
h

+βay0 = γa,

yi+1 − 2yi + yi−1
h2

+pi
yi+1 − yi−1

2h
+qiyi = Fi, (i = 1, 2, ..., n− 1),

αb
yn − yn−1

h
+βbyn = γb.

�������
���� �������	� ����!	�� ��"����� ��������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
βah− αa

)
y0 +αay1 = γah,(

2− pih
)
yi−1 +

(
2h2qi − 4

)
yi +

(
2 + pih

)
yi+1 = 2h2Fi,

(i = 1, 2, ..., n− 1),

−αbyn−1 +
(
βbh+ αb

)
yn = γbh.

�����#�
$ ��������� ��%	��&�"� ���'�	� �!��	����

b0 = βah− αa, c0 = αa, f0 = γah,

ai = 2− pih, bi = 2h2qi − 4, ci = 2 + pih, fi = 2h2Fi,

i = 1, 2, ..., n− 1,
an = −αb, bn = βbh+ αb, fn = γbh,

�����(�
"�� i ��	 ��� �� # �� n − 1� ) ��*��� �����(� ������� �����#� ��'	�
���������% � ���	����	�� �����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b0y0 +c0y1 = f0,

a1y0 +b1y1 +c1y2 = f1,

a2y1 +b2y2 +c2y3 = f2,

· · · · · · · · · · · · ,
an−1yn−2 +bn−1yn−1 +cn−1yn = fn−1,

anyn−1 +bnyn = fn.

�����+�

,�� ������� ��'	� ��&��%- ����%�� ����� .�����- �����������%
������"� 2

3
n3 �������������� �����
��� /�	��� 	�����	� �������%-

��� �����
� ������� �����+�  � ��� ���������	�		��- � ���		�
0�������"�	�%	��1� 2 3��� �����
� ��� 3���	��- ����� 3���	���-



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

������� �	 
�	��� ��	
��	�� (b0, b1, · · · , bn) �� ������� ������� 
�	��
�� ��	
��	�� ������������� ����� ��������� � ���������� �������
�	 ��	
��	��� ���� (a0, a1, · · · , an) � � !� (c0, c1, · · · , cn) 
�	��� ��	�

��	�� ��� �����������"� #���  � ����� ������ ����������������
�	�� ���"� $������� ���#��� �� � #	���� %&' ����� �� �� ��	���(
���()� ��� ��� �������� � �	����	� &������ �� ���������� �	*�	���
�	�( ������ �+�� �	"�� �#���,���" ����)���� �	���� ������ 
�������� -	)� ����� � � #�������� .�'� /��(0	���� � 1�&� 2��
)������)�� � 34�5 
��� �	 ����� �* �����	��� � '	���	��+��)��
��������� �� &�6� 7��)���	� )�
�	 � ���*� � �	*������ +������ �
������� ��*��)�	 ����	� ������������( � �)�����+� � #����	� ���
!���� �	)�� ������� 1� � � �	*�	� ������� #��
��)�� +�� ���*	��
� �������� � ��#��(*��	���� ����)��� ������ �������� & ������
#��
��)�� )	) � ��+	� ������� 
�	��+��� ������� �	 ����� )����
����*)	 [a, b] 8#���
�������9 �	 #�	�  )����� %��� ����� ��������
����� �* �	��	���� �����	 ��)�"+���� /	���	� ���	)� *	 �+,� ��#��(�
*��	��� �	*���������� ������	
��	�(�� �	���� ������ �������
����� #��
��)� 
��	*�� �00�)�������

'���� ��)	*	�(� +�� ��!���� ������ ������� ���������� � �����
���� ����+�� � #�� ����(!���� !	
	 ���)� h� $�� �	��� *�	+����
h ��	
��	�(� � ������� ������ ������� ����"��� #�����	�	"���
��� ���� |bi| > |ai| + |ci|� $������ �	��	� ������	 ����� ��!���� ���
�"� � ��#��� �� � �	 ����*)� [a, b]� 0��)�� p(x), q(x) � F (x)�

6�
����� ��!���� ������ �������� �+�� �	"�� ������	
��	�(�
��" ����)���� ������ ������� � �����"���� :���� ��)	�( ���*(
����� ����� ��������� *�	+������ ���*����� �� #���#��	
	�� +�� yi
������ � �	�	���� +���* #������"��� *�	+���� yi+1 � ����;

yi = Liyi+1 +Ki, i = 1, 2, 3, . . . , n− 1. �����<�

:���� #���#��	
	�(� +�� 0�����	 �����<� ����	 �	)�� � ��� 
�	�
��+� � ��+�)� =�� ��
�� +��� � #�������( 
�	��+��� ������� �	
����� )���� ����*)	 [a, b] �#����� ��	������ � ������� �������� � �����
�������"�� 0������

y0 = L0y1 +K0 �������

����	��+�� #������(

L0 = −c0
b0
, K0 =

f0
b0
, �������

�	) +�� *�	+���� L0 � K0 �#������"��� 
�	��+� �� ����������



��� �����	 �
� ����������� �����	 ��������������� ��������

���������	� �
������ ������� � ������� a1y0 + b1y1 + c1y2 = f1,
������������ ����� i = 1 � ����� �������� �������� 	 ��������

a1(L0y1 +K0) + b1y1 + c1y2 = f1, �������

	����� �������� �
����� y1 !�� y2"

y1 =
−c1

b1 + a1L0

y2 +
f1 − a1K0

b1 + a1L0

·

#���$� %�� ������$�� � ���"

y1 = L1y2 +K1, �������

&� L1 � K1 ��&�� '
� �
!����
 �� ������
� ���!���� 	�%((�)
*����� L0 � K0 � a1, b1, c1, f1 �� (�������

L1 =
−c1

b1 + a1L0

, K1 =
f1 − a1K0

b1 + a1L0

·

+����&�!��� ��������� ������$�� ������� � ������ �����)
�� a1y1 + b2y2 + c2y3 = f2� ������������&� ����� i = 2 � �����
�������� ����!��

a2(L1y2 +K1) + b2y2 + c2y3 = f2,

!�� �������� �
����� y2 !�� y3"

y2 = L2y3 +K2,

&�

L2 =
−c2

b2 + a2L1

, K2 =
f2 − a2K1

b2 + a2L1

·
����'�
� � �'������ ��	��!�� y2 �� ��������&� ���������

�
����� y3 !�� y4 � ����
,�	�� �'������ ���������� yi−1 = Li−1yn + Ki−1 � ������� ��)

���
 ������� � ������ i� ����!�� �����&�!�� ������$�� ����
yi � yi+1

yi =
−ci

bi + aiLi−1
yi+1 +

fi − aiKi−1
bi + aiLi−1

·

-�������� ����!��
 (�����
� ��.��� !�� yi � yi+1 ������

���� ��'�. ������$��� �����/�

yi = Liyi+1 +Ki,



������ ��	 
���������� ������� ��������������� ��������� ���

� ������� �����	
	��� Li 	 Ki ��������� ����� 	������� ����
���	� �����	
	����� ai, bi, ci, fi 	 Li−1� Ki−1 �� ����������� ����
����� ⎧⎪⎨⎪⎩

Li =
−ci

bi + aiLi−1
,

Ki =
fi − aiKi−1
bi + aiLi−1

,
i = 1, 2, ..., n− 1, ������ 

	 ��!�� "�# ��	����� ������#�� L0 	 K0 	������� ��	 ��$�%���
�� �� �������� ������ � &����	
	��� Li 	 Ki ��������� ���!��
�����	 �����	
	�����	� � ��!��	��� ��������'	( ��	��	�# ��	
�����	
	���� ��������� ����� $�%�� ����%� ���!���	�

)�(%�� �����# ������	� ��*��	� � �����( !���	���( ����� yn�
+�	*�� �����%�	� %�� �������	� �	����� ���������( ����� ��	�
�����	� �����!� $�%� � ����%� ���!���	� ,�� ���!� 	����#���� �����
��*��	� �����- � � ������� �����	� i = n− 1� 	 �����%��� �������	�
�	���� �����. /{

yn−1 = Ln−1yn +Kn−1,

anyn−1 + bnyn = fn.
�����0 

1�%������� yn−1 	� �����!� �������	� �	���� �����0 �� ������
�������	�� �����	�

anLn−1yn + anKn−1 + bnyn = fn,

����%�

yn =
fn − anKn−1
bn + anLn−1

.

1����� ����# ���!� ������	� ����� ���!�������� �����	
	���
�� Kn� ��	�2� �!� ������	� ������������� ������	� ������ � �����
��( i �� n� 3��	� �"������ ��*��	� � �����( !���	���( ����� ����
������ �������(/

yn = Kn. �����4 

3����#� ���� ��� ���!������ �����	
	��� 	 ������	� yn� �� ���
��������� �������� �����- ����� �����%������#�� �����	�# ���
*��	� �� ���$ �����$ �����$ ����	� ���	��� � yn−1 	 %� y0� 5�� ����#
��!��	��� ��������� �"����� $�%�� ����%� ���!���	�

1�	��%�� �����	( ��!��	�� ��*��	� ������( ��%��	 ����-� �
����-� ����%�� ���!���	�

4 +�	����	� �����	
	����� ����	��� a, b, c 	 f �� ��������
�����6 �
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�� ����������� �����	 ��������������� ��������

���������� ����� �� ����	
� ���	�� ��� �����	�	��
�� �
�
�	�� �	�
��� ��������  ���� 	
��
� 	! ���������
����� � �	���
��	 �� 	����		 ���"��� ��! �����	�	��
�� �����#�� $����� ���
%���&��	� �"��	
� ��'��	� (� 	� �� 	��	� �
	 �����	�	��
�
�
�������

������ ��� �	
��� ��������
)� i = 0� *� 	����	� ���"��� ��! �����	�	��
�� L0 	 K0 ��

����%�� ��������
�� i = i + 1� *� 	����	� ���"��� ��! �����	�	��
�� Li 	 Ki ��

����%�� �����#��
+� ,��	 i < n� 
� ����-
	 � '" )�
����
��� ��� �	
��� ��������
�� yn = Kn�
�� i = i− 1� *� 	��	
� yi �� ����%�� �����+��
.� ,��	 i > 0� 
� ����-
	 � '" ��
�� /��
����	� "��	� ���% ����- ��
� ��- �%���		�
$���	� 
�%�������
� ��
�� ���"���	� 0 ������ !��� ��
��

� ���"���	 �� 	���1
�� ���"��� ��� �����	�	��
� �� ����%��
�������� �����#�� 2 % 3
�� 
�"��  
� �����	�	��
� 	��1
 �4&	- (��
���
���� ��� 	! �� 	����	� ���4!��	�� 6n �	���
	 ���	! �����
�	-� 0 �4�
��� !��� ���4!��	�� ������	
� �&3 2n �	���
	 ���	!
�����	-� 5
�"�� 
�%�������
� ��
�� ���"���	 ��� 8n� 6�	� �4�
�(��� ��
�� ���"���	 � n2/12 �( 4��
����  �� ��
�� 7%���

������ ����� ��	
� ��
���� ������� ����������� �������

��������� y′′− 2

x
y′+

2

x2
y = x� ������
�������� ��������� ��������

y(1) = 2,5� y(2) = 4�

8 � ' � � 	 �9 :���� p(x) = −2

x
� q(x) =

2

x2
� F (x) = x� ya = 2,5�

yb = 4�
/����	� n = 10� 6�"� h = 1−0

10
= 0, 1� :�	����� � ��	���3��%1

�	�� 
4�	�% ��
��4�� )�  	��9 x0 = 1� x1 = 1+0, 1 = 1, 1� x2 = 1, 2�����
x10 = 2�

/����- !��9 *� 	����� αi� βi� γi ��	 i = 1, 2, ..., 9 	 (�������
�
��4�� �� +� ��

:
�� �� ����%�� ��� �� 	����� ai� bi� ci� fi� (i = 1, 2, ..., 9) 	
(������� �
��4�� .� �� #�

6� ���	���� ��	 i = 2� a2 = 2− hα2 = 2− 0,1(−1, 667) = 2,167�
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�
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�
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� ��
 �����

 ���	���!#� �
����
����	 ��	��
����
� $	�	� �	���� ������ ����
���
�� ������
���
� ��������
 �
�������
	����� ��	����
� 
 ������
�������
�����
�� ������� ��� �����
� ��	��
����
� $	�	� ��
����!��� �
��
������ ������ ��
 ����#
 ������� �	 %�& �����	!� �������� �
��
�� �	���� �	 	$� ������� ����� �����
�� $�	���
� 
������ �����
�
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 �� �� �
� ��
���
�� ����������� �����!������ �	���� ��
�
���
���	���� �	 �����
� �	���	�
����
� $	�	�( 4-567-8" 4-562-9"
4-:*;-" 4-5<;-5*0- 
 ���� � �	�
� �	���� �������� �������� �
��
������ ������ � �
�� �����
�" ������� ����	����� ������ 
������
$��	��� � �	���� �	��� ���� ����	� � ����$� ����������� � �	���	
4-562-9 =>" ?@A 
 ������� � �	���	 4-:*;- =BA � C�������� ������
��	�
$��	�� � �	��	� �	�
��� � �	���������	 D:0<. � 
�����$��	�
�
�� 	� ��
��
����� � �$��	 )*+,-. /-+*0 EFG HII.*0-5*FJ =KA�

4-562-9 �������� ��
����	����� �	���	�
����
� �	����� �	��
�	!#
� ��� ���	����
�� ����	�
����� �
����� L*J9FM+ 
 ��$������
���	�� ������ ���
������ ������� �	���	�
����
� $	�	�� �	���
4-560-9 �	$�	��	� � ��N��� 
�������� ������ � ����$��	����� 3��
	�
$��	� 
���
�
��� �������� 
�������� � ������� �������� ����
����	� �	 �	 �������� ��� �	��� 
 ��$����	���" 	 �	��� �	 ��������
�	��� ����$��	���� �	���	� '�� �	��� � 4-560-9 ����	����� 	�
$���� �	����� ����$��	���� L*J9FM+� �	��� 4-560-9 �����	$�	���
��� �����
� ��	��
����
� $	�	�" ������� � �� � �������� �
�������
������ �����
� $	�	�
 O��
 
 ��	���� $	�	�
� P�	�
�
������ �����
�
� �
�������
	����� $	�	� ��
 ����#
 �	���	 �����
�� ����$��

&	���	�
����
� �	��� 4-:*;- ��
���
���	� �	 �� �� $	�	�
" ���

 4-562-9" �� �������� �������� ��� �	����� ��������� 
 �	�
��	�� ��� ���	����
�� �!�� 
$ ���� ����	�
����� �
���� QRST(





��� ������	
���
 �����
 ��� �
�
��
 ���	� ���� 	���
����� �
������

�� ���� ������ 	�
���� 	������� ��	���� ��	���� sol� �������
���� ������� ode2(eqv, y, x)� ������� ������� 	�
���� ������ ���

� ��� 	������� ��	���� ��	����� ������ ic2(sol, x0, y0, y0′) ��
���� ������ 	�
���� 	������� ���	��� ��	���� sol� ����������
������� ode2(eqv, y, x)� ������� ������� 	�
���� ������ ��
� ���
	������� ���	��� ��	����� ������ bc2(sol, x1, y1, x2, y2) �� ����
������ 	�
���� 	������� ���	��� ��	���� sol� ���������� ����
���� ode2(eqv, y, x)� ������� ������� 	�
���� ��� �	����� �������
������ desolve(eqn, x) �	����������� ��� ��	�������� ������ 	��

���� ������ �����	����������� 	��������  	� ��!��� "��� #�
������ !�#�� 	�
��� �����! ��$�������$� �����	��������$�
	�������� �� � "��! ����� �$��� ������ ���	!������ � ����%
desolve([eqn1, . . . , eqnn], [x1, . . . , xn])�

������ &'�(� ���������� �	
	��	 ����� ��
� ������ ��� ���
���� ������� ode2 � ic1�

) � 
 � � � �%
*���
�! +,-./,��	��	�!!� 	�
�0�0 ����0 ������
����������	� � ������ � ��	�	� � in� �����!"�	��# ""����#

������$ � " �����	 � on� ���%����� "!"��� �	��&'��� "!���&	�
��#�
12����&� ���%����!� 21
12(�&���	� �)�		 �	
	��	 ���	�	����&'��%� ���"�	��#�21

����� ���	�
������ �����	����������	 � ���

����� �	����������

12(�&���&� �)�		 �	
	��# ���	�	����&'��%� ���"�	��# �	�"��
%� ���#��$ ��	�*��		 �����"�&'��+ ���������  ,� (����"&#	�
����&'�!	 ��&�"�# � ��&���	� �	
	��	 ����� ��
�� 21

���	� ������� ��� �����

���	� �	���������

12���	� ���%����!� 21

3���� !�#�� �������� � ����! ����% y =
2

ex − 3
�

 ������$� �	� ��!��� ��!��0��	���� ������ ����� ��������� �
������!� �������$! �$
� 4&'�56�
-��	����	� (�� ��������� ���%���� �� ./012/ � ./345/6 ����

�	������$ ��#��#+��	 �	����	 �����!$ �! )�	� "!	&#�' ����
��"�� � ���&+���' " ���)�� 78 ��� 87� (�� ��������� �"��9 ���%����
�9 ��*�� ���������'�
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� ������ ��� ������� ������ �
�� ��	������� ���
���� ���

������ ����� ������ ��	�
� ��� 	�� ��������� ���� ��

��	���

y′′ − 4y′ + 3y = ex, y(0) = 0, y′(0) = 1. ������

� 	 
 	 � � 	
���������������� ��������	����� �	
	���  ����! ��������"

������� #�	�� �$  #%& ����� � '	�#�� ����� � ���%��	� �()		 �	�

	��	 %��#�	��� #������ ���� �� ������* ������	 �� 	�+��  #	 ����
�$#��,�"	 ��������" -./ � -.0� 1����� ����� � ��&� �� 2�� ����$�
#��,�"	 ��������"* �� ���#��� $� ���"	  �������	�,�"	 %���#�� �
��� ����)� 3%��4�� 5�67��8 %���)�	� ���%�	���	 �	
	��	� 9��#��
-* �����,$%	�"! # ���	��#	 �	�#��� ���%�	��� 3%��4�� �:/* �� ���#�
��	� # ���%�	�� �	$%�,��� #"#� � ����	 �	! ����� "�

����� ���	�
������ � 	� � ��
������ ������������� � ���

�-;/� y = %k1%e3x − (2x+ 1)ex

4
+ %k2%ex

���	� ����������	�� ��� ��� 
������ �������

�-;0� y =
(
3e3x − (2x+ 3)ex

)
/4.

<�#	� y =
(
3e3x − (2x+ 3)ex

)
/4.

������ ����� ������ ������� ��	�
��

y′′ − 4y′ + x2 = 2ex, y(0) = 0, y(2) = 10.

� 	 
 	 � � 	 =	�	���%	� #"$�# 3%��4�� ;>?0  �� ���%�	���
�()	�� �	
	���  �33	�	�4���,���� %��#�	��� #������ ���� ���

����� ���	�
�������	����
�����������	�	�����������

�-;/� y = %k1%e4x − 256%ex − 32x3 − 24x2 − 12x− 3

384
+ %k2

'��%���� �()		 �	
	��	  �33	�	�4���,���� #������ ���� ��*
�� 	�+�)		  #	 ����$#��,�"	 ��������"	 %k1 � %k2� 1"$"#�	�
3%��4�@ bc2 ������� ��&� �� ����$#��,�"	 ��������"	 �� �$#	���
�"� ���	#"� %���#���� '	�#"� ���%�	���� 2��! 3%��4�� -;/ �#�
��	��� �	$%�,��� ��(��" ����� " -�/�

���	� ��	���� ��� ��� ��	 ������

(%o2) y =

(
32%e2 + 401

)
%e4x

48%e8 − 48
+

253%e8 − 256%e2 − 3461

384%e8 − 384
−

−256%ex − 32x3 − 24x2 − 12x− 3

384
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�	 ����	 h ��� ���
�� ������  ��� � ��	�
�	 �! ��� ����
��

��� ���
�� ��	�� ����

y0 = y0, yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = 0, 1, 2, ..., N − 1, ����"�

��� N # ����� ��$��
�� ����%� [a, b] 
� ����
��&��� ������

��
���
� h�
'�����	 ���
�� ������  ��� 	�����	 ����� ��������
� ���

�����

�� (���
�&��&��	 ������

�� ��� ��$��
�� h =
b− a

N
) � &�����

���	 %����
��� ����&�* ����% xi = a+ h · i;
i = 0, 1, 2, ..., N.
�� +���!	 
����,
�� ��

��� i = 0; y0 = y0.
-� .�������	 �����

�� �
���
�� ��%�	�� ��
%/�� y & i + 1���

����&�� ���%�0 yi+1 = yi + hf(xi, yi).
1� 2��*���	 % �����34�� ����&�� ���%�0 i = i+ 1.
"� 5��� i < N ) �� ������ 
� ��
%� ��
�� .�&�� ���
�� ������  ��� & ����&�* ���%�* � ������
��

����%� ��%�	�� ��
%/�� �� ���%�	�
2�����&�	 ����, ����		�) ������34�3 ��

�� ������	

& �	%�* ��%��� 6789:7; � 67<=>7� ?�� 
�����
����) ����		�
�
�$@�
� %�		�
����	�) %����� 	�@
� �������, �� 
�����
��
����		��  �		�
���� ��%�3��
� & ������
�� �%�$%� AB BA
� &�����
� %���&�	� ?�� �����%� ����		� &�$��	 
�$��,���
�
���
�� ����� ����%�&) N = 5.
6789:7;�����		��
AB�

�� ���������	��	
����BA
AB �

����� �
����� ���
��
 �	���
��
���  ! �������� �����

��������  � "�	#��� ����$� �������� �������� %& 
 ��#�� �' 	�(��
�
 ����
 ��	#���� ����$�
 ��)*���������� ������ �������� �	�+��
�
� ,�� ����
 ���	
-�� )���(���� ������')���� ������ .� ,	�+�
�������� ����)/*�� �+	
'�� �
+�	
���� ��������& '
��� �� ��#
��	 ��$
 �� ��������� ���� ��������& �
(��
�� ������ �	�+��
&
'
��� ������ ������ 0 � ������ '�
���
���� � ����
 �
(��
��
�)(��� ���� 	
' ������ �	�+��
�BA
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�� ��	������� ���
���� ���

a := 0 b := 1 y0 := 1 N := 5 h :=
b− a

N

f(x, y) :=
ex · y2

2
���������� 	��
�	������ �����	�� i � j � �	������������ ���

�	��������� ������� ������ �� �������� �	� ������ ������� � ��
i := 0..N j := 0..N − 1
�� ���������� ���	����� ������ ������ ��� ��	���� � ��
���

�� ������� ��
����� ������ �� ������ ������ � ��
����� ������

�	� ������
xi := a+ h · i
��!��� ������������"���� ���������� �������# ������# $����

��� y(x) � ������ ������ ��
y0 := y0 yj+1 := yj + h · f(xj, yj)
��� ���� ��	��� ������� �����	 	�%���#� ��� �	�������	����

��� �����	� ����&� ������� '()*+, ���
yT = (1 1.1 1.248 1.48 1.879 2.665)
��-���� ./(0'/1��	��	�������
����	 
������� ����� 
���������� ������ 
����� �������

2034(+5  ������ ������� ����� ����� ������� ����� y� � �� �����
������� ���� ����� ������� ��������� ����� x�

��������	
�	��
��6����� ./738/��	��	�������
��9������ 	���� ��������� ��	������� � �������� :���������

���� ��������# 	�
�� ���������#���

����� ���������	 
�������	

��;���&� �����"��� ������ � �	���< ����" �	����������

����� ���	 ���	 ����	 ���	 ���������	

������������� �����!"#

�������&� �����	� 7 � =� �	������������� ��� 	������ ���	���

��� ������ ����� ����� � �����	� 	�%���� � >�� ��������

���$� ����������	 ����������	

����������� ���	����� ������ ��������

������ �%� ��� &��� �'�� (% �)�*��+���#

��!��� ������������"���� ���������� �������# ������# $����

��� � ������ ��������

����"� �)�*���# �%� ��� &��� �'� (%�

�)�+�*��)�*+�����)�*��)�*��#
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����"� %����� &���&��	�������� '�()�����������������
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���������� ���
��� �(���

���*�
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/����0�	���1��� +��� *	�&�+���

�������  !"#$!%�	��	
������
�� ���� 	
 ����������� ������� ������� ����� ������ ������

��� ��
  !" � ������������� �������  #$"�

���� ��� &����� �
�
� ��� �	��	
 '(�) ������ �������

%���� ������ ��������� �� ����� �������� ��������� N ��&'
�� (�������) ��� �������� � N = 100. *�� +���� � ������  , -."
�������� �������� ���������� N

���(� ���� 1��� ����� ������ 2��1 ) ��'��
�������3���4������4�5 �

� ���/� �����( *�	�������� ���� +,-./012� *���(0 �����(
��������� �� ���1 ����� ����������

2����������3 ���(�)���� �4��1 �������� ������0�� %���������)
���(������� ������� ������������� �� ��&�� ��������� � �����'
���� ��������)��� �������� ��� x = 1. 5�������� ���(������ ���'
������ ������� ��� N = 5 � ������ ��������3 ���(���� ���������
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������� ��	
������ ������ �
� N = 100 ��	
������ ����������
�� ������ � �
� N = 1000 � �� ������ �� 
�� �� �
� ����! �
� 	
�"�#�
����$����	� 
������ ������� %&��
� �
� '()� ��� � �����

���� ��� ������� ��	�
� ���� ������ ���� ����	��

������ �� ���� ��� � ����

�*������ ����	 ����� ����� !������ ���	"�� +���� ,��	�-.����
 ��
�	� ��
��#� ��$���� ���! ���� "�
����& /�*��)0�⎧⎪⎨⎪⎩

y0 = y0,

yi+1 = yi +
(
(1− α)f(xi, yi) + αf

(
xi +

h

2α
, yi +

h

2α
f(xi, yi)

))
h,

i = 0, 1, 2, ..., N − 1.
/�*��0

��
����
 α  �����& "�
���� �1�������  �����1��� �� � �� � �
1���2� #�
��� 3������� $������	� 
������� %��� ��
����
 ����-
3����� �����
��� ��� #�4��& #��#
����& 1���$�� .�# ��#�1��� $�-
����!� ����� ���� ��� 1���$� .��� /�*��0 �
� ���!3 1��$����3
$��� 
�1�����& N � �������� ���������!� 1��$����� ��� ��
����-

� α � ����� 1��$���� ���)� �
�	
���� �����	� ������ ����$����
�� ������ %&��
� ����#� �����	� ����� ��4��& "�
����&� 5 ������
,��	�-.����  ��
�	� ��
��#� ����3����� �� #�4��& ���
�6�� � � 
�-
1�  !$����� 1��$���� �
� �& $��� ��""�
��6������	� �
� �����
/�*��0� 5 �
�	
����3 ��� 7��3 1��$���&   ���� ��
�����!� k1 � k2�

�
� ���� ����#� "
�	���� �
�	
���!� 
����1��8�& "�
����
,��	�-.����  ��
�	� ��
��#�� ��#�  � �������� $��� �
�	
���!
�������� � �������
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y0 := y0 yj+1 := yj + h · i
���������� 		�
�� 
������� ���� �������

α := 0.25 y0 := y0

yj+1 :=

∣∣∣∣∣∣∣
k1← f(xj, yj)

k2← f(xj +
h

2 · α, yj +
h

2 · α · k1)
yj + [(1− α) · k1 + α · k2] · h

��������� ��	
�� ������ � ������� 
��	�����

yT = (1 1.129 1.34 1.736 2.695 6.823)

������������� 		��� ����� ���������	 	 ����� ������� ��
������
��� �
�������
� ������� ��� ���� �� ������ �����������	����� ���
		����
� 
��	�� �� � ��� 		��� ������ ���������� ���
	��	���� ←
�
������� 
��	�� !�
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����
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�������
� �������� .����� �� 	 ���� .���� ����(
���
� ,�� �� ��������� ���
	��	���� ���,���� �������� � k1, k2, d
� y[i+1]� /��� �� 
������� 0�� �������� ��1������ 	 ���� �����
" 	���� �������� ����� �������� 	 	��� 
��
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 ���������� ������� ��� ��� ����� ������ ���
����� � ����� � ��� ������ � ������� ���� �!��"� �  �	�# $���%
&		� �	����� ����#�� "����	��
�� 	�����  �	�#� '(����� )�	� ����%
��	 ������� 	����� *� ����� ���*���	�� 	��
�� �� ��*#� ����
���!)�#� � �+�����	
 "������� �����( ���	� � #�) 	����)�

,-����.� ����� ���	�
����� �������	� �������� /� ����	���
#�� ������� "�#��� &��� ��0� ����� ��� ���1	  �	�# $���%&		�
��	�2�	��� ����#�� 	�����	� 3,-�.-4⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y0 = y0,

yi+1 = yi +
h

6

(
k1 + 2(k2 + k3) + k4

)
,

i = 0, 1, 2, ..., N − 1,

3,-��4

�#�

k1 = f
(
xi, yi

)
, k2 = f

(
xi +

h

2
, yi +

h

2
k1

)
,

k3 = f
(
xi +

h

2
, yi +

h

2
k2

)
, k4 = f

(
xi + h, yi + hk2

)
.

3,-�-4

5 #����  �	�#� �� ��*#� ��	������ [xi, xi+1] ������ ���	
 ���%
����� 3,-��4 �+������	�� � ��	+�2) ��"����+) 	����)� 5+�����	��
%
��� ������  � � ��	 	���( *� ��#� ��� � #��  �	�#� $���%&		�
�	����� ����#��� ��6	�  ��)����� ������   #��  �	�#� $���%
&		� ��# ���+ ��"����� � �" ���� 	��
�� !���� ������  ��1%
0�( 7�� � $���%&		� 8%�� ����#���

y0 := y0 yj+1 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1← f(xj, yj)

k2← f(xj +
h

2
, yj +

h

2
· k1)

k3← f(xj +
h

2
, yj +

h

2
· k2)

k4← f(xj + h, yj + h) · k3)
yj +

h

6
· (k1 + 2 · (k2 + k3) + k4)

9:������� ������ ������� � ������� ������:9

yT = (1 1.124 1.326 1.698 2.581 6.857)

5 ;<=>?<%������  � ����"��#� ���#10�� �" ������@
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���������	
 ���������� ������� ��� ��� ����� ������ ���

����� � �������� � ��� ������ � 6 · 10−10� ���� �!��"� �  �	�#

$���%&		� ��	�'�	��� ����#�� "����	��
�� 	����� #���(  �	�#��

��� �#������� ����� ���)���	� ������	 ���

�����#� 	����
 !�" ��  ��	����� ������  � ����*+* "�#��

&��� ��� � 	�� �  �	�#� ��

���������	
�	��

a := 0 b := 1 y0 := 1 N := 5 h :=
b− a

h

f(x, y) :=
ex · y2

2
i := 0..N j := 0..N − 1
xi := a+ h · i
y0 := y0 yj+1 := yj + h · i yE := y

α := 0.25 y0 := y0

y0 := y0 yj+1 :=

∣∣∣∣∣∣∣
k1← f(xj, yj)

k2← f(xj +
h

2 · α, yj +
h

2 · α · k1)
yj + [(1− α) · k1 + α · k2)]

yR2 := y
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y0 := y0 yj+1 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k1← f(xj, yj)

k2← f(xj +
h

2
, yj +

h

2
· k1)

k3← f(xj +
h

2
, yj +

h

2
· k2)

k4← f(xj + h, yj + h) · k1)
yj +

h

6
· (k1 + 2 · (k2 + k3) + k4)

yR4 := y
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�� ���� �� 	� 
�	
� �������� ����������	� ������ ����	��
��� ���� ���� ���
�
� ��� N = 5 � ����� ��
��������

 ����	���
�� �����
� ���	
� ��
 ��� �����
�� 	� ����� !�� �	������ 
��"#
�� 	�������� ���� ��� $�
� ���
� %�	�#&���� �������

 �
�����
'()*� �+� ��� ���
� ���
� �	���	�� N � ���� ��������
� �����,����
-��
� %�	�#&���� ��
�

 �
����� (Y 2) � ���
� .����� (Y E) 
�#
���+��� � ��	��	/� ����	�	�� ��
��������

 ����	��� 	
 �� �
"
�,�� �
���	
��,�

���� ��� ������� ��	�
� ���� ���� ���	��� ��� ���

�� ���� �0 ����������	� ������ ����	�� ������ &
�� '1��* ���#
�� ����� ���
���� ��� N = 20� &�� ���	
 �� �����
�� �����,�����
�
����		�� �
 ���
�� %�	�#&���� ��
�

 � �������

 �
����
��
�
����� � � ��
���������� ����	���� � ���
� .����� ���"��� �����#
��	�� ����� N �

���� ��� ������� ��	�
� ���� ���� ���	��� ��� ����



��������	�
� ������ ��� ������� ������ �
�� ��	������� ���
���� ���

����������	
��� �����

������ ��	�
� ��� ������ ���	� ������ � ����������� ����
� � 
������� ���	 � �
�!�� 	�� �����	���"# ��$� ���������
� ��
����"# 	���"#� %� 	�� 	�������� �!����� ������� 	��
���# ���	�� &���!�� �!!��	����� !#	��!�� ������� 	�� ���
��
��� ��������� N : N = 10, N = 100 � N = 1000�

� ����������	
���� �	������ [a; b] ����
��
�
����

� y′ + xy sin 5x = e0,1x ��� �� ������
� y′ + x1,5y = x2 sin 2x ��� �� ������
� y′ + y4 = 1− x ��� �� ������
� 2y′ − y tg 0, 2x = xy2 ��� �� ������
� y′ + e0,1xy = sin(xy) ��� ��� ������
� y′ + xy cos 3x = e0,3x ��� �� ������
 y′ + xy = sin 2x ��� �� ������

! y′ + xy = e0,2x
2

��� �� ������
" y′ + 3x0,2y = y sin 5x ��� �� ������
�� y′ + y4 ln

(
x2 + 5

)
= 1− x5y ��� �#�� ������

�� y′ + 3x2y3 = sin 3x ��� �� ������
�� y′ + lg y3 = x2y �$�� �� ��$�����
�� y′ + lg y2 =

√
y cosx ��� ��� �������

�� y′ + y3 ln
(
x2 + 5

)
= x− x4y ��� �� ������

�� y′ + lg y3 = y sinx2 �$�� �� ��$�����
�� y′ +

√
lg y =

√
y sinx ��� ��� �������

� y′ − yex =
√

y3 sin(x2 + 1) ��� �� �������

�! y′ + x 3
√
y = y sin

(
x2 + 1

)
��� �� �������

�" y′ + x4 4

√
y5 = y sin(x+ 5) ��� �� �������

�� y′ + 3

√
x7y = y cos2(0, 2x+ 5) ��� �� �������

�� y′ + 3

√
x4y = lnx+ y2e−2x ��� �� ������

�� y′ + 3

√
x4y = x2 lnx+ ye−x ��� !� �������

�� y′ + 5

√
y3 sinx = y sin

(
x2 + 1

)
��� �� �������

�� y′ + 5

√
y3 sinx = ye−

√
x ��� ��� �������

�� y′y′ − 5

√
y3 cosx = ye−

√
2x ��� ��� �������

�� y′ + y 3
√
x = ey cos3 2x ��� ��� ������

� y′ + y
3
√
x2 = y3 cos3 2x+ sinx ��� ��� ������

�! y′ + y
3
√
x2 = cos 2x · lnx ��� "� ������

�" y′ + y
3
√
x2 = y2 lnx · sinx2 + sin 2x ��� ��� ������

�� y′ + xy cos 4x2 = e0,1x ��� �� ������
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������� ����	� 
��� ������� ����������� ����	��� ���������

� �	����������� ��	�� ������� ����������� 	�� � �� ��������	��

���� ������� ���	�� �� !"�# � ��$%&�� ������� ��������� '(���

)��� ������(�*�+ 	�������� ������� ����	� 
����

,-�./�.� ���������	
��� �������� �	��
�� ������ ����
��
��	��� ���� ������� ����������
�� ���� ����� ���  !�"#$��� %���
���� ��������� ����	 &�
'�(����� ����)���'� ����	�� � ����� ��(
	�*+�� ��+�� ��	,

�����
��������� � ��	�
���� ����� ���	� �����

�� �	�
������������
-	�� ����� ��*����� ����. �������*+�� 
� 
����� ����� ����(

��
��� /���� ����
�
�� � 
�����
�0 	�

�0 
���0�	��� ��	��� �
������������� ��	� 	�11���
2����
�� ����
�
�� n('� ����	�� ���
����� n ����
�
�� �����'� ����	��. ���	�����

�0 � 
������
��
1����� /���� 
�����
�0 	�

�0 
���0�	��� ��	��� n ����
�
��.
����	���*+�0 �
���
�� ������ 1�
�2�� y(x) ��� �) �������	
�0 �

�����
�� ����� a � b 3 ������ '��
�2� ������. 
� ������� �+���
����
�� ��	��� ����� �����������
�� �������� N ����	����� ��(
������� �
��������. 
� ������� ���������� ������� ��� ����
��
��	��� ����	�� &�
'�(������
&������� ����
�� ��	��� 456�78 ��� ����+� ������������'�

����������
�'� ������
9:��	�
� ����������:9

;���� y′(x)�
ex · y(x)2

2
y(0)� 1

<,=#!�"#$��4>. ?. ?@@8
>,=@.@�?��? 9:������������ ������	�� ������� ���� �����
�� A :9
>= @ @�? @�7 @�B @�C @�D @�5 @�E @�6 @�F ?

<= ? ?�@5 ?�?7 ?�7? ?�BB ?�C6 ?�E 7�@B 7�D6 B�E E�?
9:����� ����������:9
/ ������ ����� 	�

�� ���'����� ������
� ����
�� ��	��� �

��	� 1�
�2�� y(x). ������� ��G
� ����������� 	�� ����
�� 	��'�0
��	��� H�� ���	� ������ �������	
�� ��G
� ����������� �����
�(
2�* ������  !"#$%&� H�� ��	�
�� ������ �������	
�� 
���0�	���
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���� ��� �
�
��
	
������� ���� 	����� �������  
!�
 �
���
��� "��#�	 �
��$���
�
"
 �������� �
��� 	
����� ��	
���� � �����
 ���	��� �� ���"�����
����� ������ y(x)�
%������ ������ �
 ���$������ #��	��� %
 ��
�
� ���
	� ���

���� ������ ��������
� x� &���� �������� �
��$����� ���$����
����� x � ���$���� ��	
�
� #��	�� y � �

������������ ���
�
��� �
$	��� �������� ������� x� ��������� �
��$���
� �������
y(1) = 7.099 � ��$���������
� ��
	� ����� ��� ���	
��� � ���������
�
�� �
��$����� �
 ���
�� '��"��(���� ��� N = 100� �� ����� ��
�
��
� �
��������� )�������� ������"����� ��
����� ��	
� !� �����
����� ��� ��
�� �������
� ��������
'����
���� ������� �
��� ��
!�
� ����$� 
 ����!������ 	
���

������ �
� �
���������� ������� ����
��$��	
� �
��������� ����
��������� �
 �������� ��������� � �
��
�������� ����� ��
�
���

�����
� �	
�
��� 	
�������� *�� ����$� (
�� 
���������� ������
��� ��
��
�
���� ��##����������� ���������� ��
�
"
 �
���	��

y′′(t) + 2by′(t) + ω2y(t) = ae−0.01t sinμt, t ∈ [0; T ],
y(0) = 0, y′(0) = 0.
+������ ��
"����� ��� ������� �
��������
� ����$��
,-���� ���������-,
ω := 0.1 μ := 0.2 a := 10 b := 2 T := 4000
./012
y′′(t) + 2 · b · y′(t) + ω2 · y(t)�a · e−0.01·t · sin(μ · t)
y(0)�0 y′(0)�0
y 34 56178901:t, T ;
y(T ) = 0.001
,-����� ���������-,
% 	�$����� ���$���� ��� ��������
� �
��������
� ����$� ������

�� ��	
�
��� ��
���
����� $�����  
!�
 ������
���� �
������� ���
����� ����$� (
�� 
� 	�!�
"
 �� ���� ��������
�� <� "��#�	� =>
�
��$���
� #��	�� ?:@; ����
� $�
 ���$��� ��
���
��� ���������
	
����������� ���!����� ��� ��
� ��������� 	
����������� ����
!���� �
 �������� ������������ � ����� ��� �
����� ���$����� @
��	
�
� #��	�� ��������� 	 ����� ?:A;4B�BBC�
'����
���� ������ ������� �
������
� ������� 
��	�
������

��##����������� ��������� ��� �
�
�� ��$���������
"
 ��
	�
./012 ��� 56178901�
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����� ���� �	
������ ������� �
�� �����
���������� �
�����
��� � ���������� ���	����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= f1(t, x, y, z),

dy

dt
= f2(t, x, y, z),

dz

dt
= f3(t, x, y, z),

⎧⎨⎩ x(t0) = x0,
y(t0) = y0,
z(t0) = z0,

� t ∈ [t0, T ]�

�
	�
���� �� 
����� ����	� ������ �� �� !"�# " ��$	���	���
���� ������������	�	 %�	&� '()*+, ��� -#*./0)* ������� �����12��
	%
��	�3

f1(t) := · · · f2(t) := · · · f3(t) := · · ·
x0 := · · · y0 := · · · z0 := · · ·
t0 := · · · T := · · ·
Given
f1(t) = 0 f2(t) = 0 f3(t) = 0
x(t0) = x0 y(t0) = y0 z(t0) = z0⎛⎝ x

y
z

⎞⎠ = Odesolve

⎛⎝⎛⎝ x
y
z

⎞⎠ , t, T

⎞⎠
4����	 ��	�	�	��� ��	%�	���	 $	������� &	�&
����� �������

$
���� ������ ���&��� ��� $�
������� �������� 4 
��������� ��
$	������ 
������ � ���� ��&�	
����&����

4 &������� &	�&
���	�	 $
���
� 
����	�
�� 
������ $
�����2��
������ 	 &	��%���� � ���� ������� ���� �
������� $�
�	�	 $	
�&��
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���� ���

��� ����� ��	
	� 
�	 ������� y1(t) = y(t) � �	�	�	�	��	 ���	���
������ ������ � y2(t) = y′(t) � �������� ���� �	 ������  ����	�
����	� 
�! ����	��� � �������"������� ��
	

⎧⎨⎩ y1′(t) = y2(t)
y2′(t) + 2by2(t) + ω2y1(t) = ae−0.01t sinμt, t ∈ [0; T ],
y1(0) = 0, y2(0) = 0.

# ���� ����	 ��������� $
	� ��	�� ��	
%��� ��
�
&'������ ������		
�'&
ω := 0.1 μ := 0.2 a := 10 b := 2 T := 4000
()*+,
y1′(t) = y2(t)
y2′(t) + 2 · y2(t) + ω2 · y(t)�a · e−0.01·t · sin(μ · t)
y1(0)�0 y2(0)�0(
y1
y2

)
:= Odesolve

((
y1
y2

)
, t, T

)
&'���� ������		
�'&
-���� �.�	��� ������� 
�� �	�	�	�	��� y1(t) � �������	� y2(t)

����� � "���������� �� ��	�	��� /����� �	�	�	�	��� �����
�	� �
��	
.
��� �	0	��	��
1���	 �.������	������ $���� ()*+, ��� 23+456*+� � 789:;83 ������

	�. 	�< ��� ������� �����.	 ��"����%� �	0��� "�
�� 1�0� 
��
�$.����	��.! 
���	�	�������.! ����	��� ����	��.�� �	��
����
=> Y := rkfixed(y0, a, b, N, F ) � ������� �	0�%��� "�
�� 1��

0� 
�� ����	��� �	����� ����
�� ��� ����	� n ����	��� �	�����
����
��� "�������.! � ���������� ��
	� ?	0	��	 ���	�����	��� �	�
��
�� ?��	�1��� �	��<����� ����
���
@> Y := Rkadapt(y0, a, b, N, F ) � ����� �	 ������ ��� � ABCD+3�

������ �	0	��	 ����"��
���� � �	�	�	��.� 0�����
E> Y := Bulstoer(y0, a, b, N,D) � �	0	��	 "�
��� 1�0� 
�� ����

�	��� �	����� ����
�� ��� ����	� , ����	��� �	����� ����
���
"�������.! � ���������� ��
	� ?	0	��	 ���	�����	��� �	��
��
F���0��G�	���
H���	��. 
���.! ������ �"����%��
y0 � �	���� �������.! "���	��� ������� ������ � ����	 a�
a � �	��� ������� �$������
b � ������ ������� �$������
N � ����� ��"$�	��� ���	"�� [a, b]�
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F � �������	
 �����
� �	�	��	
 ��	��� �	��� ����	�����	��
���� ��	�����
 ��� ������� ��	������� ���������� ����� ���������
������ ����	�	�� � ����������� ��	�������

Y � �	���	� � ������� ������ ������� �	 ��
��
 �������	��
	������ 	 � ���������� �����	 ��������
 �	�	�������	���� ���
!���� �	�	�� ��!�� "	�� ��
 ��	�����
 ������� ���
��	 �	���	 Y
�����#�� ��	 �����	� ��
 ������� ��� ��	������ ������� ���
��	
� ��� �����	� � �	� �	����

$ �	������ ������	 �����%���	��
 ������ &'()*+ � ,'-+-./ �	��
������� ��!���� �	�	�� ��!� 012�34�

f(x, y) :=
ex · y2

2
y := 1 Y := rkfixed(y, 0, 1, 5, f)

Y =

(
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 1.124 1.326 1.698 2.581 6.857

)
Y := Rkadapt(y, 0, 1, 5, f)

Y =

(
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 1.124 1.326 1.698 2.582 7.097

)
5�	����	
 �����%�	�� �	���� ������ &'()*+ � ,'-+-./ � ����

����������� �����%�	�	�� 012�64� y(1) =
2

3− e
= 7, 09929356� �� ���

���� ��� ����	
 �����
 �	7� ����� ������ �����%�	��� ����� �����
�������� ������� � 8-/9:-+ �������� ��7 ����� ���
�� �������
�	��	������ �	 ��!���� ����������� ���������	�%�� ��	����
���� 5����� ��� ������ � �����%!�� ��;7��� ���	������ ������
�	�� ��#�� ���������%� �	#	� �	 ������ ���� ��� <=>*&/?@A=:/BC=�
D�� �������� �������	����� �	�������� ��7 ��� ������� �����	�
��	������ ��
 ��!���
 ����������� �	�	� ��!� ���� �	� �	���	��
�� E#7���� F ����������� ���������	�%�� ��	�������

G4 Y := stiffb(y0, a, b, N, F, J) � ��!���� #7���� ������ �������
D����!	�H���	�

34 Y := stiffr(y0, a, b, N, F, J) � ��!���� #7���� ������ �����
��� I��������	� J�������� �	�	������ �	��� ������ 
��
���

�	���	 J(t, y)� ����	�����	
 �� 
����	�	 0����� ������4 � ������
�	 ���������� �� x 0��	��� ������4� J������ ��!���
 #7���� 
������ �� ��
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dy1
dx

= f1(x, y1, y2, · · · , yn),
dy2
dx

= f2(x, y1, y2, · · · , yn),
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
dyn
dx

= fn(x, y1, y2, · · · , yn).

������

� �	
	����� �	����

y1(x0) = y01, y2(x0) = y02, · · · , y1(x0) = y0n. �������

��� ������� ����	������� �	�	
� ���� ����� ��	
	�� ��� ����!�
"#�$%�� ���� �	&�#���� ��������$# ���&�	�� ������	
' 	 �	���
���	�� "#�$%�( ��' ���	(!#( �	�	
# )��� �����' ������ �������
*#�&�+)#��	 
���,���&� �����$	 ��
������ -�!�� ��� "#�$%�� ��.
������� ���			� �
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�� ��� �� ��
�� ����� �' &�� � ���� 
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���� �	���#( �	����	(��� ��	�� 
	��� �����+
�' �� ���� �$��$	 + ����	 ��$�� "#�$%��' 	 � ������ �$��$	 
/ ��	
���� ��$�� "#�$%�� ��� x = x0' � 
������ �$��$	 / ���
����������' ����(!���� 	�&#������ ��$�� "#�$%��' �	
	�����
��	
���� x = x0' $���
��� ��	
���� xend � �	& 	�&#����	 step� 0
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���  ��� �������! " ��������
������ ����	�������� �
����� �� �	� ������� 
�������� �����#
��������� �������� ��$ ��� ������� ������ ���� �	� 
��������
������� ������� %&! !

������ %&!'� ������ ��	�
� ����
y′′ − 4y′ + 3y = ex, y(0) = 0, y′(0) = 1.

� � � � � � �(
)����� ������������� �������� ��	
������ �����(

y =
(
3e3x − (2x+ 3)ex

)
/4.

*����� ������ 
�������� � ���� ����	��������� ������ ��
#

�������� ������� �������({

y′ = u,
u′ = 4u− 3y + ex.

����� ���������	

����� �
�������������	

����� �������������	

+,�������� ������� �� 	�� ������� ������������ ������� 	���
��������� !����� 
���� ����� !����	��� � !���� �!���� � 	��"
�� ������������ ��������� #$ %& ��
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���� ����� #' 
(& � ��)����� ������� * ���������� � ' 	 ( � ��)� ' (+ ������"
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% y′′ − y′ + x2 y = sinx �& '" y′(0) = 1 y(0) = 1
( y′′ + 2y′ + 210 sinx = 0 �& (" y′(0) = 0 y(0) = 1
' y′′ − x2y′ = x4y + xy �&) % *" y′(0) = 1 y(0) = 2
+ y′′ + 2xy′ − y = 0 �& *" y′(0) = 0 y(0) = 1
* y′′ + x3y = y′ �& '" y′(0) = 0 y(0) = 1
, y′′ + 0, 2y′ + xy = 0, 3 �& *" y′(0) = 4 y(0) = 2
- y′′ − x2 y = y′ �&) '" y′(0) = 1 y(0) = 1
. y′′ + x2y = y′ �& ." y′(0) = 0 y(0) = −1
/ y′′ − 0, 1xy′ + xy = 0 �& %&" y′(0) = 0 y(0) = −1
%& y′′ + y′ − xy = 0 �& *" y′(0) = 1 y(0) = 3
%% y′′ − 0, 3y′ = 1 �& *" y′(0) = 0 y(0) = 3
%( xy′′ − 0, 3y′ + x = 0 �% +" y′(0) = 1 y(0) = 2
%' y′′ − 2xy = x �% +" y′(0) = 1 y(0) = 1
%+ y′′ − xy′ = x2 �( '" y′(0) = 0 y(0) = 3
%* y′′ − x2y′ = x2y �& (" y′(0) = 1 y(0) = 0
%, y′′ − x2y′ + 4y = x2 �& '" y′(0) = 1 y(0) = 1
%- y′ + 0, 5x4y′′ = x2 �% (" y′(0) = 0 y(0) = 1
%. y′′ − 0, 1y′ + exy = 0 ��( +" y′(0) = 1 y(0) = 2
%/ y′′ + (x+ 1)y′ = x ��% '" y′(0) = 6 y(0) = 1
(& y′′ + (x+ x2)y′ = x �& (" y′(0) = 0 y(0) = 3
(% y′′ − (x+ x2)y′ = 0 �& %" y′(0) = 1 y(0) = 2
(( y′′ − y′ + x3y = 0 �& (" y′(0) = 1 y(0) = 1
(' y′′ + e3xy = x2 �& (" y′(0) = 0 y(0) = −1
(+ y′′ + 0, 2e−2xy = cosx �& %&" y′(0) = 0 y(0) = −1
(* y′′ + x2y′ = cos 2x �& ," y′(0) = 1 y(0) = 3
(, y′′ + cosx · y′ = x2 �& +" y′(0) = 1 y(0) = 3
(- y′′ + cosx · y = x �& +" y′(0) = 0 y(0) = 3
(. y′′ + sin2 x · y + y′ = 0 �& *" y′(0) = 0 y(0) = 3
(/ y′′ + sin3 x · y = y′ �& '" y′(0) = 1 y(0) = 2
'& y′′ + (2x+ 3)y′ = 3xx2 �& +" y′(0) = 1 y(0) = 1
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���������� �	
	��	 ���	�� ������ �������� ������� ��� ����	�
��� ������ ������� �	����� ��������� ������� �  ����	�	 �����!�
 �����" ����#$�	�� " ���	�� %&'()&* � %&+,-&�

.�� ���	��� ��/��������/����� �����/����� " �������� ����
������� �	����$ ���	�$ ������� ��	$0�$ ��������	���	 �	
	��	⎧⎨⎩ y′′ − 4y′ + 4y = e2x, 0 ≤ x ≥ 1,

y(0) + y′(0) = 1,
y′(1) = 2e2.

1���	��	 ���	��� ���	�� � �	�������� � ����	��	� �����
�� ������� � �������� �� ��233�4�	������ �	
	��	 ������	����
������ ��5�� �	��� �������#6

y =
(1
2
x2 − 2

7
x+

3

7

)
e2x.

7 ������ �����	 p(x) = −4, q(x) = 4, F (x) = e2x,
αa = 1, βa = 1, αb = 1, βb = 0, γa = 1, γb = 2e2�

8��	�	� ��������� � ��������� � ������ ����	�����	� ����$�
�	�� "  ���������#� 	 /����� 8�� ��������� �������� ����	��
����� ��5�� ���������#�

���
��
����	� ������� 	 �� !"�#�
9:������ ������		
�:9
9:���������
� �������� �����
� �������
� ��������:9
αa := 1 αb := 1 βa := 1 βb := 0 γa := 1 γb := 2 · e2

9:�������� �������� ��������� y′′ + p(x)y′ + q(x)y = F (x)�:9
p(x) := −4 q(x) := 4 F (x) := e2·x

9: ����	���
 ������:9

a := 0 b := 1 n := 10 h :=
b− a

n
9:��� �������
� �������� �����!���	
� ��� ����������� ���"

����:9
i := 0..n j := 1..n k := n− 1..0
9:#
�������� ������� �����
$ ��������� ������ :9
xi := a+ h · i
9:#
�������� �������� a, b, c � f � �������$�� ����������	�

�����	
 ����%�
$ ����&��������$ ��������% ����;!��:9
ai := 2− p(xi) · h bi := 2 · h2 · q(xi)− 4 ci := 2 + p(xi) · h
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fi := 2 · h2 · F (xi) b0 := βa · h− αa c0 := αa
f0 := γa · h an := −αb bn := βb · h+ αb fn := γb · h
�������� ��� �	
��� �������� ��
��������	��	 ���������� ��������	�
�����

L0 := −c0
b0
, K0 :=

f0
b0

Lj :=
−cj

aj · Lj−1 + bj
, Kj :=

fj − aj ·Kj−1
aj · Lj−1 + bj

������
��� ��� �	
��� ����������
yn := Kn yk := Lk · yk+1 +Kk

���	��	
��	���	 �	�	��	���

yt(t) :=
(
0.5 · t2 − 2

7
· t+ 3

7

)
· e2·t
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max
i∈[0,N ]

|yN2i − y
N/2
i | < ε,

�! ε ' �������� 	�����
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∂2U

∂x∂z
+

(
∂U

∂y

)3

= 0;

(
∂z

∂x

)2
∂2z

∂x2
+
∂z

∂x

∂2z

∂y2
= z2; ������

∂U

∂x
· ∂3U

∂y∂z2
−
(
∂U

∂x

)2

= z3;
∂3z

∂x2∂y
− ∂z

∂y
−
(
∂z

∂x

)2

= 0. ������
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�������� ����'0�� �������+�� ���������

������ ���%� ��
������ �
������ �� �������

z = (x2 + y2)
1/2

�������� ��	
�����
∂2z

∂x∂y
= 0�

�����������	 f

(
U,

∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z
,
∂2U

∂x2
, · · ·

)

�������� ��
�
�� ��
�����	�


� ��
���� U � � ����
�� ��������
��� ��� �
� ��� �������� ����

f

(
U,

∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z
,
∂2U

∂x2
, · · ·

)
= a1(x, y, z) ·U+a2(x, y, z) · ∂U

∂x
+a3(x, y, z) · ∂U

∂y
+ · · · ,

 � ��!�����
�� ai(x, y, z) �� ������	 
	 ������ U � �� ��
���
�����



������ ��	 
������ ��������������� ��������� ������� ������ ���

� � � � � � �� ��	
�� ������ �������
���
∂2z

∂x∂y

����	

��������

∂z

∂x
=

x

(x2 + y2)1/2
⇒ ∂2z

∂x∂y
= − xy

(x2 + y2)3/2
.

�������� ���������� ������ �������
��� �� ����� ���� ����

������� ���� �� x � y!" 
����� ������� �� ������� ��������

���������
∂2z

∂x∂y
= 0#

$�� ������� ��������� ������� ������	 �������	" ��� ���%���
��� ��������	
 �������� � ������
� ��	���	���
��

������ &'#(� ��	������� ����� �� ������ z = z(x, y)� ���
����� ����	� xz − ln(yz) = 1, ��������	
 ���������

1

y

∂z

∂x
+ z

∂z

∂y
= 0.

� � � � � � �� ��������" ��� ����%� �������
�%�
∂z

∂x
�
∂z

∂y
��

�������" ��
����	 ������ ���������� F (x, y, z) = 0" ����
������
�� ���������

∂z

∂x
= −

∂F

∂x
∂F

∂z

;
∂z

∂y
= −

∂F

∂y
∂F

∂z

���
∂F

∂z
�= 0. �&'#&!

) 
����� �������� F (x, y, z) = xz − ln(yz)− 1" ��*�����

∂z

∂x
= − z

x− y

yz

=
z2

1− xz
;

∂z

∂y
= −

− z

yz

x− y

yz

=
z

y(xz − 1)
.

��
������ ��������%� �������
�%� � ����� ���� ����������+�
��������" ���������

1

y

∂z

∂x
+ z

∂z

∂y
=

1

y

z2

1− xz
+ z

z

y(xz − 1)
= 0,

�# �# 
����� ������� ������� ����+����� �����
,���+� ���������#
) �����������% ����� �����	��� ��������� � ����% ����

����
�% ����� ������ ���	�����������
 ��������	�����
# ���



��� �����	 
�� ������ ���������������� ��������� ������� ���	���

���� ������	
�� ��
������ ��� ����� �����
� �������
� � ������

���
���	�� ��	�� ���
���� ��� �� ���
������� �����
�� � �� ��

���
������� ���������� ��� � ������ ���������� 	
�������
�

����� �������
� !�� �
	�� 
� ����������
� �������
�� ��	�����

�
� �
�� ������ ���
���	�� �� �	���� 
� ��"�������#
∂U

∂x
= f(x, y, z)⇒ U =

∫
f(x, y, z)dx+ F (y, z);

∂2U

∂x2
= f(x, y, z)⇒ ∂U

∂x
=

∫
f(x, y, z)dx+ F (y, z)⇒

⇒ U =

∫ (∫
f(x, y, z)dx

)
dx+ F (y, z)x+ $(y, z).

%	��� ����� ������ f ������������ ��	����� �����
�� � �����
�

�
 F 
 $ & ���
������� �����

 '��	���������� ����� �����
�

�������
� � ������ ���
���	�� (�"� ����	�� 	����� ��	������

�	�� ���
�������) �����
)� *�"� & 	�� 
 � 	 

������ +, -� ������ ��	
�����
∂2U

∂x∂y
= 0.

. � � � � 
 �#

/����	��������� 
���"�
��� �������
� �� ��������� x 
 y� ���

������
∂

∂x

(
∂U

∂y

)
= 0⇒ ∂U

∂y
=
∫
0 · dx+Φ1(y) = Φ1(y)⇒

⇒ U =
∫
Φ1(y)dy + F (x) = Φ(y) + F (x).

0��
� �������� �����
�� 	����"� �������
� ��	�� �����
�#

U(x, y) = Φ(y) + F (x)� "	� F 
 Φ ���
������� �����

 �	��� ���

�������� 1����	�� ������
�� ��� 
 �������	�������#

U(x, y) = Φ(y) + F (x)⇒ ∂U

∂y
= Φ′(y)⇒ ∂2U

∂y∂x
=

∂

∂x
(Φ′(y)) = 0.

0��
� �������� ���� ������� 	
�������
����� �������
� �

������ ���
���	�� ����	������� � ��������) 	� ���
�������

�����
�� � ���	���������� ��	���
� � ���� ����
������� ���������

�����
� 2��� �	��
�� �������
�� �	�� 
� �����
�� ��	� ������

�
�� �������������� ����
�� !�
�
 �����
��
� ��� ����
��� �����

)��� ��� �������� �������� 
�
 "���
��� �����
� 

'����������� 	
�������
����� �������
� 
 ����������� 	��

����
������ �����
� ������� ����������	����� �	�	��� /�
 ����

	�����
������ �����
� 	���� ��������������� �
�� �������
� 




������ ��	 
������ ��������������� ��������� ������� ������ ���

�� ����� ����	�	�
 ���	� �������� �����������		� ����� ����	��
	�
 ����	�
 ������ �� ���� �������� ��� �	� �����
� �� ���� ����	��
������ ���	� ���������� �	�
��� �� ������
������ �����
��
�������	�����	�
 ������� ������
 ���	����		�� ����	��� 	� ���
���	� �����
��� �� �� ��	�����	�� !������� 	��������
 ���������

����	�������� "� �!��� ������������� � #�������  ������� ����#�
#����#�	�  �������		�� ������� $��������	�� #����#�	���� ����  �
����  ��������
�� ��	!� � ���	!� �����!� �����
�!� �� ���#�
��		�� �������

$��#� ��
 	�����	�
 ���	����		��� ����	�
 #�	#���	�� ����
����	�����	�� ������ 	��������� � ��������  ��������	�� �!	#�
���� ����
��� � ����� ����	�� �� ����		�� �� ��	�����	�� !����
���� % ��!��
�� #���� ����� ����	�� 	���� 	������	�� ����	��
#�	#���	�� �������	�����	�� ������ �����
 �  ������ �����		��
��������

����� ����� 	 
����� �����	� ����	�	������

�������	� ������� �������

��	�
�
������ ��	����
�� ������� ������	 ��� !���	�	���  ���
����  ��
�#�� ��	��	�� ��	�������	�  �������	��� 	��������
 !����
	�	�� ����&

a1(x1, , . . . , xn, U)
∂U

∂x1
+ · · ·+ an(x1, . . . , xn, U)

∂U

∂xn
= b(x1, . . . xn, U).

'()�*+
,�#���� ��� ����� ����	�� -���� !���	�	�
 ���� ����  ��!���

	� �  ������ 	�#������ ������� ���#	���		�� �������	�����	��
!���	�	��� ,���.� � ��!��� ��!�  �����		�� -���  ������ ����	�

����� 	���
�	!� �����������#!� �	��� �������� ,!��� 	�#�����

��#���
 �!	#��
 z = z(x, y) ������� �� ��!� ���!��	���� % -��� ��!�
��� !���	�	�� '()�*+  ����� ���&

P (x, y, z)
∂z

∂x
+Q(x, y, z)

∂z

∂y
= R(x, y, z). '()�/+

0!	#��� P � Q� R ������� 	� �����	��� � ��������������� ���
����� � 	� ���	��� 	!�� ��	������		�� 1��������� ��#���	��  ���
� #�����	����� P � Q� R&

F̄ = P (x, y, z)̄i+Q(x, y, z)j̄ +R(x, y, z)k̄. '()�)+



��� ������ 	
� ������ ���������������� ��������� ������� �������

�����������	 
�� ������� ������ ���������� ����������
������� ��� ���� ���������� ��� ��������� ����� !��"� ���� �#�#
����� ����������� � ������� � ��$%�� ����� ���&� �����������
������� F̄  ����%���&��� �� ������ �������������� �������

dr̄ = dx ī+ dy j̄ + dz k̄,

����������"� � !��� ������ � ������� ���� F̄ 	

dx

P (x, y, z)
=

dy

Q(x, y, z)
=

dz

R(x, y, z)
. �'(#)*�


���������� ������������ �� ��������� ����� ������&��� ���+
������� ������������� ��� ���������� ������� ���# ���# ,)�#

F

N

���� ��� ��������� ��	
��

-�������� ����������� ����%������� ��� ��� �. ������ �������
N̄ � �&��� ����� ����"������ ������ ���� F̄ # /������� ����"�����+
����� %�� �������� �������� ��������� ��& �� ��������"� �����+
��%����	

N̄ · F̄ = 0.

0��� ��������� ����������� ��%�.��� ��������� z = f(x, y) �� 
��� �������� ������ ������� ����� ����%�����	(
∂z

∂x
,
∂z

∂y
,−1
)

1 � ���%��������� N̄ =
∂z

∂x
ī+
∂z

∂y
j̄−k̄ � ������ F̄ ·N̄ = 0

��������� ��%	

P (x, y, z)
∂z

∂x
+Q(x, y, z)

∂z

∂y
−R(x, y, z) = 0,

�#�# z = f(x, y) %����������� �������& �'(#��#



������ ��	 
������ ��������������� ��������� ������� ������ ���

����� ����	��
 ������������ ������� ���	���������� �������
��� ������ �	����� ����� ���� ��������� �������� ������!� "��
��������� "��� ������
 	� �������� ��#$$�%������ ���� ���� �����
������ &� "��������� ��	!��'�� ��������	�
�� �����������

��������� �������
��� ��� ������!� "��������� ���� �!( ��������! �	 ������

�!� �����
 � "������ ������� ��������� ������ ����� � ��� �'�
)��*

�+� ,�������� ������ ����+-� ��!�������!�  �$$����%���(�
�!� ��������� ������!� �����
 ��	!�����' �������������

����� ��������
�.� /��� ��  �� ��	������!� "���!� ��������� #�� �����!*

ψ1(x, y, z) = C1, ψ2(x, y, z) = C2, ����++�

��	!����!� ����������� ������������� �����! ����+-��
&� ��(  ���"������������� �������� ��������� ������
�!� ������

�0� 1! ����� "���	���(�!� ����	�� � ��"������������� ���
������
 ����������� "���	���(��' 	��������( ��� � "��
�������� C1 � C2* 2(C1, C2) = 0
 � � 2 3 "���	���(���
$���%��  ��� "�������!��

�4� 5���'��� �	 #�� 	��������� "������! C1 � C2
 "�������
������� ��������� �������� ������!� "����������*

2 (ψ1(x, y, z), ψ2(x, y, z)) = 0. ����+.�

����� ����	�� ��� �� ���� �������� ���� ���� �������
���
 	�����)�� � � ��� "���	���(��� $���%�� 2�

��������� ���+� ���� �������� ��������	 z = f(x, y) �����
���� � ������ ���� ���������� U(x, y, z) = 0� � ����� ������

����� ��������� �������
�
∂U

∂x
�
∂U

∂y
�
∂U

∂z
� ������ F̄ · N̄ = 0

��������� ����

P (x, y, z)
∂U

∂x
+Q(x, y, z)

∂U

∂y
+ R(x, y, z)

∂U

∂z
= 0. ����+0�

���������� 	
� ����� ��
������� ���
��� ���������������� ��������
������� �� ���
�! �" ��#�����  �������  ��� ��!��� ���$����
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� ������ ���������������� ��������� ������� �������

��������	 
����� ������� ��������� ������ ����� �������� �
��������� ��������  ��!���������� �����!"���� ������� ������	��
���#� ������������� ����$�� �!����!�� ��������	 ��������

������ ���%� ������ ��	
����� a
∂z

∂x
+ b

∂z

∂y
= c� �� a� b� c �

�����������

& � ' � � � �(  ������	�� )�����������*����� ������� �����+�(

dx

a
=
dy

b
=
dz

c
.

,-����� !�� ���������) !�

����.�����) ��������	

bdx = ady � cdx = adz.

���������	� ����*���� *�� ����� ��������� ���� ��������	 )�/
������������ ����� ��!(

bx− ay = C1 � az − cx = C2.

0-1�$ �������� ��)�!���� ��������	 ����*����	 � ��!�
2(bx− ay, az − cx) = 0� �!� 2 3 �����������	 
���.�	�

, �����'"���� ������������ z ��!� �-1�$ �������� -�!�� �����

��!( z =
cx

a
+ ϕ(bx− ay)� �!� ϕ 3 �����������	 
���.�	�

0!���� ������������	 ���-���.�	 !�

����.�����) ������/
��$ ����� ��)�!���	 �� �� ���) �������)� ����!� ���!��� �������/
�������	 �������� ���$����� ������.�$�

4���
a1
b1

=
a2
b2

= · · · = an
bn

= t� �� ��� ��-) k1, k2, . . . , kn -�!��

k1a1 + k2a2 + · · ·+ knan
k1b1 + k2b2 + · · ·+ knbn

= t.

������ ���5� ������ ��	
������ (z+y−x)∂z
∂x

+(z+x−y)∂z
∂y

= z�

& � ' � � � �(  ������	�� )�����������*����� �������(

dx

z + y − x
=

dy

z + x− y
=
dz

z
.

6�� ������������ ���-���.�� ����*����	 ���!��1�� �-�����(

dx+ dy

2z
=
dz

z
⇒ d(x+ y) = 2dz ⇒ x+ y = 2z + C1 ⇒ x+ y − 2z =



������ ��	 
������ ��������������� ��������� ������� ������ ���

= C1 ⇒ −dx+ dy

2(x− y)
=
dz

z
⇒ d(x− y)

x− y
= −2dz

z
⇒

⇒ ln |x− y| = −2 ln |z| + lnC2 ⇒ (x− y)z2 = C2.

����� ����	
�� ������	� �
������� ����� ����

Φ(x+ y − 2z, (x− y)z2) = 0.

��� ��
�������� �����	� 
������ �
������� ������ ����������
 ����! ����������!�"� ������ � �����

Φ1(x, y, z) = 0, Φ2(x, y, z) = 0. ����#$�

%
������� ����#$� ��
�����&� ����& � �
��
�����' ����&��&(
� ��
�������� ����
������'  �������"� )���� �
����������

*����� ����+����� 
������ ��,,�
��-���!��	� �
������� ������'
���������
�&��	� ������� ����#$�' �� "�����  ������ .����

/�����
���0� 
������ �
������� ������ �����  �������� ����#$�
� ������ ����+����� ��0��
��� ����
�����' �
�������� ��
� ��(
��&' ��
��������& �
��������� ����#$�� 1 )��� ����� ���� ����(
����� ����" ����#2� � ����+����� ��
�0��
���0 ����##� � ����"
�
������� ����##� � ����#$��⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ψ1(x, y, z) = C1,
Ψ2(x, y, z) = C2,
Φ1(x, y, z) = 0,
Φ2(x, y, z) = 0,

����#3�

�0�&���� ��
�����"� x' y' z � �������  �������! ��+�� C1 � C2�
Φ0(C1, C2) = 0�

*��! 40 5 0��0
����� ��� �
�� ���!���� ,��0-��� 6����� 
���(
��� �
������� ������' ���������
�&��� ������� ����#$�' ��������
���� �0�&����� �������"� C1 � C2  �����!& ��
�"� ����	
����
����##��

Φ0(Ψ1(x, y, z),Ψ2(x, y, z)) = 0. ����#��

���  ����� .��� �
�������� ����&��� ���
��� �����������
� �������������

������ ���� �	

� 
�����
���
 �
�
��
 � ���
����� ������
��� ������ Φ1(x, y, z) = 0, Φ2(x, y, z) = 0� 
�� ��� ������ �	

�
�
��
����� ���������� ����
����� � ����
 �
 ���
�� ������
�
����� !��
�������� ���
������ "�
�
��
 ������ ����# �$���
��
�� �� ������
������ �
�

������ �������� ������ 



��� �����	 �
� ������ ���������������� ��������� ������� ���	���

������ ����� ����� ����	�� 
���	�	�� x
∂z

∂y
− y

∂z

∂x
= 0 
������

��������� 
�������� x = 0 z = y2� ������� �����
 ������

� � � � � � �	 
�������� ���������������� ������	

dx

−y =
dy

x
=
dz

0
.

����� ⎧⎨⎩
dx

−y =
dy

x
,

dz = 0.

���������� ������� ��������� �����������{
x2 + y2 = C1,
z = C2.

��������� �  �� ���� ���������� ��� !�����"� ��#������$%

�"� ������� ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x2 + y2 = C1,
z = C2,
x = 0,
z = y2.

&����������$�� ��������� �!  �' �����" ��������' #������%

�"� x� y � z #������� ���� ��������� C1 = C2� 
��������$��	

z = x2 + y2�
(���� ����!��� ������� �������� #��������$ ������� #�����%

������� &�������� #��������� ������� � !������� ��))����*���$%

��� ��������� � ��#������$�"� �������� ����� #������$ #�����$%

���$ ������� !������

������ ���+� ����� ����	�� 
���	�	�� a
∂z

∂x
+ b

∂z

∂y
= c 
������

��������� 
�������� x = 0 z = f(y)�

� � � � � � �	 , #������ ���- �"�� ��'���" #���"� �������"

bx− ay = C1 � az − cx = C2� ��������� �  �� ���� ���������� ���

��#������$�"� ������� x = 0� z = f(y) #������� ������ ��"�.�

��������' � #�$� ���!����"��� �������� �! #��������' �����"



������ ��	 
������ ��������������� ��������� ������� ������ ���

��� ���������� x	 y	 z	 �
���� 
��� �������
��� ����� ����������
�� C1 � C2	 af(−C1/a) = C2� �
�������� � ��� �������
��� �������

C1 � C2	 �
����� af

(
ay − bx

a

)
= az − cx�

������ ������� ����
� ����� � ���
� �����

z =
c

a
x+ f

(
y − b

a
x

)
,

��� f  �������� !���"���

��������� #$�%� ������ �����	
 �������	
 ����� ��	 ������	�
������� �����	
� ������ ������ �������������� ���	 !������
 �	�
�	
 
��
���
 ����"���	��	"�� �������	
 ����� 	�	 "������
 ���
��"���	��	"�

&��� ���'����� ����� ����
���( �
���)�
���	 ��
)
��*�( ����
����(	 �������( ��������������� ������������

x = ϕ1(t), y = ϕ2(t), z = ϕ3(t), +#$�,-.

�
 �������
��� /0(C1, C2) = 0 
����������� �
�����
��
� +#$�,-. �
+#$�,,. � ����(����� ��������� t �� �
��������� ��������

	
���
 #$�0� #���	 	���$������% ����������� �������	

z

x

∂z

∂x
− z
y

∂z

∂y
= 1 ������
&�% ����! �	�	%' x = t y = t z = (2t2−1)1/2�

1 � � � � � ��

xdx

z
=
−ydy
z

=
dz

1
⇒ xdx

z
= −ydy

z
� − ydy

z
=
dz

1
.

2���������	 �
����� ��������� )�������������

x2 + y2 = C1 � y2 + z2 = C2.

�
������� �����
 x	 y	 z �) ��������� ���� t	 �
�����

t2 + t2 = C1 � t2 + (2t2 − 1) = C2.

3������ t2 �� ����
�
 � ��
�
�
 ����������

t2 =
1

2
C1, t2 =

1

3
(C2 + 1).

�����������	 �
����� �������
��� ����� C1 � C2�

1

2
C1 =

1

3
(C2 + 1).
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������ �� �	��
���� ���
���� ��������	��� ������� ��	���
���� �	������� ���
�����

1

2
(x2 + y2) =

1

3
(y2 + z2 + 1)⇒ 3

2
x2 +

1

2
y2 − z2 = 1.
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���

P (t, x, u)
∂u

∂t
+Q(t, x, u)

∂u

∂x
= R(t, x, u). "#$�,%&

' (��� ���
���� ������ ��������� t - 
���+ x - ���	����)
	�
���� �������+ u - �	�����  ���!���
.����������� �	��
��+ 	��
�/�	� ��� ����*���� �����

��������� ������+ ���	�
���� ���
���� "#$�,%&+ ��������	� ��
�������� � ������� �	���������

�������� ������� 	�	���� 
 ������� 
 �����)���� ����� 
��)
��+ ��/ 
	�� ��� t = 0+ ������� �	�����  ���!���

������� �	�������� ������� ���������	� 
 ���+ ��� �����
���)
	� ������� (���  ���!�� �� �����)���� �����! ����	��+ 
 �������
�/�	� ���� ��  ��!������� ������� 0�����+ 
 ������� ������
������ �������� �	��
�� ����
��	� ������ ����� 1	�� ������	�
� ��������+ � ���
� �	��
��+ �� 	���
�	�
��/�� ��  ��!�)
������ ������ ����
��	� ����������
2�		������ ��������� ���
��� 	 ��	�������� ��(  �!����)

�� P = a > 0+ Q = b > 0+ R = 0�

a
∂u

∂t
+ b

∂u

∂x
= 0. "#$�,$&
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�� ������� 	
�� ����� ��� ������� ����� ��������� ������������

����� ������� ������ �� ������� � V =
b

a
������!

u = f

(
x− b

a
t

)
. "	
�#$%

&� ��������� "	
�#$% ��'�� �����'���  ��� ��������� ������(
����)�� �������� ��� ��������� "	
�*
% ��������!

+,-,., /� ������ ���� ��� ������ ��� �� � ����� �)�� ����(
�����!

u(0, x) = ϕ0(x), −∞ < x < +∞. "	
�#*%

+,-,., //� 	
������ ������ ���� ���������� ����� �)�
�������!

u(0, x) = ϕ0(x), 0 � x � +∞; "	
�##%

� �������)� �������

u(t, 0) = f0(x), t > 0. "	
�#0%

�� ���� 0#1 ����� ��� � ������ 2��� �������� ������� 3���4��
� ���5��� ������������� t > 0 ������������ ��� ������� ���������
"	
�*
% ��� ������)5 ��������5 3���4�� u �� ��� x� 6 ���������
������ "���� 0# 7% �������� ������� 3���4�� � ������ ���������
(t > 0, x > 0) ������������ ��� ������� ��������� "	
�*
% ������(
��������� ����� �)� �������� �� ��� x � �������)� �� ��� t�

&������)�� ������� �� �������5 ������'��) 5�������������
x − (b/a)t = C = 89:;<� 2�� ����� �� ������� "	
�#$% �� 5��������(
����� �������� 3���4�� u ��5�������� ��������)� � ����)� �������(
��������� �������� u �� ��� x ��� ��� t� =���� ������� ����� �)�
����)� ������)� �� ������� [x0, x1] ��� �������)� ����)� �����(
�)� �� �������5 [0, x1] � [0, t0] �������� ���� 5������������ � ������ 
D � ������� ������ �������� >��� � ������ 2��� ��� ������� [x0, x1]
� � ��������� ������ ��� �������� [0, x1] � [0, t0] 3���4�� ϕ(x) = 0
� ψ(t) = 0 �� � ������� D � ������ ������ 3���4�� u ���'� �����
����� $ �)�� 5������������� x− (b/a)t = x0 � ��'� 5�������������

�����������	
�� ����� ��
���� f
(
x− b

a
t
)
���������� �� ������ ��
����

f(x) ������ �� ������ 
� ������
�
b

a
t� ���� ��������
��� �� ������ �� ������

��	�
b

a
�
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D

x

t

xx0 1

��� ������  ���

t0

D

x
x1

t

0
��� !"������	 #�����

 ���

���� ��� �������������� 	�
��� ���

x − (b/a)t = x1� � �� ������ ��	�
� ������������ ���� ����������
����� x− (b/a)t = −(b/a)t0 � ��� �������������� x− (b/a)t = x1�

���� �� ������� ������� �������� ��	���	� � !������ �
��"##�$���� �

a
∂u

∂t
+ b

∂u

∂x
= c, ����%&�

�� �� !�� ��� ���' � �� ������

u =
c

a
t+ f

(
x− b

a
t

)
,

�� ���( � �������������� x − (b/a)t = )*+,- ����.��� !������� ���
��
�� u− (c/a)t� � �� � #��$�� u  �������

/������ ������� � #����� !����� ������( ���������� 
���������� 	����
��� /������ !������ �!������� �����
�� !���
$����� ������� � ���!��������� 
����$ � ��0������
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 �������� �������� �� ��

�� !
�����
� �����" #�
���� ��	��

��� ����
�
�� !
�����
 ������"$

������ �%�&� z = y ln(x2 − y2);
1

x

∂z

∂x
+

1

y

∂z

∂y
=

z

y2
�

������ �%�'� u = arctg
y

x
;

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0�

������ �%�(� u = cos(x− y) + ln(x+ y);
∂2u

∂y2
=
∂2u

∂x2
�

������ �%�)� u = arcsin(x+ ay);
∂u

∂y
= a

∂u

∂x
.

������ �%�*� u = et sin x;
∂u

∂t
+
∂2u

∂x2
= 0.

������ �%��� u = cos(xy) + y2; u
′′
xx + u

′
y + y2u = y4.

 �������� �������� �� #�
���� z = z(x, y)� ����

�� 
���
 !
��
����
� �����"� �
��+���� ��##���
�����
+ ����
�
�� !
�����
�

+ ������"�

������ �%�,� z2x−yz+x2 = 0; z
′′
xy(2xz−y)+2xz

′
xz

′
y+2zz

′
y = z

′
x.

������ �%���
z

y
− x

z
= 1; z

′′
xy − z

′
x + z

′
y = 1.

��	��� ����
�
�� ����� 
����������

+ �
��+�����
���

������ �%�%�
∂2u

∂x2
=
x

y
.

������ �%�&-�
∂3u

∂x2∂y
= 1.

������ �%�&&� y
∂u

∂x
= x+ y.
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������ ������
∂2u

∂x∂y
=

x2

1 + y2
.

������ ������
∂2u

∂x∂y
=

y

1 + y2
.

������ ������
∂2z

∂x∂y
=

y√
1− x2

.

������ ������
∂3V

∂x∂y∂z
= xzexy.
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���� ���(�'3�� 
��� (n,m) ���	� �-��

4��� �	��������
� � ������&��� 	���'3�� ������	���%�� ���!
�������" � ��� (n,m)(

∂u

∂t

)n

m

=
un+1
m − unm

τ
+O(τ), �56�.�

(
∂u

∂t

)n

m

=
unm − un−1m

τ
+O(τ), �56�,�
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(n,m-1) (n,m) (n,m+1)
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(
∂u

∂t
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=
un+1
m − un−1m

2τ
+ O(τ 2), ������

(
∂u

∂x

)n

m

=
unm+1 − unm

h
+O(h), ������

(
∂u

∂x

)n

m

=
unm − unm−1

h
+O(h), ������

(
∂u

∂x

)n

m

=
unm+1 − unm−1

2h
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∂u(t, x)

∂t
= lim

τ→0

u(t+ τ, x)− u(t, x)

τ
;

∂u(t, x)

∂x
= lim

h→0

u(t, x+ h)− u(t, x)

h
.
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(
∂2u

∂t2
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τ 2 +
1
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(
∂3u

∂t3
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τ 3 + O(τ 4),

un−1m = unm −
1
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∂u

∂t
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m

τ +
1

2!

(
∂2u

∂t2

)n

m

τ 2 − 1

3!

(
∂3u

∂t3
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m

τ 3 +O(τ 4),
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(
∂u

∂x
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m
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1
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(
∂2u

∂x2
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m
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1

3!

(
∂3u

∂x3
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m

h3 + O(h4),

unm−1 = unm −
1

1!
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∂x
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m

h+
1
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(
∂2u

∂x2

)n

m

h2 − 1

3!

(
∂3u

∂x3
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h3 + O(h4).
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a
un+1
m − unm

τ
+ b

unm+1 − unm
h

= C, m = 0,±1,±2, . . . ,
n = 0, 1, 2, . . .

u0m = ϕ0(mh), m = 0,±1,±2, . . .
�% �(!
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Cτ
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n = 0, 1, 2, . . . .
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a
un+1
m − unm

τ
+ b

unm − unm−1
h

= C, m = 0,±1,±2, . . . ,
n = 0, 1, 2, . . .

u0m = ϕ0(mh), m = 0,±1,±2, . . .
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m − unm

τ
+ b
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m+1 − un+1

m

h
= C, m = 0, 1, 2, . . . ,

n = 0, 1, 2, . . .
u0m = ϕ0(mh), m = 0, 1, 2, . . .
un0 = f0(nτ), n = 0, 1, 2, . . .
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bτ
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Ch
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, n = 0, 1, 2, . . . , m = 0, 1, 2, . . .
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Ch
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������ ����� x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z.

������ ����� y
∂u

∂y
− x

∂u

∂x
= −u.

������ ���-� ex
∂u

∂x
+ y2

∂u

∂y
= uex.

������ ���5� (x2 + y2)
∂u

∂x
+ 2xy

∂u

∂y
= −u2.

������ ���6� (x+ y)
∂u

∂x
− (x− y)

∂u

∂y
= ux+ uy.

������ ���2� (x+ y)
∂u

∂y
+ (x− y)

∂u

∂x
= 0.
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∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= 0;

{
z = 2x,
y = 1,

������ �� !� x2
∂z

∂x
− y2

∂z

∂y
= 0;

{
z = x2,
y = 1.

������ �� "� y
∂z

∂x
+
∂z

∂y
= 2xy;

{
z = 0, 5y2,
x = 1.

������ �� #�� yz
∂z

∂x
+ xz

∂z

∂y
= −xy;

{
x2 + y2 = 4,
z = 0.

������ �� ##� xz
∂z

∂x
+ yz

∂z

∂y
= 2;

{
y = z2,
x = 1.

������ �� #$� x
∂z

∂x
+ z

∂z

∂y
= y;

{
y = 2z,
x+ 2y = z.

%�	��& ����
�
�� ����
����

������ �� #'�
∂u

∂x
+ (2ex − t)

∂u

∂t
= 2x; u(x, 0) = x2 − e2x.

������ �� #(�
1

t− x

∂u

∂x
+

1

x

∂u

∂t
=

1

2x
; u(x, 0) = lnx.
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'���� ���������� ��		�
��������� ������ � ������������
���
���
��� ����

Lu = f, ()*�*+

,�� L - �������� ��		�
��������� ���
���
# �
��������� �
	������ u# � f - �������� �
���� �����# �� ����
.�/�� u� 0�����
()*�*+ ������� � ��1� ��� ��		�
��������� �
�������# ��� � ���
���������� ������� 2� �
���
� �������# ��� � ��������� ���
���� "��� 33 ��� ���
���
�� L � �
���� ������ f ���
�����������
�����/�� ��
�.���� 4

Lu =

⎧⎪⎨⎪⎩
a
∂u

∂t
+ b

∂u

∂x
, 0 � x � +∞, 0 � t � +∞,

u(0, x), 0 � x < +∞,
u(t, 0), 0 � t < +∞,

f =

⎧⎨⎩ c,
ϕ0(x), 0 � x < +∞,
f0(t), 0 � t �< +∞.

5 ������ "��� 3 � Lu � f ����������� �������� ��
��� � x �����
���� � ����
��� (−∞,+∞)�

�� ����,�� � ������� ()*�*+ ��		�
��������� ������ ��.�� �
����������� �� ��� 
��������� ������ �������� � ������������
���
���
��� ����

Lhu
(h) = f (h). ()*�6+

0���� Lh �������� ������������ 
��������� ���
���
# �
����
�7���� � ������� �������� 	������ u(h)# f (h) - �
���� �����# ��



������ ��	 
������������� � �������� ��������� ���

���������	 u(h)
 ������ h � ���
�� ��������� ��� ����	��� � ���
��
��������	 �����	� �� h


� ������� ������� �������� ��������	 ��	 ���� � ����� ��!
��� ����������"� #�������	 ���
�� ��	 ����� ��$
���%

Lhu
(h) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a
un+1
m − unm

τ
+ b

un+1
m+1 − un+1

m

h
,

{
m = 0, 1, 2 . . . ,
n = 0, 1, 2, . . .

u0m, m = 0, 1, 2, . . .
un0 , n = 0, 1, 2, . . .

���
&�

f (h) =

⎧⎨⎩ C
ϕ0(mh), m = 0, 1, 2, . . .
f0(nτ), n = 0, 1, 2, . . .

'������������� ����� �� �� ��������	 ��	 Lhu
(h) � f (h) � ��	

���� �����(��� ������������� ���������� ����

)��������� �����( ������ � ��������� �������� *#�+� 
 ,#��(

������	 �������	 �������	 *#�+�	 f (h)� ����������	 �� ��������
��������� #���� (tn, xm) ��������� �������	 f

(h)(tn, xm)
 -��������
��� �� ��.�� # *#�+�� f ���� ����� h� �����(# �� #��������(
������(� ��� .�" �� ����� ��������� τ = τ(h)� � ����������(���
���� Dh � �������� �� �� �������� *#�+�� � ���"� �������	���	
����� ���������� h
 /�	 ��"� ���0� �������( 1�# *#�+�� � ��#!
"� ������� *#�+�� ϕ(h)� ������� �� ��� �� ��������� #�����
�#��� ���������(� � 1�� ������(� �� ��� �������� ��������(
���������
 2����������� ��� �����0�� ��������	 ����� 0��( ���"�


3� ���"�� 0#��� ��������( ���� ��������� �� ����� ������ 
"����
 4���� ������ "���(� sup

n,m
|fh(tn, xm)| ������� *#�+�� f (h)

���������	 ���0��(.�� �������� ���#�	 1�� *#�+��� ��	��"� ��
���� #���� ����
 ������ ��	 sup

n,m
|fh(tn, xm)| �����5���� �0������!

���
||f (h)|| = sup

n,m
|fh(tn, xm)|. ���
6�

4��� �0������ ����� �����	�	
� ��#� �������� *#�+� f (h) �
ϕ(h) ��#" �� ��#"� 	��	���	 ��������

||f (h) − ϕ(h)|| = sup
n,m
|fh(tn, xm)− ϕh(t

n, xm)|.

�������� ||f (h)|| 	��	���	 �0�0������ �0������� �������� ���!
�� �� � ����� ��������( #���������	�� ������.���	�%







��� ������ 	
� �������������� � ���������� ���������

��������� 	
� ��� �� 
���� ���������� τ = τ(h) 
�� 	
� ���
h→ 0 τ → 0� �� ������ �	������ 	
� ||δf (h)|| → 0 ��� h→ 0�

�������� ��������� ���� ����
 ������� ���������� �� ������
!
��� �"��� ��#�$� �� ������� u ��%%���� ��&'��� ����	� (���� � ��!
	�&'��� ��&��� ���������� �� "���
� �&����
�&'��� ������ ����!
��&��
�� 
�&'�� ���&�	��� ��)�� ��%%���� ��&'��� � ������
���
���������� *���
�&�� ������� ��%%���� ��&'���� �������� [u]
 ������
��� �������� ��#�$� � �	�
��� ��#���� ��&�	��

a

(
∂ [u]

∂t

)n

m

+ b

(
∂ [u]

∂x

)n

m

= C + O(τ) + O(h).

*����&'�� [u] �&��
�� 
�	��� �������� �+,�-.�� �&����
�&'���

a

(
∂ [u]

∂t

)n

m

+ b

(
∂ [u]

∂x

)n

m

= C.

/���� �������� ������
��� �������� ���&�
����
�� � 
�	��!
�
'0 O(τ) + O(h)� 
��� ������� ��%%���� ��&'��� ����	� (��� [u]
���&�
����
 ������
��� �"��� ��#�$� � �������

δf (h) =

{
O(τ) + O(h)
0

.

/���� �������� ��%%���� ��&'��� ��������  ������
�������
���� �"��� ����&�)1����� ������� ����	� (��� �������������
��
� ����� �������� �� h � �� τ � 2 �����&'�� ��	�&'��� ��&��� �!
��&��0
�� 
�	��� 
� � �� ��%%���� ��&'��� ����	� (��� ������!
�������
�� ������
��� �"���� ��#�$� � ����� �������� �� h � �� τ �
��� ��������� � ���������
� ���������� �� ��&���
'0 �
����
�� � �
�"��� ��#��#�� ������  ��&'������ �� ������ 	
� ��)�� 3
��� �"�!
���� ����
�� ���� ����&'��� �
&�	��� 4�����&� �������� )� ��!
����� ������� ������05�0 ��� ������ ����	� (��� �"���� ��#�����
��&�	��� 	
� 3
� �"��� �������������
 ������
������0 ��%%����!
 ��&'��0 ����	� � ����� �������� �� τ � 
���� �� h� � �����"
�"���" ��#��-�� ��#��.� ������ ���������� �� �	����� ���0
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��� �� ������&�&� ������� ���������� �� ��" ��1���"
�"��� 6&� 3
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�
�	�� �����
� ���
�
�
�05�� � ����
�� %����&� /��&��� ��" ������� ������05�" ��!�� ������ �����!
����" �" ������
���� ���&������ � ������&�
' �&�������  ����	��
���05�� ������'��� ������� ���������� ��� ��
���� � ������&��
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������� �������	
��		 �	�����	������ �����	 ���������� ���

�� � ���
� ������� ����� �����	� ������ � 	��������	
 ������
�	����	 ���������� ��
� � ������
� 
� ���� �����	
�

����� ����	
����� ���������� ����

����������� � �!	 ���������� �	
�� ����� ������
��� ������
������ 
��� ���
������ �������
����
 ����� h0 � δ� �� �
 ���
�!� ��"�� h < h0 � ��"�� ||ε(h)|| < δ !��������� ��#���

Lhw
(h) = δf (h) + ε(h), "� �#$

�����
���� �� ��#��� ����� #�"���
��
�  �!���� ����� ������
���
ε(h)� ��

� 
#�����
���
 !
$
��
 w(h)� �� ������

�� �� !
$
���
u(h) �
������%���� ��#��� ����� �� �
������ &�� '�� w(h) − u(h)�
�#���
���!����� �'
� 


||w(h) − u(h)|| � C1||ε(h)||, "� �%$

(#
 C1 ) ����������� �
 ��������� �� h�

&�� ������	 �������� ��� 
��� ���
�'�	 ������ ����	
�����	 "� �($ ��	���	� � 
���
� ���
�'�	) �*�	� u(h)�

+ ���		 ���������� ��
� ��� 
� �� ��
���	� ����������
�� ����)'�� ���
�, *��� !��������� �	
�� ����� ���!� �����
!�
� #�&&
!
�'������� ��#��� ����� �� !
$
��� u � ��!�# �� hk �
���������� �� !
$
��
 !��������� ��#��� u(h) �	�#���� � �
� �

��!�# ��  !
$
��� [u]h #�&&
!
�'������� ��#��� �

||
[
u
]
h
− u(h)|| � C · C1h

k, "� � -$

(#
 C � C1 ) ������ �	�#���
 � ������$
��� ���+� � ���,��
.� /��� ���
� ����� ���� �������� ��� ������ ��� #��

��(�� ���"� ����������� "�#
� �� !
$
��
� �����
���
 �� �������
��
��� !��������� �	
�
� �	�#�����  ������� !
$
��� #�&&
!
��
'������� ��#���� ����� ����������� ����
!��	� ����
��� �� !���
������� �	
�� ���!� ����!���
� �� ������!�	� ����
#����� 
% ��
�������������0����	�� ������� �������	
��		� ��� 
� �	��	�
�������� 1���
���	
 ����� ��� 
���� 	��������� ��
� �� ������
�	������ ��� �����	��� ��� ��� ��2	��� �� 
��� ���
�'�	�� ����
�	
� � 3 �����) ����� f (h)�



��� �����	 
�� ��������������� � ���������� ���������

���������� ��	�
�� ��������� � �����
����� �	� ������� �����

��� � ���� ���������� ����������� 	��������� ��!� �������
��  	�������� �"# �����$� %�	 �����&���� �����$ 
��� ε(h)

��'�� ������ ���"� ���"� �����&���� �������&� � ������
��� ���� ���� � �������� ��(��� ��	�
� )� �����&��� ��!��
�"� �"����" ��� ���"����"� �(���� ����!����� *�$������ �
��� ����$ ���
+�� � ��� 
���  �� ����� ����������� ���� ������
��	���� � ����
�"� 
���� ���
�&# ���� %� ,��� �����	��� �
���
�&# ��� ����!������� - ���	������ ��� ������ ������ � �����
���� ���� �	������������� ����
��� ."�����"� �(���� ����!���
�� ����
���� ��!�� �"� �����" �� �����&��� ε(h) �����$ 
���
���������$ �#��" ������� %� ,��� ����'��� !	� �������� �(���
� �����$ 
��� ��������"# �������$ � � ��,�������# ��������
�� Lhw

(h)� /� ���!	� ��!�� �"� ������� ������" � ������ 
��� 
����
��" � ε(h)�

0��� �������� 	�� ��!�� 
���" ����	��� � �������� � ����$�

��$ ���������� �#���� ����#�	�� ����� �����&��� � ��������
��(��� ��	�
  ��������� � ����+��� � u(h) �!���
���"� �
���!���
���� ���������� � ���� (���� (�!� h� . ������ ���
��
�#��� �������� ��
�������� ��$ � ���"� �����&���� � ���	����
��� ��� ����$
��$� �� ������ 1 ������$
��$� 0���� ����	������
������������ ���!	� ��'�� �"� �����	��� ,����������� �� �� ���
(��� . ���
� �� ��"�������"# 	��������� �"# �������$ ��
��(�� ������������"# 	��������� �"# �������$ � 
����"#
������	�"# �" ���� 	�������� ����� Dh�  ����$
���� �#��"
����	������� �� ��� �� ���
������ ���� ����"# �����  �����	����
��� ���� � # ����
��� � ���
+�� ��  # �����"� �������'�����
���� ������(���� (�!�� ���� τ  h�

����� �����	
���� ���
����
��� ���
���� �����

���
��� ������� ���	������ ����� ���
��� ������

. ���� ��������"# �#�� ��&������� ����#�	��� ������ ����$�

���� ���������$ �#��"� ���"������ �������� 	�
���� �
��
���
��� ���� �	���� �����
��&���� � ���	��&��2

��� ��� ���� ���
������
����� 
� ������ ����� ���� ���!�
����!� � ���������"��� �# 
�$���� ��������" � 
�$���� ������
������! ��%%�
��&���"��!  ������ ����������� ���� �����"  ��
�������� ��� 
� �����! ����� ��������� �����"  ���������
��� ��%%�
��&���"���� �
�������'



������ ��	 
������������� � �������� ��������� ���

(n+1,m)

(n,m)(n,m-2) (n,m-1) (n,m+1) (n,m+2)

τ

���

(n+1,m)

τ

(n,m)

(n+1,m+1)

(n+1,m+1)(n+1,m)

(n,m+1)

���

���� ��� ������� �	


������� �	� 
����� �� ������
��� ���� ���
��� ��� ���� �������� 
������� �

���	������� �������� ������� � ��  ��
�� ����� u−(c/a)t =
= f (x− (b/a)t)! �������� "�	����
 ������� u − (c/a)t ��#����	��
� ��$ #���"	���	�"� x − (b/a)t = const� %! �� ���	�$��! ����
&� ��� � "�"��'���� 	��" (tn+1, xm) n + 1'�� ���� ��� ��	�� &��'
���� ������� u − (c/a)t � 	�� 	��" �� � 
��� ���� ⊗! ��&
"�	��
( ���#� �	 #���"	���	�"�! ���#� ���� � ������	�����
(
	��"
 n+ 1'�� ���� ����� )*� ������	$ &��������	�  ��  �++��,�'
��$���� 
��������� - ����� �#� �*.�/� ���� � 	��" (tn+1, xm)
��� ��	�� �� &�������� � 	��"�# (n,m) � (n,m+1) ������	$ &�'
�������	� ��&���	��� �#���! �	� ���	������	 ����
 ����(! �

����� 012 � �������	��! � �� ���	�$��! �#�� 3������ �����

����"4  �� 
������� �����)� �����(	�� �
�	�������

%& ���� )*!5 �� ��! �	�  �� �#�� 3���� ����� 
����"4 �*.�6.�!
��� h � (b/a)τ ! 	� 	��"� ⊗ ���������	�� �7 
 	��"��� (n,m− 1)
� (n,m) �! �� ���	�$��! � ���	����� ��
�� ��� h < (b/a)τ �#��
�
�	������! 	�" "�" 
����� 012 ��� �	�� � �������	��! 	��"�
⊗! �& "�	���� ���#� �	 ��+����,�� � (n + 1, m)! ��#� �	�� �� �	'
�&"� [(n,m− 1); (n,m)]� 8� 7 ���� ����� ���� �  �� ����� �#��
� ,�	���$��� ��&���	$( �*.�66��

������	��� 	��$ ����� ��&���	�� �#�� �*.�6�� � �*.�6)�! ��'
���$&
��  �� ����� �������� &� ��� 0���� %& ���� )*!9 �� '
��! �	� 
����� 012  �� �#�� 3������ ������ 
����"4 �*.�6��
�������	��! ��� h < (b/a)τ ! �! �� ���	�$��! ��� h > (b/a)τ �#��
�
�	������� - �#� 3���� ������ 
����"4 �*.�6)� 	��"� ⊗ ���



��� �����	 �
� �������������� � ���������� ���������

����� ����	�
�	�� 
���� τ/h � ����� b/a 	������� ����� ������
������� � ������� ������� (n+ 1, m) � (n,m+ 1)� �� �����������	��
������� ��� �� ��	���!

"�#	���	�� ������ � ������� ������ ��� 	� �� ��	����
	�����$���� � 	� ����� �� ���#������ ��  �����	� ��
�	� #��
���� � 	���������$ ���	�����! %�	��� &�� ������� ����� ��
�
	����������� 	� 	� ��������	��! '����� �� ������� ������� ���
�� ��	�	�� ����� ���#���� � 	�����$������!

��	��	��  ������� ����� 	� ����$������� ����� ����  �������
	� &�� �����	����	�  ���� 	� ���	�  �������� �������! (� &����
	��������� �  ��)���� ��
�	� #����� �	���� ��#����	�� �  �����
����� ������� �� �	� ����	���		�� ��� 	�����	���		� ��#�������!
*  ����� ������ ����� ����� 	������������	�$ � ����� ��#�����
	�� �� �����������	�� ����$����$� �� ������ + 	�����$����$! ,���
�� ���#���� ����� 	�����$����� � ���	�
�	��� 
��� ��
�	�� 	� ���
��� �������� �� ���  ������� ����� 	����� ����������	�$ ��������
� ��������$�������$ �� ������$� ���  ������� � ��� 	�#��������
 ��� ��	�	�� #	���	�  �����		�� � ��������������� �����$	���
#����
�	�� -������. ������  ��������! ,�������		�� ��� ���������
	� ���� ������		�� #���	�� � ����$������� �����		�$ ����� �� ���
������	�  �������� ������� 	� ��� ������� ����� 	� ������� #�
���� 	� �� ��������	��� ���� �� ���#���� ����� ������� 	�����$�
����$!

/� ��� ����������� ��	� ��������  �#������� ��������� 	� ���
���	�� ������ + &�� ������� ���! "��������� ��� ��	� ��� 	�#�����
��� ������� 0�$��	�� ������� ����� 	���������� � ��������	��
�������� ����$������� �����  � ��	�
�	�� � ��#����	�� � �)��
���	��� ����! 1 ���� ����� ���#������ 	�����$����$  � ��	�
�	��
� ����� ��#����	��� �� �	�� ������	�� 	�����$���� � � ��#�����
	�� ����� ������ ����� ������� �������� � ��� ��		�� ��#�����
	�! "�#	���	�� ����	�	� -23!4523!67. ����� 	���	����	���� �
��#����	�� ��
�	� ����� ������������ ��	����	��� ����	�	��!
(�$��������	�� ����  ��������� ������ unm � ����	�	� -23!4523!67.
unm+δu

n
m� ��  �������� u

n
m ������������ ����	�	�� -23!4523!67.� ��#�

����	� ����� ������������ ��	����	�� ��#	���	�� ����	�	��8
�� ����� 9 ����$ �	�$ ������: -23!4.

a
δun+1

m − δunm
τ

+ b
δunm+1 − δunm

h
= 0, -26!66.



������ ��	 
������������� � �������� ��������� ���

��� ����� 	��
�� �
��� ������ �������

a
δun+1

m − δunm
τ

+ b
δunm − δunm−1

h
= 0, �������

��� �
��� ����� � ����������� ���������  � x �������

a
δun+1

m − δunm
τ

+ b
δunm+1 − δunm−1

2h
= 0, �����!�

��� ����� " ��
�� ���
��� �����# �������

a
δun+1

m − δunm
τ

+ b
δun+1

m+1 − δun+1
m

h
= 0, �����$�

%& �������& ��� ����� "��
�� �
��� �����# �����!�

a
δun+1

m − δunm
τ

+ b
δun+1

m − δun+1
m−1

h
= 0. �����'�

(����%��� 
���)��%�� � ��%������� 
%��

δunm = λn · eiωmh, �����*�

��� i + ��%��� ��%�%��& w + ,������ 
���)��%�& λ + 
 �-)�� ��,��
��� ������� ,%����

.,�
%���& ,�� �� ���
�� 
�������� ���� (n = 0) 
���)��%�&
� ���������� /������ �����*�& �
������ ������%,���%� ����-��%��
� ,������� ω % �� �%����& ��
���  � ����� ��%�%��0

δu0m = λ0eiωmh = cosωxm + i sinωxm. �������

1��%� �-�����& ��������%
����� ����,� 2�3% � ��,������% ���4
���% �������� 5�����
��� �����*� 
 �����4�%-� ��
���%� ��� 
���4
)��%� ������6����'�&  ��,%� ��� � �������%� �� �%��� λ ��� ��4
��
����� ��������%��%,����� ��
���%��

����������� ���$	 ���������� �	
�� �����
��� ���������
�� �����
��� � �����
���� ��
��������� ��� ����� !" 
��� �#�
h → 0" τ → 0 #
�
��
 	�#���
#�����
����� �#��
��� ����$���
��#����
���� �� ������" ��
�

|λn| � N, �����7�

��
 N % �������
 ������

8�
���%����� �����7� ����
����
�

|λ| � 1 + cτ, �����9�

��� c +  ���������& % ����
����� �����
� &
������



��� ������ �	
 ��������������� � ��������� �������

����������	
�� � ������� ��������

|λn| � (1 + cτ)T/τ � lim
τ→0

(1 + cτ)T/τ = ecT � N

��� ������ �	
�
� t = nτ = T �
�
��
�	�
�� �����
 ���������� �
����� ������
�� ��� ����

�
���� ����
�� λ� ��	
�
��
��� ��	���
	���
��� �	���
�
�
��� ������ ω� �� �����
����� �������� λ ������ �	����
����
�	��� 
������� 	����� �  
��	�� � �����
 ���	���� λ = 0�

!	��
�
� � ����"�� ������ �
����� ���
�����
 ���������
�� 	������	
���� ��� ��
�� !	 #���� ��� �	����� ���
� ������
τ = rh� r = $%&'(�

)�
�� *+,�-. / ������� ��	�� 
������

!������� *+0�01. � �	���
�
 �����"
�� *+0�00.  ���	��� ���
�
� �� λn · eiωmh� ������ ��	���
	���
���
 ������2
�
 ��� λ3

a
λ− 1

τ
+ b

eiωh − 1

h
= 0.

4����� �	 τ = rh

λ(ω) = 1 +
b

a
(r − reiωh). *+0�5,.

�� �����
����� �������� λ 	�� *6-�7.� ������ ��	
�
��
��� 8�	�
����� *+0�5,.� �	 ��
�
� ω �	��
��
� ��	������� 	����� (b/a)r
�  
��	�� � ����
 λ = 1 + (b/a)r *�����	.  � �	 ���� r �
 �	�
����
�� �	��� 
������� 	������ 9����
 �
����� �
 �������
��
�� � �	 ���� : � ��
�����
����� ��
�� *+,�-. ����
��� ���������
�
���������� ; ����� ��� �� �������� 	��

� ��� ���	����	�
�
�88
	
� �����
 �	���
�
 *1<�56. � �
	��� ��	����� �� h  τ �
	
2
�
� �����"

�� � 	
2
�� �88
	
� ������ ����� =�2� ��
#��� ��
�
 �
 ���
� ���� �����
�� � �	 ����� ������2
� 2����
r = τ/h� =����� ��� �� ���� ��� #��� ��
�� �
 �������
��� 
�
�������
 �����
 =>?�

)�
�� *+,�0,. / ����� ��	�� 
������

!������� *+0�01. � *+0�05.� ������ ��	���
	���
���
 �	���
�
�
 ��� #��� ��
��3

a
λ− 1

τ
+ b

1− e−iωh

h
= 0,



������ ��	 
������������� � �������� ��������� ���

1+ b
a r10

λ

���

1+ b
a r

λ

0
1

���

λ

11-r
0

���

���� ��� ���������	
 �������	����	 ����� ������� 
��

��� ������ 	 �����	����	 ����� ������ 
���� ������

�������� ��	���
� ��� τ = rh ���	

λ = 1− b

a
(r + re−iωh). �������

�� ����������� �������	� λ 	����� ������������ ������� ��������
��� ��������� ω �����
��	 �������	 ������ r � !��	��� " 	����#
λ = 1 − (b/a)r� $��"����� �	� ���"�� ������� �����%� "&������	'
��� ���� (b/a)r � 1� τ � (a/b)h� ����� ()�*�� � �� "&������	��� ����
(b/a)r > 1� τ > (a/b)h� ����� ()�+��

,���� �������� �-��� ��.��.� �	����"� ��� ���	������� ��
�"
r = (τ/h) � (a/b) � ���	����"� ��� r = (τ/h) > (a/b)� ,� �� ���"��
�	����"��	� /	�� �-��& �&�� � ���"�� �� 012�

����� ���	� ��.���� � 
��������� ��������� �� x�
3���	�"�" �����%� " �����(� ������ -����	����	������� ��"�����

��� /	�� �-��&#

a
λ− 1

τ
+ b

eiωh − e−iωh

2h
= 0,

���� ������ � eiωh − e−iωh = 2i sinωh� ����!�� (( ������ �((��(��

a
λ− 1

τ
+ b

i

h
sinωh = 0.

4� /	�
� ��"����� �����

λ = 1− i
τb

ha
sinωh. �������

3�� �τ/h) = r ���� ����������� "������& λ ��"��#

|λ| =
√

1 + r2
b2

a2
sin2 ωh > 1. �����(�



��� �����	 �
� �������������� � ���������� ���������

����������	
�� ��� ���� ������� ������ �����
� 
� �����
����
� 
� ��� ����� r� ���� 
��������� ��� � !�� ���
�"�
�� "�#��
(τ/h) = r = const� ���� 
��!������� ������ $%& �����
���	 ���
(τ/h) � (a/b)� '�
���� ��� ��� h → 0 "�# �� �����
� �(��
����
������)��
��	
� h2� ��� ��� τ = rh2 �� ���������	
�� ���� �������
�� λ = 0 ����� ����**� ��� ωh = π/2 ����� �����	+

|λ|ωh=π/2 =

√
1 +

(
τb

ha

)2

=

√
1 +

b2

a2
rτ � 1 +

rb2

2a2
τ. ����*,�

- ����*,� ���
√

1 + (b2/a2)rτ �� �(��� ��"	 ��� ���
� ��(��.��

�� /��� 0�
�)�� � ��� �� ����
�� τ � 1( ����*,� ���
�� ��� ������
�����
� �����2� ��� ���� ������� ���(������ �����
�

�� ��� ��
��
�"�
�� "�#��+

τ

h2
= r.

3�� ������ ������� !���� .4����� ��� τ/h = r� ������� 
�
��(��� "�#� �� �����
� τ �� ���
�
�  "�#�� �� ������
��� h�
- ���4��� �� /��� ���� ��� ������
�� 
��!������� ���
��� ���!��
��� ����	(����	 ���
	 ����
	��� "�# �� �����
�� ���� ������

��
���!��� !��	"�#� �����
�#� �����
� ��� ��"�
�� (������

5������� �����	 � �������
� ���������� 
���
�� ����
����� �����*� 6 ������� �	
���� ������

5��� �����
���� �����2� � �����,� � ����7�
�� �������� ������
����������� ����
�
�� ��� /��� ����

a
λ− 1

τ
+ b

λ(eiωh − 1)

h
= 0.

'����� ��� τ = rh

λ =
1

1− b

a
r +

b

a
reiωh

.

5��� ����!��(���
�� 
������ ���

|λ| = 1√
1 + 4r

b

a

(
b

a
r − 1

)
sin2

ωh

2

.

5�� (b/a)r < 1 ��� τ < (a/b)h ������ �����
� 
� �����
�
�� ���
(b/a)r � 1 ��� τ � (a/b)h 6 �����
�
�� 8� .� ���� �� ����� �(
������ $%& ��� /��� �����



������ ��	 
������������� � �������� ��������� ���

����� ���	
��  ������ ������� 	
�����

������������������ ��������� ��� ���� ����� ������ �����������
��
	
 � � ��
	
!� � ����"����� #����

a
λ− 1

τ
+ b

λ(1− e−iωh)
h

= 0.

$�����

λ =
1

1 +
b

a
r − b

a
re−iωh

. ��
	%!�

����� �#���&��� ���������' ��� ���

|λ| = 1√(
1 + 2r

b

a
sin2 ωh

2

)2

+ r2
b2

a2
sin2 ωh

� 1.

��� �&#�� r	
(����)����� ����� �� ����� � �� ������& *+,	
-���� �#��.��' ����������� ��� ����/���� ��.������� ����� ���

�������� ��������� �����)� ������� � ����������� ���00�1�����2
��	 � ����� .����� ������������ #���� ������������3���� ���.����3
������� �����	 4 �������&"�� ��.����� �� ������' ��� ��� ����2
������� � ��� ���)�� ��������� �������������� 0�.���	

5��� .����� ����������' �� ���6�� ���)� ���������� �������.�2
1��' �	�	 �����������&��� ����� ��.��"���� ��7����	 4 ���� ������'
���� ��#�����3 ����� �������� ���7�� ��������' ������� �����2
��& .����� � ����������� ���00�1�������	 8���3 �#���� ���3.�2
&��� ��� ��.������� 9����1���� .�����6������ ���00�1������:'
��)����� �������� ���������� ���00�1����� �������� ���������
.�����&��� �� .��������� � �����2��#� ����.���3��� 0���������2
��� �����' ��������6�"�� ����/���� �#�����	 8���3 ���� �������2
�����3 ��& �����������3 ��������� � ����������� ���00�1�����2
��' �����������&"��� ��.������ ������ ����/���� �#�����	 5���
� .����� ������ � ������� �������' �� ���6�� ���)� �����������&�
.����� #�. ���' �	�	 .����� *�7�	

4 ��.��3���� ������������ ����� ����.������� � ����"3& ��� ��2
.������)� 9����1��� ���6���� ������ ���6�����:' ������� .���&2
������ � �����&"��; ��� ��)� ���#� ����� ����7� ��#����� �� �����
��#� ������ ���6�����' ���#������' ���#� ��� ����7� ��#����� � ��



��� �����	
���� �����	� ��� �����	� ����
 ������� ����� ����

����� ������� �	�
��� ����� ����� �	��������� �	�
�� �������

��� ���
���� �
������ ��� ���� ��� �������� �	
����� � ���

��������� ��������������

 ��� �!	���" �������
���� ����� ��� �	�������� ���" ����

��
���� ��������� �	
������� � ����������� �������������"

����� !��# �����#��
�� � ��� !���� ������� ��� ���������

���� ������" �����
���� �	
������� ��	
��� ��	��� 
 ������

�	���
������ $��������" ��� ���!�� 
������ �������
��% �
����


����� ������ ������#�� �	� ������� � �����#��
��� ��
�� 	��

������� ����� &���� � 
�� ��" ��� �����#���� ��� ��
������ 	��

������� ����� 	������ �����	�����#��� ���" ������ !��# 


������� ������� ������ � ����� �	��
����� 
����� ��������

�� ���	�� 	�������� ���� �� ��	��������" �������
���#" ������

����#" ���!� �����# 	��!	�#�� 
 ���������� 	����#��� 	��'�

� �	
��#�� ������# �� �������#�

��������	�
� ������ ��� ������� �����
�����
	� ���
�
� 	��
�

����� ����	
���
��� ��������� � ������� �������

	���� ����� ������	�

(	� 	������ �����	�����#��� �	
����� 
 ������ �	����


����� ������� ����� ���!������ �	�����
�# ��	����� ��������
�

	������������ ���	���" �	��'� ��� ��������� !���� ������� 	��

���#�� ���!������ ����#��# ������� �� ����� h" �
�����
�
�	� ���� �!)�� 
���������� *�� ��������� �	��������� 	����#��

� ���!������ �����#��
�# +,-� *�� ��
	������� +,- ��.���
��

�� !��#��� ��������
� �	��	����� ���������
" 	��%.�� ����

����!���� 	��� *�� 	������ ��� ��	���� ����� 
�!	�# �%!��

���� �	��	���	�
��� � 
 	��� ����� ���� 	�	!���# ����

�	��	��" 	�����%.�� �	�
��'���� ��������	�������� ����� �


������%.�� �	�������% 
��������% ����������� 	������� �

���� ����� �	��	���	�
��� ���������/ 012345" 678982:" ;2352<"

=>>" ?2@2" A43B2< 12345" CBDE � ���� (	� 	�	!���� ���� �����


����
��% �	���������# ����
���� �	������� ���# ����� �	��

�� ����" ��.���
��� �	���� ���# F �	������# ���������	�
����

����	���� ����" ���%.�� 
��	������ �	�������� ����	����� ,



��������	�
� ������ ��� ������� ����� �����
	� ���
�
� 	��
� ���

����� ���	� 
�� ������ 
������������� ��
�� �� ��
�� 	�
���������� ������� �
������ 	 ���� ����� �������� ������ ���� �
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��+��
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�/0� ������� ��	��� 12� 3� 45� 467)

*��
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� ������ �������� ������	� 	 	�����
������� ������� ���� � !"�#$"  !"%&'"() .�� -��+� ��		�����
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∂u

∂t
+ (2et − x)

∂u

∂x
= 0, 864)49


������������� 
������ u(x, 0) = x�

: � � � �  �; <�	���� ��������	���	��/ 		���� ����������
��� 
������������� �������=

dt

1
=

dx

2et − x
=
du

0

 ����
� 
�� �����	��� ������ ���+���� -��= 		����) .�� -���
+� ������� 
�� �����	��� 
������������� ��������� ����
+���� �������  ������ ������ ���+���� 		����;

a)
dt

1
=
du

0
⇒ du = 0⇒ u = C1;

b)
dt

1
=

dx

2et − x
⇒ dx

dt
= 2et − x;

dx

dt
+ x = 2et. 864)59

>�� ���=��� 
������������� �������� �����+� ����
��) ?���
�� �+� ������ 	������ ��
� ����� �
����
��� ��������;

dx

dt
+ x = 0⇒ dx

dt
= −x⇒ dx

x
= −dt

lnx− lnC = −t⇒ ln
x

C
= −t⇒ x = Ce−t.

@����� � ���������� ��0�� ����� x = x(t) �
����
��+� �������
�� ������ ����������/ ��	������/ C �� �����	���/ �����/
C(t) 8A����
 ����� ����������= ��	������=B9) C���� ����,����
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���������� ��	 x
 �������� � �������� �������� �������� ������ �
����� ������� C(t)�

x = C(t)e−t ⇒ dx

dt
+ C(t)e−t =

dC(t)

dt
e−t.

��������  �� �!�"���� � �������� �������

dC(t)

dt
e−t − C(t)e−t = 2et − C(t)e−t ⇒ dC(t)

dt
= 2et ⇒ dC(t) = 2e2tdt⇒

⇒ C(t) = e2t + C2 ⇒ x = (e2t + C2)e
−t ⇒ x = et + C2e

−t.
#���� ������� ����!� ����$�� xet − e2t = C2.
%���
 ������	 u, x, t �& ������! ����!� ����$���� C1 = u


C2 = xet− e2t � ���'�!� ������� t = 0
 u = x
 ������� C1 = C2+1�
(��������'��
 ��)���� ����$� �������	 ����� ����

u(x, t) = xet − e2t + 1. ����*�

����� ������� 	
�
�� ������
 � �
��
� �
��������

��������
 �����

��������	��
�� �
� ��
�
��� ��� ������ � �������� ���������

����� 
�������	� ���������� ����� + ������� ������ ������'&���,
�	 &���� ����� %�	 ��)���	 ������� ����� �!-���� )-��� ��.��.�
/���!� 	��!� �$����0� �������� � �������� ��.��.� a = 1,
b = 2 · et − x, C = 0.

un+1
m = unm + (2 · et − x) · τ

h
·
(
unm−1 − unm

)
.

1��'�!� ������	 ������ ���� u0m = xm. #$�������	 ��)�����
&��� � �-���� x ∈ [0, 1]� %�	 ��)���	 ����������� &��� ���,
��� � �������!� ��������� 23456� ����������� ��-�� �-���� ����
� /7������� �������0� %�	  ��$� ��"�! 8����� � �&����
�-���$� ���� � ��)�� ����� ��	� +�� ��'���)�� �������	 ����&,
����� � ����� �-���� ������ + ������ ������ �	���� 9�� ��)��
&$���� �-��!� + 	����� 9� � :� &���!��� ����� h � tau
 ���,
��������8�� &���!���!� &�����	 � 	����� ;� � <�� + 	�����
;� � <� &���!��� &�����	 �������� ����� = � >?@� A������  ��
	������ %�	  ��$� 8����� �� 	����� ;� � ��������� � ���� /��	0
� �� ���� � ����� ������� �$�� ���
 $�� ���-�"���	 ���� ����,
8�� 	������
 ��)�� ������ ���� 	����� ��	 ���������� h ��� tau
� �"���� ����)� /2B>5C0� D����	�� �����' ����'� ������� +



��������	�
� ������ ��� ������� ����� �����
	� ���
�
� 	��
� ���

������ A3 ��	
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�� xm�
��� �����  ������ B3 	
��� �
��� �� � C3 	
��� ������� �h� �
������ D3 ������� = C3 + h� ��� ������� 	����� ��� !	�
��"�#
�� ����� �����	��"�"
�$ �� �����
 L3� ��� 	����� �"
� �������
"���%��
�� &���"��' 	� ������ D3 
 ����' �������� ���
  	��#
�� "
 "
� ���� �����
� (�
 ���� ������ 
���"��� 
� "� �
���
�� )� 
���� "� ���* �"�	�� ���
 
 ��"�� �+ 	��� �� �����

L3� ,���
 �����
"�� ���� 	� 	������"���""�� �����
"��� x �����
��� ��	��"�"
� ����
� �����
"�� ���� 	� ����""�� �����
"��� -
	�������� �"����
�"�� �����
�� � ������ A4 	
��� �� � ������ A5
# ������� � tau� � ������ A6 # ������� �A5 + tau 
 	����� ��� �+
�� �����
 A14� � ������% B4 
 L4. 	������� "����'"�� ����
�� ���
�����  �����
 B4 	
��� ������� � B3 
 	����� ��� �+ �� �����

L4� /�	��' �������� 	�����"
�� ����"
� "� n + 1 ����""�� ����
	�
 n = 0, 1, 2, ..., N − 1. ��� 	�����"
� ����"
� ���"�"
� 	���"���

"� ���� ���� ���"
�� ������
. ��� �		����
���

 	��
���"��
∂u

∂x
"���%��
�� 
�	��'����' 	���* ��"��"�* ���"���'�

un+1
0 = un0 + (2 · et − x) · τ

h
·
(
un0 − un1

)
.

� ������ B5 ��
� �����*&�* �������0
= B4+(2∗EXP ($A5)−B$3)∗ tau/h∗ (B4−C4) 
 	����� ��� �+ "
�
�� �����
 A14� ��� 	�����"
� ����"
� � "����""
% �����% ����

 ������ C5 ��
� �����*&�* �������0
= C4 + (2 ∗ EXP ($A5) − C$3) ∗ tau/h ∗ (B4 − C4) 
 	����� ��� �+
��� �� �����
 L5� 1���� ��	������ ����� 
 �"�� 	����� ��� �*
������ "
� �� �����
 L14� 2���"
� � ��% ����% ����
 	�����"��
/�	��' �������� 	������"
�� ����
�� ��"��
� U(t, x) 	�
 �
�#

�
���""�% �"���"
�% ����""�� �����
"��� t� /��� ����
�� ��"�#
�
� ��"�� 	�����""�� U = U(x, tn), n = 0, 1, ..., 10� 3�
""�����' ���#
�
�� "� ��"�� �
������� "� ���������. 	������ 	�����
� ����
�

����"
� ����� ��
" ����""�� ����� ��� ����� ������ ����"
� "�
"��+�"�% ����""�% ����%� �������� "��+�"�� �����
 � 	���� ��
��
"�������.  ������% "�%��
��� ����"
�  "��+�"�% ����""�%
����%� ��� �����"
� ��
% ����� "���%��
�� "� ��' ���
�� 4-56

. "� ��	����� �+. "� ��' ���* �"�	�� ���
 "� "�����% �����#
���% ������ 1����. "�%����' "� �*��� �����""�� ������. "� ��'
	���* �"�	�� ���
 
  ��"
���� ��"�����"�� ��"* !��
��&��
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A(x, y)
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∂2x
+ 2B(x, y)
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+ C(x, y)
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∂2y
+

+D(x, y)
∂u

∂x
+ E(x, y)
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∂y
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����
����
� x � y, � ��
���� �������
������ 
�+
�� ����� �� � *���
��� ��
���� ϕ(x, y) � ψ(x, y) ���, ���� � 
��� ������

� �����

�
�� %&'�() ���
	�� 
������� ������� ���� .�	 ����� ��� �� ����

� ���
�
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y2
���� 

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
,
∂2u

∂ξ2
,
∂2u

∂ξ∂η
,
∂2u

∂η2
�

��������� �� � ����
�
�� %&'�()� * ������������ � �������� ������
��
������
�	 ���+
� ��
���� ��������$

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
;

∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
;

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂u

∂ξ

)
∂ξ

∂x
+
∂u

∂ξ

∂

∂x

(
∂ξ

∂x

)
+

∂

∂x

(
∂u

∂η

)
∂η

∂x
+





��� �����	 
�� �������������� ��������	 ������� ���	���

������� ����� ��� ���� ����	 
����� z = ϕ(x, y) �	�� ���
������ ��������� ������ � �������� ������� G� ���� �!��� � !��
��������� ����	 ����������� ϕ(x, y) = C �	�� ��"�� ����������
��	��������� !�

��������#���� ���������$

A(x, y)(dy)2 − 2B(x, y)dxdy + C(x, y)(dx)2 = 0. ������

�	
��� �	��
	 �	��	���	���� ��
�� 	����	�� ���	� z = ϕ(x, y)
� ���� ��� ���! ����"�� �	
������ ϕ(x, y) = C � 	�#�$ ���%���
��� ���! ������� &�'��� ��� ��� ������� ������ 	� %	 (����
�� (dx)2�

A(x, y)(
dy

dx
)2 − 2B(x, y)

dy

dx
+ C(x, y) = 0. ����)�

&	���� ��  � �* (���� +�	%	 ��� ���!  ,����� ��!
dy

dx
= −∂ϕ

∂x
/
∂ϕ

∂y
�

A

(
−

∂ϕ
∂x
∂ϕ
∂y

)2

− 2B

(
−

∂ϕ
∂x
∂ϕ
∂y

)
+ C =

A
(
∂ϕ
∂x

)2
+ 2B ∂ϕ

∂x
∂ϕ
∂y

+ C
(

∂ϕ
∂y

)2
(

∂ϕ
∂y

)2 = 0,

��
 
�
 '	 ���	 �* z = ϕ(x, y) ��	 �� 	�!� ����"�� � '	+�	�� (��-
����� �� � ���*� .��	 �����	� ϕ(x, y) = C � 	�#�$ ���%���
��� ���! ������

/�� ��� ������ ���� �� �	�����	 �� ���)� ���, ���! ��������

��	��
�	��� ��������� ��� �	������� �������� ������0 	�	 ! �!�-
�! 	�,
�	 ��,� ��11��2�����,� ��� ���� '� 	%	 '	�!�
��
3�'��� %	   �� ����)� � ������ 	��	������	 dy/dx� '	��(��
� � ��11��2�����,� ��� ���!�

dy

dx
=
(
B(x, y) +

√
B2(x, y)− A(x, y)C(x, y)

)
/A(x, y);

dy

dx
=
(
B(x, y)−√B2(x, y)− A(x, y)C(x, y)

)
/A(x, y).

������

4�#� ���%���, ��� ���$ ������ ϕ(x, y) = C1 � ψ(x, y) = C2 ��-
�, ���! ���������� ���������	���� � 
�� ,� 	'��, ��, +����
��� ���!��� �  ������������� ��������� �������



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ���

�������� � 	
����
�� B2(x, y) − A(x, y)C(x, y) > 0 � ��
	�� D� ���� ��������

������ ��
����� � ������
� ��!�	������ � �� 	��"�#�� ���$
����� ������ ����� �� ��
���� 	���%	�� ��%	�����
&��  �'$
����	��' � ������	� ���������� 	�
����������	� ��
��

�� B2(x, y)−A(x, y)C(x, y) < 0 � ��
	�� D� (������� ������ ��$

����� � ������
� �� 	��"�#�� �� ��
�#�	� '��"
�'	����� ���$
����� ������ ����� �� ��
���� 	���%	�� '��"
�'	��  �'����$
	��' � ������	� ���������� ��
�������	� ��
��

�� B2(x, y)−A(x, y)C(x, y) = 0 � ��
	�� D� (������� ������ 	��$
"�#�� �������� ������ ����� ���� 	���%	��� ��%	�����
&��  $
�'����	��' � ������	� ���������� 
�����������	� ��
��

������ ����� �
������� ��
 ����������

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
,

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

) � * � � � �� (�������
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
�"�*�� � �����

a2
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
= 0� +
� ���� A = a2� B = 0� C = −1�

B2 − AC = a2 > 0� ,
������
&��� -�� �������� ��"����
���	'���

��"� (�������
∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
�"�*�� � ���� a2

∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= 0� +
�

���� A = a2� B = 0� C = 0� B2 − AC = 0� ,
������
&��� -�� ���$

����� "���
���	'��� ��"� +
� ��������
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0� A = 1�

B = 0� C = 1� ⇒ B2 − AC = −1 < 0� ,
������
&��� -�� ��������
-

�"����	'��� ��"�

� 	
��� "�������� '�-..�/������ A� B� C ��" �������� �
�		��������% ��
	�� ����� �����&	�� 0�� '' "���
�� �����
�		������& �������� ������� "����' 	 "�	�������� '�-..�/�$
������

����� �����	�
�� ��
��
� ����
�
�� ������� ����	��

� ��
�
�������� ��	�

������� ��������� 	�
����������	� ��
�� 1	
� � ��
	��D ���$
����� ������ ��"����
���	'��� ��"� �� ��� ����� �� ��
���� 	�$
��%	�� ��%	�����
&��  �'����	��'� ϕ(x, y) = C1 � ψ(x, y) = C2�



��� �����	 
�� �������������� ��������	 ������� ���	���

������� �����	 
��������� ξ = ϕ(x, y) � η = ψ(x, y)� ��������	
�	����� ϕ(x, y) � ψ(x, y) �������� ��������� 	�������� ���� !" ��

��#��������� 
��
∂2u

∂ξ2
�
∂2u

∂η2
� 	�������� ����$! ����� �	���

A

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

= 0,

A

(
∂η

∂x

)2

+ 2B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(
∂η

∂y

)2

= 0

� 	�������� ����$! 
�������� ����

2
∂2u

∂ξ∂η
A1 + F1

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
= 0,

%�� A1 �&����'�� ��#�������� 
�� 2
∂2u

∂ξ∂η
� (������ ������

∂2u

∂ξ∂η
"


��	'����
∂2u

∂ξ∂η
= )

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
. ����*!

+�������� ����*! ���������� �����������	 
����	 	�������� %�,

��&���'����%� ��
�� -��� �	����� u = u(ξ, η) �������� ��������
	�������� ����*!" �� u = u(ϕ(x, y), ψ(x, y)). ������� 	�������� ����/!

������ ����� ������� � ������������� ���� ���������
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
� ���������� ���������� ��������� ��������	 �������

0 � � � � � �� ����
���� 	�������� � ����� a2
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
= 0�

1���� A = a2" B = 0" C = −1" � � 
������ ����/! 	����������" '��
#�� 	�������� %�
��&���'����%� ��
�� �������� �����������'�����

	�������� ����2!� a2
(
dt

dx

)2

− 1 = 0� 0������� �%� ������������
dt

dx
"


��	'�� ��� 	�������� �����!� a
dt

dx
− 1 = 0" −a dt

dx
− 1 = 0" �����

�������" 
��	'�� ��� ����3���� ��4�������� �������������

+a
dt

dx
− 1 = 0⇒ a

dt

dx
= 1⇒ at+ C1 = x⇒ x− at = C1.

−a dt
dx
− 1 = 0⇒ −a dt

dx
= 1⇒ −at+ C2 = x⇒ x+ at = C2.



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ���

������� �����	 
��������� ξ = x − at � η = x + at � �������
������� 
���������� 
� x � t ����� 
���������� 
� ξ � η

ξ = x− at⇒ ∂ξ

∂x
= 1;

∂ξ

∂t
= −a;

η = x+ at⇒ ∂η

∂x
= 1;

∂η

∂t
= a;

∂u

∂t
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂t
+
∂u

∂η

∂η

∂t
= −a∂u

∂ξ
+ a

∂u

∂η
;

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
=
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η
;

∂2u

∂t2
= −a ∂

∂t

(
∂u

∂ξ

)
+ a

∂

∂t

(
∂u

∂η

)
= −a

(
∂2u

∂ξ2
∂ξ

∂η
+

∂2u

∂ξ∂η

∂η

∂t

)
+

+a

(
∂2u

∂ξ∂η

∂t

∂η
+
∂2u

∂η2
∂η

∂t

)
= −a

(
−∂

2u

∂ξ2
a+

∂2u

∂ξ∂η
a

)
+

+a

(
− ∂2u

∂ξ∂η
a+

∂2u

∂η2
a

)
= a2

(
∂2u

∂ξ2
− 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2

)
;

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

)
=
∂2u

∂ξ2
∂ξ

∂x
+

∂2u

∂ξ∂η

∂η

∂x
+

∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x
+

+
∂2u

∂η2
∂η

∂x
=
∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2
.

���������� ��������� ��������� � 	�������� ��������� ���	���

��	�����

a2
(
∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2

)
− a2

(
∂2u

∂ξ2
− 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2

)
= 0,

���	��
∂2u

∂ξ∂η
= 0. ���� !

"�������� ���� ! �������� ������������ #����� 	�������� ����$
����� ���	���

%�� 	�������� ��&�� ����&���	����� ��� 
���'� ��	 
��������$
���(�� ����&��������� 
� 
��������� ξ � η 
��	�����
u(ξ, η) = F (ξ) +)(η)� ������ ������	* 
���������	 ξ = x− at,
η = x + at� 
��	���� ��'�� ��+���� 	�������� �������� ���������
���+���� ,��������!�

u(t, x) = F (x− at) +)(x+ at). ����-.!

������� ��������� ����	
�����
�
 ����� /��� � ������� D 	���$
����� ����-! 
������������&� ��
�� �� ��� ����� ���� ��������� ��$
'�������� ������������� ϕ(x, y) = C� ������� �����	 
��������



��� ������ 	
� �������������� ��������� ������� �������

ξ = ϕ(x, y)� ������ ���	
�� ��� ������� ��������� � ��	�

���� �	���� ������ �� �������� �����

∣∣∣∣ ϕ′x ϕ′y
ψ′x ψ′y

∣∣∣∣ �= 0� ��������

��� ����� η = y�
��	��	� ϕ(x, y) �������� �������� ���������  !"�#$� 	%���&


���� ���
∂2u

∂ξ2
�  !"�'$ ����� �����

A

(
∂ξ

∂x

)2

+ 2B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(
∂ξ

∂y

)2

= 0.

(������ ��	��	� B2 − AC = 0  ��������� ����������	� ��&
��$� �������� �� B =

√
AC � �������

0 = A

(
∂ξ

∂x

)2

+2B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+C

(
∂ξ

∂y

)2

= A

(
∂ξ

∂x

)2

+2
√
A
√
C
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+

+C

(
∂ξ

∂y

)2

=

(√
A
∂ξ

∂x
+
√
C
∂ξ

∂y

)2

� ����

√
A
∂ξ

∂x
+
√
C
∂ξ

∂y
= 0.  !"�))$

*%���
���� ���
∂u2

∂η2
�  !"�'$ ����� C� ��	 	�	�

η = y ⇒ ∂η

∂x
= 0,

∂η

∂y
= 1⇒ A

(
∂η

∂x

)2

+ 2B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(
∂η

∂y

)2

= C.

*%���
���� ���
∂2u

∂ξ∂η
�  !"�'$ ����� ����� ��	 	�	�

A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+B

(
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+
∂ξ

∂y

∂η

∂x

)
+ C

∂ξ

∂y

∂η

∂y
= A

∂ξ

∂x
· 0 + B

(∂ξ
∂x
· 1+

+
∂ξ

∂y
· 0
)
+ C

∂ξ

∂y
· 1 = B

∂ξ

∂x
+ C

∂ξ

∂y
=
√
A
√
C
∂ξ

∂x
+
√
C
√
C
∂ξ

∂y
=

=
√
C

(√
A
∂ξ

∂x
+
√
C
∂ξ

∂y

)
= 0�

+������� ���� �������, �	�	� ������� ��  !"�))$�
��������� ��,������ �������� 	%���
������ �������� ��

���������  !"�'$ ���������� ����

C
∂2u

∂η2
+ F1

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
= 0�



������ ��	 
������������� ������� ������� ������� ���

��������	
�� ��	����

∂2u

∂η2
= �1

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
. �������

��������� ������� ���������� �����������	 
����	 ��������� ���
����	�������� �����  �	� u = u(ξ, η) ! ��"���� ��������� �������# ��
u = u(ϕ(x, y), y) ! ��"���� ��������� �������

��������� ����� ��� � �������� ������ ���������� �����
ξ = x � η = ϕ(x, y)� �� ��������� ������ ���������� � ����

∂2u

∂ξ2
=  2

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
,

������	 ��!� �������� �����������	 
����	 ��������� ����"���#
�����$� �����

	
���
 ���$� %������� � ������������� ���� ���������

x2
∂2u

∂x2
− 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y2
+ 2x

∂u

∂x
= 0 � ��&��� �$��

% � " � � � �& '(��
 A = x2# B = −xy# C = y2 ⇒ B2−AC = (xy)2−
− x2y2 = 0⇒ ��������� ������	�������� ���� ��� 	)��* x � y�

+������ *����������������� ��������� ����,�&

x2
(
dy

dx

)2

+ 2xy
dy

dx
+ y2 = 0 �	�

(
x
dy

dx
+ y

)2

= 0.

%����"�� -�� ��������� ��������	
�� �������(��.# ��	����
dy

dx
= −y

x
⇒ xy = C ! ��/�. �������	�

+(�	�� ����� ��������*& ξ = xy# η = y ⇒

⇒ ∂ξ

∂x
= y;

∂ξ

∂y
= x;

∂η

∂x
= 0;

∂η

∂y
= 1.

0��	������ ���# ��� -�� �(�	��� � ������ ����# ��.(� ����1��

��� (	�
∂u

∂x
#
∂u

∂y
#
∂2u

∂x2
#
∂2u

∂x∂y
2
∂2u

∂y2
�

∂u

∂x
=
∂u

∂ξ
y;

∂u

∂y
=
∂u

∂ξ
x+

∂u

∂η
;

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂ξ2
y2;

∂2u

∂x∂y
=
∂2u

∂ξ2
xy +

∂2u

∂ξ∂η
y +

∂u

∂ξ
;

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂ξ2
x2 + 2

∂2u

∂ξ∂η
x+

∂2u

∂η2
.
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��������		 
�� �������	 � �������� ��������� ��������

x2
∂2u

∂ξ2
y2 − 2xy

(
∂2u

∂ξ2
xy +

∂2u

∂ξ∂η
y +

∂u

∂ξ

)
+

+y2
(
∂2u

∂ξ2
x+ 2

∂2u

∂ξ∂η
x+

∂2u

∂η2

)
+ 2x

∂u

∂ξ
y = 0.

�����	 �������� ������ ������� �������� � ������������ ���
���

∂2u

∂η2
= 0.

�����������	 �������� ����� ����������	�

∂

∂η

(
∂u

∂η

)
= 0⇒ ∂u

∂η
= F (ξ)⇒ u =

∫
F (ξ)dη +�(ξ) = ηF (ξ) +�(ξ).

 �!��"�	�# � ��������� x � y� �������� ��"�� ������ ������
���� �������	� u = yF (x, y) +�(x, y) $

%&$&$'$ ��������� �		�
�������� ��
�� (��� � ������� D ����
����� )%&$*+ 
������������� ����� �� ���������������� ��������
���������	 �� ��� �������	 )%&$%+� ����� ����� ������ 	��	�
,��	 ���	�-����� ������������ �������� �� ��"�� ��������
����� ����� ���������� ���	�-������ ϕ(x, y) + iψ(x, y) = C1 �
ϕ(x, y) − iψ(x, y) = C2$ .���� ����!��#� ��� !������� ξ = ϕ(x, y)
� η = ψ(x, y) �������� )%&$*+ ��������	 � �����

∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
= �

(
ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)
. )%&$*'+

/������� )%&$*'+ ��!������	 ����������� ������ ��������� �	�

	�
�������� ��
�$

������ %&$0� ������� � ����������� ����� ����������

∂2u

∂x2
− 2

∂2u

∂x∂y
+ 2

∂2u

∂y2
= 0.

1 � � � � � �� 2���# A = 1� B = −1� C = 2⇒ B2 − AC = −1 < 0$
/������� 
������������� ���� �� �,��� x � y$ 3������� �������
���������� �������� )%&$4+�(

dy

dx

)2

+ 2
dy

dx
+ 2 = 0 ���

dy

dx
= −1± i.
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����	�� �
�	 	� �
����	
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�
��� �
�	
�
� ����	�	�� ����� ����

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
.

��� 
�	
���	�� ��
����
� �	�������� �
����	�� �����	�� �����
	�� ��
�
��	�� �
����	�� �
�� � ����� � �����  �
 ����	�	�� ���	��
���� �����!"�# ����

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
�$%�&'�

� 	�(������� ���������� 	�
�
��� �
������� 	�����
)�(�����# ����� ��
��"�� � 	�*
 ������		�� �
��� ����� 	��

������� �����!"�#� t + ������ x + ��
����	����		�� �

���	���
������
�	�� 
� 
�	
*
 �( �
	�
� ����	��� u(x, t) + 
���
	�	�� ����	�

� �
�
��	�� ���	
����� � �
��	� �����	� t � �
�� � ��
����	����	�
	
# �

���	��
# x� ,������� a 
����������� -�(������� ��������
��������� ����	� � ����� ����� ��
�
��� �����
����	�	�� �
(���
"�	�# �
 ����	��

.�	
�	�� ����	�	��� �����������
# -�(��� �����
�����
*

���� �������� ��������� ����
��
�
��
	���

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
.

� �������	
� ����� �	�������� ����������� �
(���� 	� �
�����
	
��� /����� ����	�	�� ����
��
�
�	
��� ����� ����

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
.

� 
�	
���	
� ����� �	�������� (������
��� ����������� �
��
� �
�� 
� *����	� �
*����	�� ��� �(��	�	�� ����������� ����
�(
�
���
��		
*
 �
 �
�
�
# �
����	
��� �����	��  �
 ����	�	�� �����
����

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
. �$%�&0�

)�(�����# ����� ��
��"�� � 	�*
 ������		�� 
��	
 �����!�
"�#� t + ������ x + ��
����	����		�� �

���	��� ������
�	�� ��
��
�����	��� u(x, t) + ����������� �����	� � �
��	� t � �
�� x� ,����
���� a 
����������� -�(������� ���������������� �
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�������� �	
������� �
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������� ������ �������������
��
 ������� ��������� ��	
����

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0. �������
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 ����
���� � ������� ��������
�����
0
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���+ � ��	��� 	
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�
�+��� ������� ����)

� � �
"
��� "��������+��! ������� � �
���)��$� ����� �	�����
t = t0� 1
#� ����� �������� �	�-����� ����/-������� ��
 �
���
/
� �����
 �	����� t = 0� �
� ������������ ������� ������ ��
����
���� ����
���� ��
���� ��
��� ���	����� � 	������� ��������� 	�
��������� ����������  ! 2��� ��������� ����/�� ��
����� ����)
��� ����-�� u � �3 �	�����"��� �� t �"�� ��������� �	
������� ���
��+�� ��
����� ����-�� u �"�� �	
������ �����	���"������ .��
�	
������ (
��
�
 �
�
�+��� ������� �� �
"
/��& ������+�� �	���
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����
 �
�
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"
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�����	 ��������$�
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"����" �����" ����� �����$� ��#� ����� ��������
� �� ��#���� ��� ��

����������� ����
��	 ���� ����� ������ ����
���������� ����
������� ��������" � ������" �
������ *
�� ���&
�� ����������
��� ����� ����� 
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���
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�
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	 �
��������
����
������� �
"����" �����"	 �������	 ��� (�� ����� ������	
��
����
���� ���	�
��� ����
�������

)������� ������ � ��

�������$ ���������������" ����	 ���&

������" ���������� �������������
���

��������	�
� ������ ��� ���		�������
���������������� ��������� ��
�
�
 �
����

+�#���� �
�" ������" �������� ������ ���� �������� ��������
� ������ ,-�

����������	
��� �����

.��������� ��� ���������������" ���������	 ����� �" "����&
����
���� � �����
�� �" � ��������
���� ����/

������ ,-�0�
∂2u

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y
+ 2

∂2u

∂y2
= 0.

������ ,-�-�
∂2u

∂x2
− 4

∂2u

∂x∂y
+ 4

∂2u

∂y2
=
∂u

∂y
.

������ ,-�1�
∂2u

∂x2
− 8

∂2u

∂x∂y
+ 12

∂2u

∂y2
= 3

∂u

∂x
− 5

∂u

∂y
.

.��������� ��� � ����� "��������
���� ���������/

������ ,-�2� x2
∂2u

∂x2
− y2

∂2u

∂y2
+ 3x

∂u

∂x
− y3

∂u

∂y
= 0.



������ ��	 
��� ��������� ������������ ���

������ �����
1

x2
∂2u

∂x2
+

1

y2
∂2u

∂y2
= xy

∂u

∂x
− xy

∂u

∂y
.

������ ����� x2
∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y2
= 0.

������ ����� x
∂2u

∂x2
− y

∂2u

∂y2
− y3

∂u

∂x
− x

∂u

∂y
.

������ �����
1

x

∂2u

∂x2
+ y

∂2u

∂y2
= xy

∂u

∂y
.

������ �����
∂2u

∂x2
+ x

∂2u

∂y2
= x+ y.

������ ����	� x2
∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
− 3y2

∂2u

∂y2
= 2x

∂u

∂x
+ y.
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� ������  ����� �����


��� ��������� ������������� �������� ����� ���

��������� ������������� ��������� �������� ��������

�����  ���!�� � "�#$���� %��� &��'�� ������  ���!��� (�)

��$�  ���!��� %���*���� +���,�# � ��� &��'�� %��� &��'�

��� �-���! � ���-���! +���,�#�

����� ����	 
������ ����������	����

���������� 	 
���������	� ����	������� ������� ����� ���
��
������ 	 ������ ����� P (x, y, z) ���� 	 ������ t �	������ ��������
u(x, y, z, t)� ������ ���������������� ���	������ �������� ���	���
�	����� ��� ��������

� ����� 	 ���� 
���!	���� � �"#�� V � ��������� � !��������

�	��$�����% S &���� '()� *��	������ ������� 
���� ��
�� 
������
����� �� ���� ���� � ������� ���� ������ ��
��� � ����������� ��
���� 
���"������� +����,� ��������	� ��
�� "���� 
���!	����� ��
����	� �����%-�$ �!	���� $ ��!������$ !�����	.

/ ��������	� ��
�� dQ1� ������� ���"$����� ���"-��� ���� �"#,��
dV � ���" 
�	 ���� �� ���
������� �� du.
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n

grad U

dS v

���� ��� ���������	� 
�������� ��
��

dQ1 = −cρdV du; ������

� �	
�����	 ��
� dQ2� �	�	�	 ��	�	��� ��� �	����	��� S ��
���� dt�

dQ2 = −k∂u
∂n
dSdt. ������

���� c �  �
���� ��
	!��	��� �
�� ρ � �
	��	��� �
�� k � �	"
#$$�%��� ��
	��	�	��	���� ∂u/∂n � ��	���	���� 	� ������ �&
u(x, y, z, t) � ������
��� ��'�( �	���
� n̄� dS � #
��� �	���"
�	��� S� 	)��������*+( 	,-� V �

.���	
�)����� ��	 �� $������� �
����&� ��������� *+�
��	(���� �
� ��
	��	����  �
���� ��
	!��	���� �	#$$�%��� ��"

	��	�	��	����� �	��	���&�

���� ��� � � ������ �	����
� �	�	� � ��	 �
� du < 0� �	 �
	
	���!� ��
	 �� �	)
���	 �	)	�	���	���� dQ1 �	
/�	 ,&�� �	
	/�"
�
��&��

���� ��� � � ������ �	����
� �	�	� � ��	 �
�
∂u/∂n < 0� �	 � ������
��� ��'�( �	���
� ������ ��  ,&����
���  ����	� dS ���� ��
	 �� �	)
���	 �	)	�	���	���� dQ2 �	
/�	
,&�� �	
	/��
��&��

.	��	
�� ��	���	���� ���
���	)	 �	
� �	 ������
��* �����
��	�%�� )������� �� #�	 ������
��� �
� �	���
��	( ��	���	��	(
∂u/∂n �	
 ����

∂u

∂n
= .�n̄ gradu = n̄ · gradu.

0  �!�	� #�	)	 $	�� 
 ������ �	/�	 �������� � ����

dQ2 = −kn̄ gradu · dS · dt.
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� S� ���� ��
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Q2 =

∫∫
S

© dQ = −kdt
∫∫
S

© n̄ · gradudS.

�������� ������� �	
�����	����� �		 !""����#�� $%&� �������
�����

Q2 = −kdt
∫∫
S

© n̄ · gradudS = −kdt
∫∫∫
V

div(gradu)dV . '()*)+

, ������ 	
����-� ������ ������	
�� 
���� �
������ ��� �����
����� 
���� �./0� V � ��1�� ���	��

� � �	���� ������- '()*2+
�� 
������ ��
�����

Q1 =

∫∫∫
V

dQ = −cρ
∫∫∫
V

du · dS.

��	������ �	
�-� ��������#�� du 
�����
��- �-�1�
	�
����� �	
��� ����������� �� ������� ��������

du =
∂u

∂t
dt� ��������

Q1 = −cρ
∫∫∫
V

du · dV = −cρdt
∫∫∫
V

∂u

∂t
dV. '()*3+

����������� �
� �	� 
����� ���������� ����� ��������	
� S�
���
 � ����� 
��* ��������� ���-� �	
� '()*)+ � '()*3+� ���
������

−cρdt
∫∫∫
V

∂u

∂t
dV = −k · dt

∫∫∫
V

div(gradu)dV.

,���
�� � dt � ������	� �. �-�1���� � ���� �	
�� �������
����	
��� ∫∫∫

V

(
k · div(gradu)− cρ

∂u

∂t

)
dV = 0,

������ ��� ������������� �./0� V * �
	�� 	�����
� �
� ���-�
��
������ ����#�� 
�1��	
����� ��� �����



��� �����	 
�� ���� ��������	 ����������������

k · div(gradu) = cρ
∂u

∂t
, ���

∂u

∂t
=

k

cρ
· div(gradu).

��������� gradu =
∂u

∂x
ī+

∂u

∂y
j̄ +

∂u

∂z
k̄	 
� div(gradu) =

=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
	 ���
�� ������������ ��������� ���� �������

��
� � �����

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
, ��� a2 =

k

cρ
. ����� 

!�� � ����
∂u

∂t
= a2Δu	 ��� Δ =

∂

∂x2
+

∂

∂y2
+

∂

∂z2
��"#���
��

���������� ���	�
� ��� ����������� ���������� ��������� ����� 
��"#���
�� ���������� 	�
��
�������	��

$ �������� ������	 ����� �����
������� 
��� �����
�����

��%�& 
����& ��������#& �
������ � 
�����"����������& %�����&
�����'���
�(	 �����������#& ����� ��� x ����� )* 	 ��������� ���
������������� 
�����
��# u = u(x, t) �������
 ��� ��*�+� �

,�� ��'������� �����
������� ������� ��������� 
�����������
���
� ���%'���� "���
� �������#� � �������#� �������� -����
�
�� "����� 
�������������
� ��� �
������

.�������� ������� ���
 ����

u(x, t)|t=0 = ϕ(x) ����/ 

� "���0
 ��������� ������������� 
�����
�� ����� �
������
1��� �
������ ���������	 
� �� ��� ���2�' ��� x = 0 � x = l

"���(
�� �������#� �������� 3��	 �������	 ���� �� ���2�' �
�����
"����� �"������ �� ������ 
�����
��#	 
� �������#� �������
��(
 �����(4�& ����

u(x, t)|x=0 = ψ1(t), u(x, t)|x=l = ψ2(t).

1���	 � ���
���
�	 �� ���2�' �
����� �����������
�� �������

�����
���	 
� ������
�� �����#� �������#� ��������

u(x, t)|x=0 = 0, u(x, t)|x=l = 0. ����� 

-����
�� �����&	 ����� ���2# �
����� 
�����"��������#	 
���

�����%�� �� ���2�' �
����� �
��
�
���
�

dQ|x=0 = dQ|x=l = 0.



������ ��	 
��� ��������� ������������ ���

��������� ����	
���� �
�� ��
�
��
��� �������� ������

dQ = −k∂u
∂n
dS · dt, ��

∂u

∂n

∣∣∣∣
x=0

=
∂u

∂n

∣∣∣∣
x=l

= 0.

�� ������ ��
���� ������
��
 ������� ��� ������
� ��� ��!
���������� ������
��" ��� x ���� ���� #�� �$����

∂u

∂n

∣∣∣∣
x=0

= − ∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0;

∂u

∂n

∣∣∣∣
x=l

=
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0

x
n

l

n

0

���� ��� �������� � ��	
���
��������� ������� 	�����������

� ������� �
���%������������� ������ ��
���� ������"� ���&

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0. ����'�

(��� �� ����
 ��
���� ���
�����
��� %�����)� ���� �
�� ��

k
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= q1(t), −k∂u
∂x

∣∣∣∣
x=l

= q2(t). ����*�

��� $��� 
��� %��	
��
 ������� qi > 0 �� ��������� �����
�
�� 	
�
% ���
� ��
���� � 
��� qi < 0 + ������

(��� �� ����
 ��
���� ��������� ����
�����)� �
���,�
� ��

α(u− u��)|x=0 = q1(t), α(u− u��)|x=l = q2(t), ����-.�

/�
 α + ��$�����
�� �
���,�
�� %�����0�� �� �
����%�	
����
������
������ � �������� ����
��� �������"0
� ��
�)1 ucp + �
�!

������ ������"0
� ��
�)�

2�%����) ����
 %���	� � ��%�)�� /����	�)�� ��������� ��
������ ��
���� �����
� � �
���%���������)� �
�)� � ���)�
������� ���
�����
�)�� �� ���
��� �
�
�����
&

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0, u|x=l = 0. ����--�

3�� ���,
����
	��/� ��
���� %���4��� ��5� ���� /����	��

������
 �� �
��� ����
 ��
�����
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��� ������������ �	�
��� ������ �	�
�	�� �������� ��������
���������� ����	� ���������������� ��
����� ���� !" � ��#

�����$�� ���
���� ��%�&"�
' ����� �
�����( �)���*�(" ������ 	�)��)��
�����	� ������	#

��
��	�� ���)��������� 	��)���	�$ u = u(x, y, t) �� )�����*� ����#
�����" σ+ �,���������( *��
�( L� -������$� ���
�� 
 .	�� �����
�����	�� *��
�( L�

��� 	�/������( �)���	����	
����(" ������ 	�)��)��
�����	� ,��#
����$� ���
�� �����	�� �� )�
������	� S+ �,������
����( 	��� V �

0��� 	��)���	�� u �� ��
���	 �	 
������ t+ 	��� ���)���������
	��)���	�$ 
 	��� �	����������+ 	� ∂u/∂t = 0+ � ��
����� ��%�!"
)����	 
���

Δu =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0. ��%� �"

1��
����� ��%� �" ���$
��	��+ *�* 2� �	��������+ 
��������
�������+ � ��*���+ ��
��	
������� .	�� ��
�����+ ���$
��	#
�� ��
���������� ��������

��� ����������,� �)��������� ,���������*�( ��*��� �����	��
	���*� ,������$� ���
��+ *�	��$� 
 )���	����	
����� ����� ��,	
���	� 
���

u(x, y, z)
∣∣
S
= ψ(x, y, z), ��%� %"

,�� ψ(x, y, z) 3 �������� ��*���+ �)���������� ���)��������� 	��#
)���	�$ �� ,������ S ������	��
����,� 	����

4����� ����2����� ������� ��
����� 5�)���� ��%� �"+ ��
��#
	
������,� �������� ��� ��*��� u ,�������� ���
�� ��%� %"+
���$
��	�� ������� ��
�����

6	��	��+ �	� ��
����� ��%�!" �)��$
��	 � ��*�	��$� ��,�� ��#

�����*�� )������$+ 
 ���	���	�+ ��������
∂c

∂t
= DΔc, ,��

c = c(x, y, z) 3 ��*���� ��*���+ �
�������� *�����	�����( ���#
��������,� 
����	
�+ D 3 *�.�������	 �������� �������$�
� ,������$� ���
�� )�����$ ������	��
���$� ���	
�	�	
����
���
��� 
 ������� 	�)��)��
�����	�� 6���� �� *��������*�� ��#
	���
 ������� ����� ��	���	����*�( ����*� �
���	�� ��	�� 7���+
����
���$( �� ����2����� ������� 
 ����� 7����



������ ��	 
��� ��������� ������������ ���

����� ��� �	
��

��� ������� 	�
��� ���� ����
 ����
����� ������������ �����

�������� ������� � ���� ������

����������� ��� 	 ���������	
��� ��

a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) !��� "#

���������� ���� ��
��

$���� a0, a1, b1, · · · , an, bn, · · · % �����&��� �������������� ���


��
'�� ����� ���� !��� "# ����&��� ����
�������	� �������	� �

����
�
	
2π

n
� ()*�+ ����
� ,��� �
,��������
� ����� 2π� -���
���

�����
. ���� ��� ����� ��
����� �� 
����� [−π, π]. �
 
� ��
����� ��
���+ ��+���������
+ 
�� (−∞,+∞). / �������

f(x) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) !��� 0#

�������� ����
������
+ � ����
�
	 2π� 1������	 ���
�
��� �
�	��
��. �
�
��� �
���
)���� ��� ���
�� �
,��������
� �����

sin x sin y =
1

2
(cos(x− y)− cos(x+ y)) ;

cosx cos y =
1

2
(cos(x− y) + cos(x+ y)) ;

sin x cos y =
1

2
(sin(x− y) + sin(x+ y)) ;

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x); cos2 x =

1

2
(1 + cos 2x);

sin x cosx =
1

2
sin 2x.

!��� 2#

3��
���� �
�	��� !��� 2#. ����
 ��������� �����&*�� ��������
��� 4��� n � k 5 ����������� ����� � n �= k. �
 �	�&� 	���
 ������
&*�� ���������6



��� �����	 
�� ���� ��������	 ����������������

π∫
−π
cosnx cos kx dx = 0,

π∫
−π
sinnx sin kx dx = 0,

π∫
−π
sinnx cos kx dx = 0,

π∫
−π
sinnx dx = 0,

π∫
−π
cosnx dx = 0,

�������
��	
 �� n = k� �

π∫
−π
cos2 kx dx = π,

π∫
−π
sin2 kx dx = π,

π∫
−π
sin kx cos kx dx = 0. �������

������	��
�� �� �����
���	���� ��� ����� � ���!
	��� �"�#
�
�� �� ���$�� [−π, π]� %�!���� �����	� �	� ��&��
�
���! ����
'����� (�� ��� ���!
	��� �"���)
��� ��� ����� ���	���� 
��*�
#
��!��� � ���
��*�
���� !������
� ����� � ! �����	�" � −π �� π�
��	�����

π∫
−π

f(x) dx =

π∫
−π

a0
2
dx+

+∞∑
n=1

⎛⎝an π∫
−π

cosnx dx+ bn

π∫
−π

sinnx dx

⎞⎠ .

+���	�$�� �����	� ������� 
 �� ��
π∫
−π

a0
2
dx = a0π� ��	�����

a0 =
1

π

π∫
−π
f(x) dx.

,����
� ���!�- 
 	�!�- ���� !������
� ����� � �� cos kx� *��
k ∈ N � 
 ���
��*�
���� ��	������� !������
�.

π∫
−π
f(x) coskx dx =

a0
2

π∫
−π
cos kx dx+

+
+∞∑
n=1

(
an

π∫
−π
cosnx cos kx dx+ bn

π∫
−π
sinnx cos kx dx

)
.

/�*	���� �����	�� ������� ����� � ! ���!�� ���
 �����*� !���#
���
� !�� �	�*������ ����� ����*� ��
 n = k� ��!�� ��	-� 0���	�!��

�	�*����� ak
π∫
−π
cos2 kx dx = akπ. % ��$�	��� !���� ����� 1�������#

��*� ��	
���!� �	�*����" ��	�����
π∫

−π

f(x) coskx dx = akπ.



������ ��	 
��� ��������� ������������ ���

������ ak =
1

π

π∫
−π
f(x) coskx dx.

���	
���
� ���
��� 
�� ���� ��������� ������� �� sin kx � ���
�������� �
	����
� � ������� � �����	�! 
� −π �
 π� ���
	"#��
$
���	 ������� ����%�� ��&��� � ������� �	� �
'$$�(����
� bk)

bk =
1

π

π∫
−π

f(x) sinkx dx.

*���� 
���#
�� ��	� ����
������� $���(�� f(x) � ����
�
� 2π
��	����� ����
& �����	"�
 �!
��+��
�� ���� ,��"� ������� �� 
���#�
�� [−π, π]� �
 �
'$$�(���� ,��"� � ��	�-��� �
 $
���	��)

a0 =
1

π

π∫
−π
f(x) dx, an =

1

π

π∫
−π
f(x) cosnx dx,

bn =
1

π

π∫
−π
f(x) sinnx dx.

�����.�

,
���	 �����.� � ����� � �����
	
������ �
 ��� ,��"� �!
�
����� �����	"�
� /������� ��# �
��#���	"���� �
����
�
� ��	
���
�!
���
��� ���� ,��"�� 0���� ���
�
� � 
�����	����� ��
�!
��� �
�	� $
���	��
��� 
��
��
& ��
��� �

����������� ���1	 ������� f(x) ��	
����� ���������������
��� �� ���	�� [a, b]� ���� �� ���	�� ����� ��	��� �� ��������
����� ���	���� ����� ������� �	 ����
� ������� ���������

����������� ����	 ������� f(x) ����������� ��������  ��
����� �� ���	�� [a, b]� ����!
"# ������� ��$���
��� �� ���	�� [a, b] ��� �� ���� �� �%� ������
��� ����� ���� ��	�
�� I ����&
'# ������� ���������������� �� ���	�� [a, b]�

*����" �$
���	����� ��
���� 0���!	�� ��-+�- �������
�
������� ��#	
���
��� $���(�� f(x) � ��� ,��"��

������� ����	
�� (��� $������������ ������� f(x) � $�����
��� 2π ����������� �� �)��� ���	�� ��������  ������� * ��
��� ������ ��� ������ ��������)+�� ��� �������� �������
�� ���� ����� �������� ���� (�� ��� � ������ ���� ��$���
����
�� ������� f(x) ����� ���� S(x) ����� 	������) ������� � ���
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������ � ��	
�� ����� x0 ������ ������� ����� ��
� ����� ���
�
����������������� ���
������ ������� ������� ��� x→ x0 �����
� ������� ����

S(x0) =
1

2

(
lim

x→x0−
f(x) + lim

x→x0+
f(x)

)
. �������

������ ����� ����	��� �� ������� x ∈ (−π, π] � ��
  ����
������! f(x) = x�

	 
 � 
 �  
� ������ ������ �
 ����
��� �
����
�����  �!
���"���! ��� � ���� #����� �$��� ��#��%
�
 ����� ���&��
�� ��
����
 (−π, π]! '" '�%
' �������"���& � ��� (��&
 ���)�*
�����* f1(x) = f

(
x− Int

( x
2π

)
2π
)
! )�
 ������ Int(x) �"����+


� �
��* ����& ��)�'
��� �� �,"��"' ���'
��
��' ������'�
 ���� ������ f1(x) �������&* �����
�����
� ������' ��$�
 !
���'
 ��)�! ����� �$����� ����� �� ���
��
'�� �,���� (−π, π]�
-�'
��� ���'��" �����.�! ����
' ��/���
��" (��&
�

a0 =
1

π

π∫
−π
x dx =

1

π

x2

2

∣∣∣π
−π

= 0;

an =
1

π

π∫
−π
x cosnx dx =

1

πn

π∫
−π
xd sinnx =

1

nπ

(
x sinnx

∣∣∣π
−π
−

− ∫ π

−πsinnx dx
)
=

1

πn2
cosnx

∣∣∣π
−π

=

=
1

πn2

(
cosnπ − cos(−nπ)

)
= 0;

bn =
1

π

π∫
−π
x sinnx dx = − 1

πn

π∫
−π
xd cosnx = − 1

nπ

(
x cosnx

∣∣∣π
−π
−

−
π∫
−π
cosnx dx

)
= − 1

πn

(
π cosnπ + π cos(−nπ)− 1

n
sinnx

∣∣∣π
−π

)
=

= − 2

n
cosnπ = −2(−1)n

n
.

0��' �,��#�'! a0 = a1 = · · · = an = · · · = 0; bn =
2(−1)n−1

n
.

1�
�����
�&��

f1(x) = 2

(
sin x

1
− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− · · ·+ (−1)n−1

n
sinnx+ . . .

)
.



������ ��	 
��� ��������� ������������ ���

��� � ����� �	
���� �	��

f1(x) = 2

+∞∑
n=1

(−1)n−1 sinnx
n

.

����� ��� ��	
� ��� ����� � ������� �������

���� ���������
� ������ ���
�
�� �������
�� �������� ���
����������� �� �	���� ��� 	��
 ��	�� � ����������� ��	�� ���
��������� ��	��
 ���! "�� ������ ������ ϕ(x) ����������� �����
��� ϕ(−x) = ϕ(x)� �������

π∫
−π
ϕ(x) dx =

0∫
−π
ϕ(x) dx+

π∫
0

ϕ(x) dx =
π∫
0

ϕ(−x) dx+
π∫
0

ϕ(x) dx =

=
π∫
0

ϕ(x) dx+
π∫
0

ϕ(x) dx = 2
π∫
0

ϕ(x) dx.

#$%!&'(
)�
��*���� ��� �������� ������ ϕ(−x) = −ϕ(x)! +������

π∫
−π
ϕ(x) dx =

0∫
−π
ϕ(x) dx+

π∫
0

ϕ(x) dx =
π∫
0

ϕ(−x) dx+
π∫
0

ϕ(x) dx =

= −
π∫
0

ϕ(x) dx+
π∫
0

ϕ(x) dx = 0.

#$%!&&(
,
�����	�� ����	� 	
-��.���� � 	�� ��	�� �������� ������

f(x)! / ���� ����
� �������*	
����� ������ ��� �����������
��	�� a0 � ak ���� ��� ���������� 
 ��� ����������� bk 0 ����
����! +������ �	���� ��� ����������� ��	�� �	����
 � ���

a0 = 0, an = 0, bn =
2

π

π∫
0

f(x) sinnx dx. #$%!&%(

1�*�
 �	���
 ��� 	��
 ��	�� �	����
�� ���

f(x) =

+∞∑
n=1

bn sinnx. #$%!&2(

)�
��*���� ��� ������ ������



��� �����	 
�� ���� ��������	 ����������������

a0 =
2

π

π∫
0

f(x)dx, an =
2

π

π∫
0

f(x) cosnxdx, bn = 0. �������

�	
�� 	����� ��� ���� ����� ��������� ���

f(x) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

an cosnx. �������

�� 	���� ������� � ������� ����	�  �	 �� !���� ��"#�� ��$"��%
�&����$� �	��"	 �	 $���$��� �  !���� ��"#�� ' �	��"	 �	 "	$���%
$���

($�� ��"#�� ������$� �� !��	) � �	�	) $�$���� "		������
y1 = y + c, x1 = x� �	 ��� ����� ����� ���

f(x) =
a0
2

+

+∞∑
n=1

an sinnx. �������

*	+�#����& ����� �& �$��,�$� �	 	������

a0 =
2

π

π∫
0

f(x)dx, bn =
2

π

π∫
0

f(x) sinnxdx, an = 0. �����-�

����� ����	
��� � ��� ����� ������ � ���	�	� 2l�

.�$$�	���� ����	�� �$"�, ��"#�, f(x) $ ����	�	� 2l� /�����

�	��, ���������, z =
π

l
x� �	
�� ��"#�� f(

l

π
z) 0���� ����	�� �%

$"	) $ ����	�	� 2π� (! �	1�	 ����	1��� � ��� ����� ����2�� �� 	�%
���"� x ∈ [−π, π]3

f
( 1
π
z
)
=
a0
2

+

+∞∑
n=1

(an cosnz + bn sinnz) ,


�� "	+�#����& ����� ���,� ���3

a0 =
1

π

π∫
−π
f
( l
π
z
)
dz, an =

1

π

π∫
−π
f
( l
π
z
)
cosnzdz,

bn =
1

π

π∫
−π
f
( l
π
z
)
cosnzdz.



������ ��	 
��� ��������� ������������ ���

������ �����	�
�� ������� ����� x =
l

π
z, z = x

π

l
,

dz =
π

l
dx� ��� z = −π, x = −l� ��� z = π, z = l�

������� ������������ ����� 
�� �����
������� ������� f(x)
� �����
�� 2l�

a0 =
1

l

l∫
−l
f
(
x)dx, an =

1

l

l∫
−l
f(x) cos

(nπ
l
x
)
dx,

bn =
1

l

l∫
−l
f(x) sin

(nπ
l
x
)
dx.

 !"�#$%

& ��
 ����� �������� 	�


f
(
x
)
=
a0
2

+
+∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x+ bn sin

nπ

l

)
.  !"�"'%

(�� �������� �����
������� ������� f(x) � �����
�� 2l ������)
������ ����� �������� 	�


a0 = an = 0; bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
(nπ
l
x
)
dx.  !"�"*%

+�
 ����� ������ 
�������� ������� 	�


f
(
x
)
=

+∞∑
n=1

(
bn sin

nπ

l

)
.  !"�"#%

(�� �,���� �����
������� ������� f(x) � �����
�� 2l ������)
������ ����� �������� 	�


a0 =
2

l

l∫
0

f(x)dx, an =
2

l

l∫
0

f(x) cos
nπ

l
x dx, bn = 0.  !"�""%

+�
 ����� ������ 
�������� ������� 	�


f
(
x
)
=
a0
2

+
+∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x
)
.  !"�"-%
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������� ����	
� ���� ��������	������ � ������
�� ����

����
�� ����	���� ������ ������ �������� ������ �������

����� ��������	������ 	 ����������� ������� � ��������	��

���� ��������� ������ ������� ����� ���� �� ����������

������� �������

����� ����	
�	�	 �����	�� �	
��
���������

����� ���� �	
�����
���� ������ ����
��
�
��
��� ��� �
����
�
�
 ������� ����� l� ������������� 
�� ��
����� � ���
������
������� �������� ����
��
�
��
��� � !�"#$% �
�����
���&��
 ���
���'��� ��
���� � (�)$ � �������� ��������� ��
���� ��� x = 0
� x = l� *������� +�� ��������

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, x ∈ [0, l], t > 0,

u(x, t)|t=0 = ϕ(x).

,���� ���� �����' ���
�
� ���������� ���������� -�'�% ����
���� �����' ������� � ����.

u(x, t) = X(x)T (t). � /�"$

*
������� +�
 ��������� � �������� � !�"#$.
∂u

∂t
= X(x) · T ′(t), ∂

2u

∂x2
= X ′′(x) · T (t)⇒ X(x)T ′(t) = a2X ′′(x)T (t),


����.
T ′(t)
a2T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

�

*
��
�'� ����� ����' �
�������
�� ��������� �� ������� 
� x%
� ������ 0 
� t% 
�� �� ������� �� 
� x% �� 
� t �% ����
�����'�
% +��

��
����� �
��
����.

T ′(t)
a2T (t)

=
X ′′(x)
X(x)

= C. � /�!$

1����� �
����� ��� ��������.{
T ′(t)− a2CT (t) = 0,
X ′′(x)− CX(x) = 0.

� /�($



��� �����	 
�� ������������ ������ �����	 ����� ���������������

������ �� ��	 �
��� ���� ������� T (t) = BeCa2t �� ���������
��� t→ +∞ ��
�������� u(x, t) �� 
���� ������������� �����������
��������
� ��� C < 0� ��������
 C = −λ2� ����� ������� �������
�� ��������� � !�"# ���
�� ���$

T (t) = Be−λ
2a2t. � !�!#

% ��&��
 ����� ��� C = −λ2� ������ �� ��������� � !�"#
X ′′(x) + λ2X(x) = 0 �
��� ���� �������$

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx, � !�'#

��� ��� ��� 	����������������� ��������� s2 + λ2 = 0 �
��� �����

��
(� ����� s1,2 = ±λi�

)���
 ������
� 
( �������� ���� ������� ��������* ��������+
�������� � ���� �����������* ���	 ,���-��

u(t, x) = Be−λ
2a2t(C1 cosλx+ C2 sinλx).

�������� ����� ��������( �������������*� .�* ����������* ���+
����� C1 � C2 �����������* �������(� ������* �� ���-�	 ������*�

 !�/�/� ���������� ��	
������� �� ����� �������� 0���
��+
��
 ������ ����� ������ � ������� ��
��������� �� ���-�	
u(t, x)|x=0 = 0.

1 2��
 ������ �������(� ������* � "� # � ��&��
 � !�/# �����
���
���

X(0)T (t) = 0, X(l)T (t) = 0.

)�� ��� 2�� ��������� ����������( ��* ���(	 ,���-�� T (t) ���+
��������� �� ����(	 ����� ������ �������� ���

X(0) = X(l) = 0. � !�3#

4����
 ������� ������� X(x)� ����������*��� �������(
 ����+
��*
 � !�3#� ��������
 � !�3# � � !�'#${

X(0) = 0
X(l) = 0

⇒
{
C1 = 0
C1 cosλl + C2 sinλl = 0

⇒
{
C1 = 0
C2 sinλl = 0

⇒

⇒ sinλl = 0⇒ λl = kπ, k ∈ Z ⇒ λk =
kπ

l
⇒ Xk(x) = Ck sin

kπx

l
,

��� ��� Ck 5 �����������* ��������� � � �& ��
��� 
���� �(������
����� ����
 �������� ��� k = 1, 2, 3, . . .

1������( λk = kπ/l ���(�����* ����������	� �����	�� � ,���+
-�� sin(kπx/l) 5 ����������	� ������	� ������� �� ���������



������ ��	 
����������� ������ ������� ����� ��������������� ���

������� ���	
�	�	
���� ������� ���
��� ��
����� �� ���	���
������ Tk(t) ���������	�� �� ������ ������ ��� ���������

λk =
kπ

l
; Tk(t) = Bke

−λ2
k
a2t.

 ���	�
��� ��!"�� Xk(x) � Tk(t) 
 ����� ����#�$ ������� ��%
����� uk(x, t) ��
����� ��&�#'�$ ��
��	
������� ��������� ���%

��� ������(

uk(x, t) = BkCke
−λ2

k
a2t sin

kπx

l
= bke

−λ2
k
a2t sin

kπx

l
, ������

��� bk = BkCk�
)������ u(x, t) ��
����� ��&�#'�$ ��
��	
������� !���� ������%

��� ���
�* ������ ��+ � �����,��� ���
��� ����-�$ .��� ��!�	, 


��� ����(

u(x, t) =
+∞∑
k=1

uk(x, t) =
+∞∑
k=1

bke
−(kπ/l)2a2t sin

kπx

l
. ����/�

0 ��� ����*���	� � ����������	� ��
����� ��&�#'� ��!"��
����/� 	�!1� .��	 ��� ��������$ ���!��,! ��� �
���	�� ����* ��%
����* uk(x, t) 2	��� ��
������
3���� 	���$ ���
����$ �	� u(x, t) ��
��	
����	 ��������� ���%


��� �������  ��.���� �����
��,��� !���	��	� bk
(k = 1, 2, . . . ) 	�!$ �	�.� 
���������, �����,��� ���
�� ����-�(

u(x, 0) =
+∞∑
k=1

bk sin
kπx

l
= ϕ(x).

4�!�� �.�����$ 
������� bk �
���	�� !�2���"���	��� �����1�%
��� ��!"�� ϕ(x) �������* �� (0, l) 
 ��� 5�,� �� ������(

bk =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin
kπx

l
dx. ����6�

�����
�	��,��$ ������� ��
����� 	�������
�����	� ��&�#'� � ��%
���,��� ���
��� ����-� � ���
�* 	������	��* �� !��"�� ����+	��
����� ����/�$ ��� !�2���"���	� bk ���������	�� �� ������� ����6��
 �	, 	����, 	������	�� �� !��"�� �	��1�� ���	����� � �	�����

�	 ���$ 	��� ��������� ���
�� ����	 
��(

u|x=0 = h0, u|x=l = h1, ����#7�



��� �����	 
�� ������������ ������ ������	 ����� ����������������

�� ������� ��	�
������ ����		 u(x, t) �� w(x, t)�

u(x, t) = w(x, t) + γ1x+ γ0,


 ����
����
		 � �������� �����	�	����
 γ0 	 γ1 ����� �
���	 ��
����� � ������ ��������
������	 �����	������ ��
�� ��	�
������
����		 w(x, t)� � ���	�	 ���������	 ���
	��	 	 ���
�� ������
������ �� ������ 

!����
	������� 	������� ����������" ����� 	 ����	���� ����

	�� ��� �����	�	����
 γ0 	 γ1 ������� �	���� �
� ��
���	��

u|x=0 = w|x=0 + γ0, u|x=0 = h0; w|x=0 = 0⇒ h0 = γ0;

u|x=l = w|x=l + γ1l + γ0, u|x=l = h1; w|x=l = 0⇒ h1 = γ1l + γ0.

#�$�� �� �	����� �����	� γ1 	 γ0�

γ0 = h0; γ1 =
h1 − h0

l
.

%����

u(x, t) = w(x, t) +
h1 − h0

l
x+ h0. &'( ))*

+�������
∂u

∂t
=

∂w

∂t
,

∂2u

∂x2
=

∂2w

∂x2
� �� ����	� w(x, t) �����

��
���
����� ��
���	" ��������
������	 &'- ).*� ��� 	 ����	�
u(x, t) /�������� ���
	� &'0 1* ��� ����		 u(x, t) ������"��� ��
��������� ���
	� ��� ����		 w(x, t)�

w(x, t)|t=0 = ϕ(x)− h1 − h0
l

x− h0, &'( )-*

� ����	���� ���
	� &'( )2* 3 �� ���
�� ����	���� ���
	��

w|x=0 = 0; w|x=l = 0. &'( )0*

#�$�� ��
���	� ��������
������	 � ���������	 ���
	��	 &'( )-*
	 ���
��	 ����	����	 ���
	��	 &'( )0*� �����	� ��$��	� w(x, t) 
#�$��	� u(x, t) 	������� �����	 � ���������	 ���
	��	 &'( )2*
������������ ����� �� ������ &'( ))* 

'( ) - ����� ����	
� ������������
�� #�������	� ������
������ 
 ������� ����� ������� �����	���	��
��� 4�� �������
�� 
 ������5�� ����		� ����	���� ���
	� 
 ���� ����� 	��"�

	� &'0 6* 

∂u(t, x)

∂x
|x=0 =

∂u(t, x)

∂x
|x=0 = 0.



������ ��	 
����������� ������ ������� ����� ��������������� ���

������ ����� 	�
��� ����� ��	��� ���� ����� ������ 	�
����
� ���� ������� �������� �� 	�
���� � �	������� �������� � ����
	������� ������ � ��� �	������! ����"�� # ���� � ����$  ��%�� �&�
���'(�� ��� �� '������� �������(C � ������ � ����"� � &� �(��
�	�%��� ��(�) C = −λ2� � 	�
���� ��	* �' �	������$ ����"� ���+
�� ��� ������� ,�-�� 	�
���� ��	* �' �	������$ ����"� ����� ���
�������

.	������ �� ��� ��"�/� � ��0�� ������ �	������� ���)

X ′(0)T (t) = 0, X ′(l)T (t) = 0.

��� ��� ��� 	�������� ��	���� ��( � !  1�(2 3���%�$ T (t)�
��1�� � ������ ��)

X ′(0) = X ′(l) = 0. �������

4�$��� ������ 	�
���� X(x)� ��� ���	!1-�� *	�����(� �� +
��!� �������� � ! ��* ��$��� X ′(x) � �������� � � ������ �(	�+
&���� *	�����(� �� ��! �������� �	��� !��)

X ′(x) = −λC1 sinλx+ λC2 cosλx. �������

X ′(0) = 0⇒ λC2 = 0⇒ C2 = 0.

X ′(l) = 0⇒ λ(−C1 sinλl + C2 cosλl) = 0⇒ sinλl = 0⇒

⇒ λl = kπ, k ∈ Z ⇒ λk =
kπ

l
⇒ Xk(x) = Ck cos

kπx

l
.

#(��	�! '��� � ��-�1 �	�'� ��$ �������( Ck� ����� ���+
����� �� k = 0, 1, 2, 3, . . . � ����� ���� !���! ��������� ��� 
k = 0� ��� ��� ��������(�� 3���%�!�� ����	� !� !1��! ������(�
� cos 0 = 1 �= 0� 5��������1-�� ��������(� ��� �� λk = kπ/l
	�
���! Tk(t) �	��� !1��! � 3	�� � ����"�)

Tk(t) = Bke
−λ2

ka
2t.

������ !! 3���%�� Xk � Tk(t) � 3	�� � ������� � ����� 	�
�+
��� uk(x, t) �	������! �������� ��� ���	!1-�� *	�����(� �� ��!�
��"�/�)

uk(x, t) = BkCke
−λ2

k
a2t cos

kπx

l
= ake

−λ2
k
a2t cos

kπx

l
, �����6�

*�� ak = BkCk� k = 1, 2, 3 . . .

,�'����� B0C0 =
a0
2
⇒ u0(x, t) =

a0
2
�



��� �����	 
�� ������������ ������ ������	 ����� ����������������

������� uk(x, t) ���	����
 ������� ���	���	��
���� ����� ����
������ � ��	�! ��"�#� ��$ � �����%��� � ��	�
� ��"�&�� '���� � ���%
	 	��� �
��(

u(x, t) =
+∞∑
k=0

uk(x, t) =
a0
2

+
+∞∑
k=1

ake
−(kπ/l)2a2t cos

kπx

l
, ��)����

���  �������� a0/2  ���	�� �	���  �' �	������ �� �� λ0 = 0� *�� �
	 +���������  ������ �'�,���� 
� ��� -�� .���/�
 
	�
�� 
 ���
������ ���	����
 ������� ���	���	��
���� ��������� � ��	�
�
��"�0�� 1��'���� ��� ����� ���� ���'� 	�+���
�� % �����%��� � ���
	�� ��"�&�(

a0
2

+

+∞∑
k=1

ak cos
kπx

l
= ϕ(x).

2���� �'��3��� 	������� ak 
	�
�� 
 ��-..�/������� ��3��,��
��
 .���/�� ϕ(x)� 3������! �� (0, l) 	 �
� 4��%� +� �� ��� ��

ak =
2

l

l∫
0

ϕ(x) cos
kπx

l
dx. ��)��0�

5����	����%��� ������� ���	����
 ��+��+��	���� �� ������  ���
���%��� � ��	��� ��"�&� � ��+���3�����	������ ���/��� ��$� 
 �
�
��� ��)����� ��� ��-..�/����� ak �+�����
�� 
 +� .������� ��)��0��

������ �)��� � �������� �	�
��� �� 	��������
������� ���
����� ���
����	��� ��� 	�
����� ������� 	��������
������ �
��������� 	���
�	�
� ��	����� � �	�
���� ϕ(x) = u0 
�
0 � x � l !��	� 
��
�"������ 	���
�	�
� u(x, t) � ����� �����	
�
����� 

� � � � � � �( ������� 3�����  ��+���3�����	������ ���/���
��$� 
 �
��� ��)����� ��� ��-..�/����� �+�����
�� 
 +� .�������
��)��0�(

ak =
2u0
l

l∫
0

cos
kπx

l
dx =

{
2u0 +�� k = 0
0 +�� k > 0

.

1� .������ ��)���� +������� ������� u(x, t) = a0/2 = u0�
1��������! ��3��%��� ���	����� ��� ��� +�� +����! ��+���3��
�

/��  ���,�
 +� ��
���
 �����%��
 ���+�������  �����
�� 
 	 �$�
+�� 	 �� t > 0�



������ ��	 
����������� ������ ������� ����� ��������������� ���

������� ��������� �	��
�	��� �
������ �������� � ��	
����
������ 
	��� ���������� ������� � 	������ ���� 	��� �������
��� 
���� ��
����
������� � ��� �� �������� ! �����"�����#
��� ��
��� ��������� � $��� �
���  ������� ��
���# ����
��� ��������

∂u(t, x)

∂x
|x=0 = u(x, t)|x=0 = 0.

%�� �&��� ������ ������ '��( ��
���� ��	� " �������#
����)�� �* �+,� �&��# ������� ������� -������� ��
���# �����.� �
��/��� ������ ��������� ���0

X ′(0) = 0, X(l) = 0. �����1�

2���� ������ �&�� X(t)� ����
����#�,  �������� ��
��
��#� �����1�� �
# � � � ����"�� �����3� �
# X ′(x) ��������� x = 0�
��
���� X ′(0) = 0 ⇒ λC2 = 0 ⇒ C2 = 0� � ����"�� ����3� �������
��� x = l� ��
���� X(l) = 0⇒ C1 cosλl + C2 sinλl = 0⇒
⇒ C1 cosλl = 0⇒ cosλl = 0⇒ λl =

π

2
+ kπ� k ∈ Z ⇒

⇒ λk =
(2k + 1)π

2l
⇒ Xk(x) = Ck cos

(2k + 1)πx

2l
.

��+���# ���	 � ����,(� �������
(��� 	�������� Ck� �������
��� ���	� k = 0, 1, 2, . . . � 4����������,� ��+������� ���
��
λk = (2k + 1)π/(2l) �&��# Tk(t) ����
#���# �� 5����
 �������
%������
## 5��	��� Xk(x) � Tk(t) � 5����
� ������� ��
���� �&�
�� �������# ��)��3�� ����
����#�,  �������� ��
���#� �������0

uk(x, t) = BkCke
−λ2

k
a2t cos

(2k + 1)πx

2l
= ake

−λ2
k
a2t cos

(2k + 1)πx

2l
,

����).�
 � ak = BkCk� k = 0, 1, 2, 3, . . . �

6&�� uk(x, t) �������# ��)��3�� ����
����#�, 	���  ���
�����* ��
���� ������� ,/ � ����
(��� ��
���#� ����7�� +��� ���
	��( � ��� �#��0

u(x, t) =
+∞∑
k=0

uk(x, t) =
+∞∑
k=0

ake
−((2k+1)π/2l)2a2t cos

(2k + 1)πx

2l
. ����)��

8�	 � ���(&� 
 	� �+���(�#� ��� $�� 5��	��# #�
#��# �&���
� �������# ��)��3�� ����
����#�,��  �������� ��
���#� ��������



��� ������ 	
� ������������ ������ ������ ����� ���������������

�������� ��	
��	� ak� (k = 0, 1, 2, . . . ) ���� ���� ����	���
� 	��
����	�� �
����� �������

+∞∑
k=0

ak cos
(2k + 1)πx

2l
= ϕ(x). ����  �

!����	��� ������"���
� 
���
�������	� ����#���� ��� 
�
����

$�	�%�& cos
(2k + 1)πx

2l
����"�	���	� 	� (0, l)� '� �
��� ����#��� ���

��	
����
l∫

0

cos
(2k + 1)πx

2l
cos

(2n+ 1)πx

2l
dx =

{
l/2 ��� k = n
0 ��� k �= n

. ���� ��

(�� � ��� ������	�� $����� ��� ��)$$�%��	��� ���� *�����

���	�+�� ��� ��
�� ����	
��� ����  � 	� cos
(2k + 1)πx

2l
� �	��"�����

	� (0, l)� 
 ��,��� ���� �� �������� $������ ��� ��)$$�%��	����

ak =
2

l

l∫
0

ϕ(x) cos
(2k + 1)πx

2l
dx. ���� ��

-�.�	�� ����	�	�� �����������	�
�� �� �/0� 
 	�����	� �
���
���� ������ � "��	��	�� �
������� ����//� ��,�
� ����� ���� /�� "��
��)$$�%��	� ��������1�
� �� $������� ���� ���

������ ��� � � �������� �	�
��� ���� l ���� ����� 	���

�����
����� � �
���� �����
�����	�� �
� ������ 	����
�	��


�� ���	� 
���
������� 	����
�	�
� � �	�
��� � �
���������

�����	 t > 0� ��� ���� �������� 
���
������� 	����
�	�
��

u|t=0 = l − x�

- � . � 	 � �� 2���� 
��.�		�1 #����� ��� ����	�	�� ���������
���	�
�� 
 "��	��	�� �
��������

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= u|x=l = 0. ���� 0�

� 	�����	� �
������ u|t=0 = l − x�
-�.�	�� ��,�
� ����� ���� /�� "�� ��)$$�%��	� ak ��������1�
�

�� $������� ���� ���

ak = 2
l

l∫
0

(l − x) cos (2k+1)πx
2l

dx = 4
(2k+1)π

(l − x) sin (2k+1)πx
2l

∣∣∣l
0
+



������ ��	 
����������� ������ ������� ����� ��������������� ���

+ 4
(2k+1)π

l∫
0

sin (2k+1)πx
2l

dx = 4
(2k+1)π

(l − x) sin (2k+1)πx
2l

∣∣∣l
0
−

− 8l
(2k+1)2π2 cos

(2k+1)πx
2l

∣∣∣l
0
= − 8l

(2k+1)2π2

(
cos (2k+1)π

2
− 1
)
=

= 8l
(2k+1)2π2 .

������� � ���	��	�	��� � 
����� ����	 ���

u(x, t) =
8l

π2

+∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
e−a

2(2k+1)2π2t/4l2 cos
(2k + 1)πx

2l
. 
�����

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1xm

(U     )<0>

(U     )

(U     )<2>

(U     )<3>

(U     )<4>

<1>

(U     )<5>

0,6

0,4

0,2

0,8

1

m

m

m

m

m

m

���� ��� ��������� �����	
��	� � �	������

�������� ������������ ������� ������� � ������ ����� 	����
	� ������������! �  �����  �����"����	��  �� �#����� 	�� ���	#��!
	�  ���$%� � 	�����	�	! �� ����� � ����& '��&��� ���#� � 	��$��
�&��� ��� t→ +∞ ��������! �	� 	�� ���	#�� �� ���( 	��)�( �	��"*
�� ��������	�� � �	���	 ������ 	�� ���	#�� � 	�����	�	�! 	� ������
�#�+ ,� ��������( #������ ��������! �	� � �+'�� �����	 �������

��"� �)��& #����� ������ 	�� ���	#��  �������	 ��  ����� 	��*
�� �#����� ��������! � �� ����� )���	��&��� ) ���-�)# -#�)��� �%
��� ���������  �������&�� ��� Ox .� ��� ��  ����	������ )�����
u(x) ��� ��������( �����	�� ������� t! ������	�����  � -���#��

�����



��� ������ 	
� ������������ ������ ������ ����� ���������������

�������� ������	 
�� �������� ������� ���� ����������� �����
��	�����	� � ���� ���	� ��� ���������� ��	���	 �	���� �������
��� ������ ��� ��������	����� !�	"���� ��������� ���������� t
�	��� ����� ���	 � ��������	���� ��"�	� xm, m = 0, 1, · · ·M ��
������	��������� ���������� x� 	 !	��� ��������# ��	���� $	��%
���������% �	 ��� ���"��%� ��� �	&� � �	�#���������� ��������#
�� �"��# ��������� � �"��# ������ ���� ��� ������ ��������# ����
�#%���� '�� !	�	"� ��� ��� ���	�# �������	�� ������"������ �	���	
()*+,)- ��� ��� ������ �����	������ �������	 ()./0)� 1���� �����
��� �����#!��	��� 2���� �	���	 ��� ��� ��������� ���"��% ��"���
���# ��2��������� ak�


��3��� ������� ��	
��� 	����� ����	����� ����� ������	�����

����� 
�����
 ��	��� ��� ��� ���	 �����#!��	��� ����"����� �
�	���� ������ ��!��#�	��� ������� �����#�� ������� ��	������
����������������

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2

� �	"	�#���� ��������� u|t=0 = ϕ(x) ��� ��4� ����� ����������
��	��"��� ��������

35 u|x=0 = u|x=l = 0.

u(x, t) =

+∞∑
k=1

bke
−(kπ/l)2a2t sin

kπx

l
�

��� bk =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin
kπx

l
dx� k = 1, 2, . . .

5
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0.

u(x, t) =
a0
2

+

+∞∑
k=1

ake
−(kπ/l)2a2t cos

kπx

l
�

��� ak =
2

l

l∫
0

ϕ(x) cos
kπx

l
dx� k = 0, 1, 2, . . .

65
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= ux=l = 0.

u(x, t) =
+∞∑
k=0

ake
−λ2

k
a2t cosλkx�



������ ��	 
����������� ������ ������� ����� ��������������� ���

��� ak =
2

l

l∫
0

ϕ(x) cosλkxdx� λk =
(2k + 1)π

2l
.

����� ����	
�� �
�� � ������ ������
���������

� ����������� ���
���

����	 
���� �
������� ������
��������� ��� ������������ � ���
�������������� ���
��� ��� ����������� ����� ������� � ��������

	
���� ���������� ������
	� ���������� ������� 
��� ��
� 
!��� ����� ����"���� ��� ���� #���$�� f(x) ���������
��� �����

���� %�
�&�� �� ����� �������� ����
���� �
1

l

+∞∫
−∞
|f(x)|dx �&������

'����
��� ��� f(x) ��������� �����
�
����(� �� #���$�� f(x) ����
�� � )��� ������ �
�������� �����
���� ��
�� � � �� ���& �����&
���
�
	������

f(x) =

+∞∫
0

(A(α) cosαx +B(α) sinαx)dα, '*+ ,*(

� � �����& 
�"
	�� �	���������-

f(x− 0) + f(x+ 0)

2
=

+∞∫
−∞

(A(α) cosαx+ B(α) sinαx)dα.

.�)##�$����	 A(α) � B(α) ��
��������� �� #�
�����-

A(α) =
1

π

+∞∫
−∞

f(τ) cosατdτ ;

B(α) =
1

π

+∞∫
−∞

f(τ) sinατdτ.

'*+ ,/(

0 ������ 
��� ��
� ������	 �������	& ��
�"���� ��� ����
���

����
���	� �����
-
π

l
,
2π

l
, . . . ,

kπ

l
, . . .  

0 ������ �����
��� ��
� ������	 ��
�"��� ���
�
	��	� �����
�
�
������ ��� ����
�$�����	� "�������-

α ∈ [0,+∞) .

1��������� ����� ��� )�� ������� � ���$�� *, ��� ��)##�$��
����� ��
�� ����� ����"��� ��� ��� ������ �2���� #���$�� f(x)



��� ������ 	�
 ������������ ������ ������� ��� ����������������

����������	
 A(α) � B(α) ��������	�� �� ���������

A(α) =
2

π

+∞∫
0

f(τ) cosατdτ, B(α) = 0, �������

�� ������	����� ��	� ��� !���� �����	 ���

f(x) =

+∞∫
0

A(α) cosαxdx. ����"#�

$�� ���%�� ��%&	��' ������� f(x) ���	��	�	���(�� ������

��������	 ���

A(α) = 0, b(α) =
2

π

+∞∫
0

f(τ) sinατdτ, ����")�

f(x) =

+∞∫
0

B(α) sinαxdx. ����"��

*���	��� %	� ��	� ��� !���� ��+�� ����	���	� � ,���� ����	���
����

-��	���� � ������� ������� �
��+���� �����.� �� ����������/
	�� ����%���

f(x) =

+∞∫
0

1

π

+∞∫
−∞

f(τ)(cosατ cosαx+ sinατ sinαx)dτdα.

0	� �
��+���� � �%&	�� 	�� �����	��%����' ������


cosα(τ − x) = cosατ cosαx + sinατ sinαx

��+�� ��������	� � ����

f(x) =
1

π

+∞∫
0

dα

+∞∫
−∞

f(τ) cosα(τ − x)dx. ����""�

1�+�� ����2�	�� %	� ����	������� ������� � ��� ��	� ����
!���� ����%��	�� �������
� ����3��� �2 ��2��+���� �	�' ����/
��� � �� !���� ��� l → +∞�



������ ��	 
����������� ������ ������� ����� ��������������� ���

����� ���� �� 	
�� ��� �������������� ������ ����������������
��� ����������� �������� ������������� ��� �������� � �� ����!
��" ��#���� ��������� ���������������� �$��
%�& �����������"'���
�����(��� �������� �$	�)�� *�� ��� �������( ���������+& ������!
��� ������� �� ����"����

,����� ���� ��#��( ������� -��(�& ���� ���� �����( ��#���� �
���� ������������ ��� ����.�+ ������ �����������/
u(x, t) = X(x)T (t)�

0� �������� � �����(�������� ������ -��(� ��� ��������� �����!
�� ������� ��#���� ��������� �$��
%�& �����������"'�� �������1���!
�� λ& ���������� � �����"'�� ����/

uλ(x, t) = (A(λ) cosλx+ B(λ) sinλx)e−λ
2a2t.

0�� ��#���� ������� -��(� ������ ��� ��������� ������� � ���!
������� $����	 ���������(& ��� ��� �������������� ������� ������!
�� ������+ ��� �����& ���� �������� λ �������� ��������& �!
����"'�� ��������" ������������(����( λk ����������� ������& �
��#����& �����������"'�� �����(��� ��������& �������( � ���� ��!
���

2 ��������������+ ��+��� ������ �������� ������+ ��� � ����!
���� λ ����� ��������( �"�� ���������(��� ��������� ��#����&
�����������"'�� �����(��� �������� �$	�)�& ����������� �����( �
���� �����������"'��� ��������� �� ��������� λ& ���� � ���� ����!
����� -��(�/

u(x, t) =

+∞∫
0

(A(λ) cosλx+ B(λ) sinλx)e−λ
2a2tdλ. �$3�	3�

����� �������(& ��� 4�� ����.�� ����� �������� ��#����� ����!
����� �$��
%�� -���.�� A(λ) � B(λ) ������� ���& ���� ��#����
�$3�		� ������������� ������" �$	�)�� 0�������� � ��������� �$3�	3�
�������� t = 0& �������/

u|t=0 = ϕ(x)⇒
+∞∫
0

(A(λ) cosλx+ B(λ) sinλx)dλ = ϕ(x).

5�� ���( ���������� ����.�� ϕ(x) � �������� -��(�& � �������!
����� � ��������� �$3��6� �������� ��� ��4���.������ A(λ) � B(λ)



��� ������ 	
� ������������ ������ ������ ����� ���������������

�������

A(λ) =
1

π

+∞∫
−∞

ϕ(τ) cosλτdτ ;

B(λ) =
1

π

+∞∫
−∞

ϕ(τ) sinλτdτ.

�	
���

���������� ��������� �	
��� � ������� �	
��
�� �������� �����
��� ��������� ���������������� � ���� ���������  ��!�� ��� "���
������!#����� �������$ �	
����%

u(x, t) =
1

π

+∞∫
0

dλ

+∞∫
−∞

ϕ(τ) cosλ(τ − x)e−λ
2a2tdτ. �	
��&�

'������ ������������ ������� � ���� ��( ��#�������� ���������
��������� ��� ���� ������ )�# ��(�#����!���� �����*+�* �������%

+∞∫
0

cosλ(τ − x)e−λ
2a2tdλ =

1

2a

√
π

t
e−(τ−x)

2/(4a2t). �	
��	�

������� � �	
��&� ������( �������������� � �����!#���� �������
�	
��	�� �������%

u(x, t) =
1

π

+∞∫
−∞

ϕ(τ)

⎛⎝ +∞∫
0

cosλ(τ − x)e−λ
2a2tdλ

⎞⎠ dτ =

=
1

2a
√
πt

+∞∫
−∞

ϕ(τ)e−(τ−x)
2/(4a2t)dτ.

��������$ �������� ����� ��#����� ��������� 	
�������
,�(�� �)��#��� ������� ��������� ���������������� �	-�.� ���

)��(�������� ������� � #�������� �����!���� ��������� �	��&� ���
�������! � ���� ��������� ��������%

u(x, t) =
1

2a
√
πt

+∞∫
−∞

ϕ(τ)e−(τ−x)
2/(4a2t)dτ. �	
��/�



������ ��	 
����������� ������ ������� ����� ��������������� ���

������ ����� ��������� 	�
�	������� �����	���	� ��
��������

�� ��������	�������� 
��	��� ������
� 
����������

u(x, t)|t=0 =

⎧⎨⎩ 0, �	 x < x1,
u0, �	 x1 � x � x2,
0, �	 x > x2.

���� 	�
�	������� �����	���	� � ����� ������ t > 0�

� � � � � 	 �
 ������ �����������	� ������ 	��������� ��������
�������


u(x, t) =
u0

2a
√
πt

x2∫
x1

e−(τ−x)
2/(4a2t)dτ.

��������� 	������� ���� !���"����� ����# 	#!�����$ %��&
'	$ (������ )(z)


)(z) =
1√
2π

x∫
0

e−S
2/2dS.

*�� %��'		 (������ 	��$��� ��+�	'� #�����	 ,�� %��&
'		- ���� ����- !� ����	. �����. ���/$�����. �������� 	��$���
!��������� %��'		 ��� !��	����	� %��'		 (������� 0�����	�-
��� %��'	� (������ �!������ ������� )(−z) = −)(z)- �������&
�� !�#�����$1� �� !�� �	���!� ��	� 2���� ����- )(−∞) = −0,5,
)(+∞) = 0,5. 3������ #����� ���������.


τ − x

a
√
2t

= S- �����

dτ = a
√
2tdS�

�����	�

u(x, t) =
u0

2a
√
πt

x2−x

a
√
2t∫

x1−x

a
√

2t

e−S
2/2a

√
2t dS =

=
u0√
2π

⎛⎜⎜⎝
x2−x

a
√

2t∫
0

e−S
2/2dS +

0∫
x1−x

a
√

2t

e−S
2/2dS

⎞⎟⎟⎠ =



��� ������ 	
� ������������ ������ ������ ����� ���������������

= u0

⎛⎜⎜⎝ 1√
2π

x2−x

a
√

2t∫
0

e−S
2/2dS − 1√

2π

x1−x

a
√

2t∫
0

e−S
2/2dS

⎞⎟⎟⎠⇒
u(x, t) = u0

(
�

(
x2 − x

a
√
2t

)
−�

(
x1 − x

a
√
2t

))
. �������

	
��
�� �
� �������
�
x2 − x

a
√
2t


x1 − x

a
√
2t

�� x < x1  �� x > x2

���
 ��������� ����� � �� x1 < x < x2 � ������� � 
�� ���
���� ! �(z) !�"!�
#! ���$
��%  �(+∞) = 0,5� ����� �
� �� t = 0
�����! ��#
& � �����"� ������� �� x < x1  x > x2 �'��(��
#! � ��"&�
� �� x1 < x < x2 ����� u0� 
��� ����"&��� �#"��! ����"�
���!�
#!�

)#" � ������ ���� ����
& ������
��� ������! a� x1  x2� ��*
����� a = 1� x1 = 1� x2 = 3� 
���� �����"� ������� ����
 �� +

u(x, t) = u0

{
�

(
3− x√

2t

)
−�

(
1− x√

2t

)}
.

, ���"������ �� �#
����"��!#& �����'�� �� ������ �����"�
������� �������� ����"&
�
�� �����"!�(� ��-�
& �������� 
��*
"���������#
 �"! ��"�'�#��������� #
��.�!� ����� ��#�����"���

������
��� u(x, t)� ����� �������! ��/�01�  ����"&���� �#"��!
����2� ��".�� ����"�
���!
& ��������� �#"��� �� x = 0� , ��#
*
��#
� �#" � 
���� x = 0 ������.���
#! ��"���! 
������
���� ���*
����� �#"��� ���
 ��+ u(0, t) = 0� 3"! ��-��! 4
�% #��-����%
����� ��#��"&����#! �����"��� ��"������� �"! '�#�������% �'*
"�#
� 3"! 4
��� �����".� ���� � �(x)� �����(�� ����"&���

������
���� �� �
� �
�"&��� ��"��#& x < 0 ���$
��� �'������ 5�*
-��� ��"������% ����� ��%��
#! �� �����"� �����6�� ��
���! ��#"�
��#"�.��7 ����'�������% # ��$
�� ���$
��#
 �(x) ����
 ��+

u(x, t) =
1

2a
√
πt

+∞∫
0

f(τ)

⎛⎜⎝e−(τ − x)2

4a2t − e
−
(τ + x)2

4a2t

⎞⎟⎠ dτ. �����8�

5�-��� #��-����% ����� �"! ��"�'�#��������� #
��.�!� ��*
��� "���% ���� 
��"���"������ 
��� �������� �#"��! ���
 ��+
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0� ��"����
#! �� �����"� �����6�� �#" ����"&��� �#"���



��������	�
� ������ ��� ������� ����� ����
��
�
��
	�� ���

� ������� 	(x) 
�������� �� ������������� 
������ ������ ���
������ ����� 
�������� ��� �  ��� ������ ��!���� 
����� ��"

u(x, t) =
1

2a
√
πt

+∞∫
0

f(τ)

⎛⎜⎝e−(τ − x)2

4a2t + e
−
(τ + x)2

4a2t

⎞⎟⎠ dτ. #$%�%&'

��������	�
� ������ ��� ������� �����
����
��
�
��
	�� ���������	���� ���
����

(����) 
� ������ 
������������ ���)��� 
������� � ������ $*�

����������	
��� �����

+�!��� ������� ����� ��
��
��������� � ��������� ,������
���� ������)��"

������ $%�&�

u
∣∣∣
x=0

= u
∣∣∣
x=L

= 0, u
∣∣∣
t=0

=

{
x− L/2, x ∈ (0, L/2),
0, x /∈ (0, L/2).

������ $%�*�
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

, u
∣∣∣
x=L

= 0, u
∣∣∣
t=0

=
100

L
(L− x), x ∈ [0, L].

������ $%�-�
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

=
∂u

∂x

∣∣∣
x=L

= 0, u
∣∣∣
t=0

=

{
100, x ∈ (0, L/2],
20, x ∈ (L/2, L].

������ $%�%� ������ ��	
����� �������
������� �	 ���������

��� ��	��� x ∈ (−∞,+∞) � ��������� ��	�
����� ��
������

u
∣∣∣
t=0

=

⎧⎨⎩ 100(1− x/10), x ∈ [0, 10],
100(1 + x/10), x ∈ [−10, 0),
0, |x| > 10.

������ ��	
����� �������
������� �	 �������������� ��	���

x ∈ (0,+∞) � �	�	����� ��	������� � �	�	����� ���
�����

������ ����� u
∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
t=0

=

{
U0, x ∈ [2, 10],
0, x ∈ (0, 2) ∪ (10,+∞).

������ �����
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
t=0

=

{
U0, 0 < x < L,
0, x � L.



��� �����	 
�� ������ ����� ���������������� ������� �����

������ ��	 
������ ���� ����������������

������� �����

������� ����	 
���������
� ��
�� ��
�� ����� � �����
��� ������ ����������� ��
�	���
� ���	�������
���
���� ��� ������� ����	 ���������� ���������� 
��������
��
�

����� �����	� 
��� ���������������	 ������� �����

������� ���
�� ��
�� ��
� ��� ��������� � 	��
��� ���
������� ����� ������ ������� � ������  !� "#
�� � ����
�� ������ $%�� ����� ��
�� ��
� ������
����
&�� �� $���
�
' �$������� � �����
������ � #
�� ������� ������ ��$����
�����
� (�����) ��������� � �����
�
���� � ��((��������&��
��������� �������� �
�� ������ � ���
����
����� �����
����� x� *
�) ��� �� ��� 
��	���) ��
� ��
� �������� � ���
��	�� �����	�� 
���) � 
� 	���� � ����������) ��� ���

� �
�����
��
� �����
��� �����+%�+ ������+ ����	� ��� ���������

���������
�

∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= 0. , -�./

0��
� ������� ��������� 
���������
� � �������&�� $�
���
� 0 � x � l) 0 � t � T ��� ��	��&�� ������

u(x, 0) = ϕ0(x), , -�1/

� �����	��� ������ ������� � $��� $%�� ����2⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
α0u
∣∣∣
x=0

+ α1
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

= γ1(t);

β0u
∣∣∣
x=l

+ β1
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= γ2(t).
, -�3/

"����� ���� �
������� �� ������������ �
�� ��������
� ���� ��
�� (n,m)� 4�� #
� ��$���� ������	& �� ����� 
�5�
����� ����&���� ����+ ���
����+ �����������+� 6���� 
���

&� � 	�
�5�
� ��������� , !� / � ������� �� #
� ����� �
��+



������ ��	 
������ ���� ���������������� ������� ����� ���

���������	
� ���	���(
∂2u

∂x2

)n

m

=
unm+1 − 2unm + unm−1

h2
+O(h2). ������

���������� ��� ������ �������������� �� ���� ���

(n,m) (n,m+1)(n,m-1)

(n+1,m)

h h

τ

���

(n,m)

(n+1,m)

τ
h h

(n+1,m-1) (n+1,m+1)

���

���� ��� ������� ��	��
���� 
�� �������� ������������
��

������� ����� ���	�
 ����� ����� ������� �����������

(
∂2u

∂x2

)n

m

������������� �� 	���� n �!� ����� ���� ���"��⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un+1
m − unm

τ
− a2

unm+1 − 2unm + unm−1
h2

= 0,

m = 1, 2, . . . ,M − 1, n = 0, 1, . . . , N − 1,
u0m = ϕ0(xm), m = 0, 1, 2, . . . ,M,

α0u
n+1
0 + α1

un+1
1 − un+1

0

h
= γ1(t

n+1), n = 0, 1, . . . , N − 1,

β0u
n+1
M + β1

un+1
M − un+1

M−1
h

= γ2(t
n+1), n = 1, 2, . . . , N − 1.

������

#�������� ������ ������������ ��$�% ���&�	�	
 ������	
(N + 1) · (M + 1) ����%��� ��!�$�����&�� 	�������%� '����� �� 
������ r = τa2/h2 � ������(�� )�	 ������	 � ����	
*�� ����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u0m = ϕ0(xm), m = 0, 1, . . . ,M, (a)
un+1
m = (1− 2r)unm + r(unm−1 + unm+1), (b)

m = 1, . . . ,M − 1, n = 1, 2, . . . , N − 1,

un+1
0 =

−α1/h

α0 − α1/h
un+1
1 +

γ1(t
n+1)

α0 − α1/h
, n = 0, 1, ..., N − 1, (c)

un+1
M =

β1/h

β0 + β1/h
un+1
M−1 +

γ2(t
n+1)

β0 + β1/h
, n = 0, 1, ..., N − 1. (d)

����+�



��� �����	 
�� ������ ����� ���������������� ������� �����

�������� �	
	��� ��	��� ������ �	�������������� �� �����
��	�	�

��� n = 0� �� ������	 �� �!"�� ������� �	
	��	 �� ���	��� ��	#
�	���� ���	 ��� t = 0

�$� �� �������� �� �!"�� ������	� ����	��	 �	������ ���%��
u �� ��	� �����	���� ����� (m = 1, 2, . . . ,M − 1) n + 1#��
��	�	����� ���� ��� t = (n+ 1)τ �

�&� ���������	� �������'	 ������� �� �	��� �� �!"�� � ������
�� �!"�� �����%	 �(����� ��� t = (n+ 1)τ �

�)� n = n+ 1
� � *��� n < N " �	�	��� �� ���� $�
�!� �	���+ �	���+����� ����,���

� ���$� ����	
� ���
� -	����� ��	�� ������� ����������� � ���#
	 (n+ 1, m) ������'��	��� �� ����� n+ 1#��� ����" ���� ) "���

un+1
m − unm

τ
− a2

un+1
m+1 − 2un+1

m + un+1
m−1

h2
= 0,

m = 1, 2, . . .
n = 1, 2, . . .

�� ���

-����+�'	 � �������'	 ������� ����.��� ����� /	" � � ���
����� ��	�'�

0 1��� ��	�	 ����	��� u � ���#��(� ���	 (n+1)#��� ���� �	 �����
('�+ ���	�	�	�' �	�������� �� �����	�����.2�� ����	��� � ������
����� 1���� ����� 3�� ����	
	��� ������	��� �� (n+1)#�� ���	 ��#
��	�' ���	(����	��� ��,����	��'� �����	���" �����������.2��
��	��. ������" ���(��+
		 �����������	��	 ��
,� �	��� �������"
���	���'� ����	���� �� �	
	��. ��	��� ������ ��� �('���	��'�
����	�	�%���+�'� �����	���� �������� ����/	��	 �	���� ������#
� ��� �	
	��� ����	�' ���	(����	��� �����	���" ��������'� ���
�������'��	���� (n + 1)#��� ����� ����+ ��� ���	���' ��	 ����	���
���%�� u � ���	��� n� 4���� ��� �	���	���'� un+1

1 , un+1
2 , . . . , un+1

M−1
������� �� �� ��� ��	��.2�. ����	�� ���	��'� �����	��� �

am · un+1
m−1 + bm · un+1

m + cm · un+1
m+1 = fm, m = 1, 2, . . . ,M − 1, �� �5�

��	 am = cm = −r" bm = 1 + 2r" fm = unm�
6����(���	� �������� ���	�	�	��� �	������ ���%�� u ��

(n+1)#�� ��	�	���� ���	� 0�	�	� �(�����	��	 ym = un+1
m � �	�	��
	�



������ ��	 
������ ���� ���������������� ������� ����� ���

������� ���	
�
�� ������ �������� ������� 	 	����⎧⎨⎩
amym−1 + bmym + cmym+1 = fm, m = 1, 2, . . . ,M − 1;
y0 = L0y1 +K0;

yM = L̃MyM−1 + K̃M ,
�����

���

L0 =
−α1/h

α0 − α1/h
; K0 =

γ1(t
n+1)

α0 − α1/h
; ������

L̃M =
β1/h

β0 + β1/h
; K̃M =

γ2(t
n+1)

β0 + β1/h
. ������

����
�� ������� ����� ����� �� ��! ���"�"� #�"�"
 ��  "�"$
��� �� �%� #����
&'� #�� ����
��  ���	"� (���)� �'& "�� 
"	�
$

�* ��++���
,��'!
�* ���	
�
�� 	�"�"�" #"�&� � ���� #"���(��'
�����-��

." �
�'"��� � +"���'��� �'& y0� ����� �� ��! ����
�� 	" 	
��$
��

�* �") �* 	 	���

ym = Lmym+1 +Km, m = 1, 2, . . . ,M − 1. ����-�

."����	�	 /�" 	���%�
�� #�� m = m − 1 	 ���	
�
�� �����0��
#"'�)���

am(Lm−1ym +Km−1) + bmym + cmym+1 = fm, m = 1, 2, . . . ,M − 1.

�'�

ym =
−cm

amLm−1 + bm
ym+1 +

fm − amKm−1
amLm−1 + bm

, m = 1, 2, . . . ,M − 1.

1'��"	���'!
"�

Lm =
−cm

amLm−1 + bm
; Km =

fm − amKm−1
amLm−1 + bm

, m = 1, 2, . . . ,M − 1.

����2�
3"/++�,��
�� Km� Lm 
�(�	�4��& #�"�"
")
���  "/++�,��
$

���� � 	�)��'&4��& #" �� ����
�
�� +"���'�� ����2�
�����"���� ��#��! ���
�)
�� ��'"	�& #�� x = l� 1"���	�� �����$

�� �	�* ���	
�
�� ������� � ����-� #�� m =M − 1{
yM = LMyM−1 +KM ;
yM−1 = LM−1yM +KM−1.

����& ��� #"'�)��

yM =
LMKM−1 +KM

1− LMLM−1
.



��� ������ 	
� ������ ����� ���������������� ������� �����

����� �����	
��� ������ L̃M  K̃M � �
	��
� ������� �������
�����	��

yM =
β1KM−1 + hγ2(t

n+1)

β0h+ β1 − β1LM−1
. �������

�	������� ������ 	� ���� ��������
! ��"�
! ym�
m = 0, 1, . . . ,M ������� ��� �
��

������ ��� �	
��� ��������

��� m = 0� #$����
� ��� �
��
$� ��%&&'�
��� L0� K0 ��
&�����	� �������

�(� m = m+1� #$����
� ��� �
��
$� ��%&&'�
��� Lm� Km

�� &�����	� �����)�
�)� *�� m < M � �� ������� 
	 ��
�� (�

����
��� ��� �	
��� ��������
��� �� &������ ������� �$���!���! yM �
��� #$����
� ym �� &�����	� �����(�� m = m− 1�
�+� *�� m > 0� ������� � ��
��� ��
��� #$����

,������ ��� ���	

$� ����� ��� �
� ��! ��"�
! �����$
��-������
$� 	� �.�	����� ��	�
�
� 
	 (n+1)/�� �����

�� ����
����0� � �	���	���	���� �	�	�� ��	.� ����������
 � �	�$� �����/
1�
!�� �	� �	� ������ � � ���������� |bm| > |am|+ |cm| �$���
!/
���! ��� �	�

2� ���� ��"�
! ��	���� �	�	� �����������
��� �� 
�!�
��
������

��� n = 0� �� &������ ����+�3� 
	���� ��"�
� 
	 
������ ���/
��

�� ���� �� t = 0�

�(� ����
!�� 	� ���� ��"�
! �����	 ��� �
� ��! ������/

! ��"�
! 
	 (n+ 1/�� �����

�� ���� ��
t = (n+ 1)τ �

�)� n = n+ 1�
��� *�� n < M � ������� 
	 ��
�� (�
��� ���	�� �������	��� �	��-�	�

,����
�� ��� 	� ���� ��"�
! �� !�
�� ����� ���1�� ���
�� 
�!�
��� ���!��� 	�������	' � %�� ���� ��
	���  �	��

O(τ)+O(h2)� ,�
	�� � ���� ���
! ���������� 
�!�
	! ����	 ����/
��������
��� ��� �$ ���	4�� � ����1�5 ��
'�	 6���	
	�



������ ��	 
������ ���� ���������������� ������� ����� ���

������� �	�
����� 
�������� ����
����
���� ��� �
��� ������
� ���
��� ������ �����

δun+1
m − δunm

τ
− a2

δunm+1 − 2δunm + δunm−1
h2

= 0. �������

δun+1
m − δunm

τ
− a2

δun+1
m+1 − 2δun+1

m + δun+1
m−1

h2
= 0. �������

����� ��������
�� 
 ��� δunm = λneiwh � ���	������ �� λneiwh

���� �� ��	����	���� ����� �	�
�����! ����	"� ���� ����������
�� #
��� ����� �������

λ− 1

τ
− a2

eiwh − 2 + e−iwh

h2
= 0. �������

$ ��"
��!  �� eiwh + e−iwh = 2 coswh � 1− coswh =
= 2 sin2wh/2! ���� ��� eiwh − 2 + e−iwh = 2(coswh− 1) =
= −4 sin2wh/2 �! �����
����%��! � �������

λ = 1− 4
τa2

h2
sin2 wh

2
. �����&�

#���!  �� ��� �'(�)� ����������� ��)�
 τ/h2 
��� ��� λ � 1!
�� ��*�� �����%�� λ < −1! 
 ����� ��� �� ����
�� +������ ��
(���� 
"������%��� ,�%�-� ���"� �����"�  �����"! ��� ����	"�
sin2wh/2 = 1! ��)�� ����
�� +������ 
"���������! ����

λ = 1− 4ra2 � −1,
���'��

r �
1

2a2
. �����.�

/���! ��� ��)�!  ��(" �
��� ����� ������ ("�� (" ����� �
��! ��
��������� ��)�
 �� t � x ���*�� ("�% ����*��� *-����� ����
��

τ/h2 �
1

2a2
.

0� +��
��� ����� ������

λ− 1

τ
− a2

λ
(
eiwh − 2 + e−iwh

)
h2

= 0. ����01�

����� 
"������! ����(�"� �	�
��-��"� ��� �
��� ����" ������

λ =
1

1 + 4ra2 sin2wh/2
. ����0��



��� �����	
���� �����	� ��� �����	� ������� ����
 �����������	

��������	 �
� |λ| � 1 ��� ���� r ������� ����� �����
�� ��
���
�����

��������	�
� ������ ��� ������ 
��
�
����
����� ����
��
�
��
	��

����� �����	� 
����� ���������� �����

��������������	

�����
������� ��
���� �� ������ �����
����� ����
� ������
��� � ����� ��� ������
��� ����
������� �� ���� ���������� !��
��� 
������������
� � ����
�� ��� ����"���� ��������� #����

������� �� ���� ������ !���� ����
�� ���
�
���� 
����������	 �
��� $
�� �� ���� ������
�� � ���� ���� %��"�� &�����
�"�� ��
��!���!���� ��������'� �� ���� ���������� ����"!������ ()*�
+�$
��� �� ���� !���� �������'� ���� ��,�� ���!� �� �
" �� ()*	
����"!�� ���'������� ����
� -./01.2 �� -.345.�
6� ��!� ������� �7�8 ���� �� -./01.2����'����� �� �� ����

���� ��9�� ������� !����� � '��������� �������� :�7�8�; � ���

��"���� �������� u
∣∣∣
t=0

= f(x)� ) �����
�� <������ f(x) ��!"�=�

<������ ������� �7�8�

ORIGIN := 0 TOL := 0.00001 L := 1 Tmax := 1
K := 100 N := 5 M := 10 A := 1

k := 0..K n := 0..N m := 0..M f(x) := L− x

ak :=
2

L
·

L∫
0

f(x) · cos
((2 · k + 1) · π · x

2 · L
)
dx

u(x, t) =
K∑
k=0

ak · e−(
(2·k+1)·π

2·L ·A)
2·t · cos

(
(2·k+1)·π·x

2·L

)
h :=

L

M
τ :=

Tmax

N
xm := h ·m tn := τ · n

Um,n := u(xm, tn)

>��� �
���� '��<�� <������ u(x, t) ��  ��
� !������� �������
��� ��������
� t� ��!�"
�
� �� ���� �� ������ ���'����� �����
�
����� �� ���� 77�
>� �� ���� !����� � ���'��� ����"���� �������� ���������

�� ����
� ������=���� �� � <������ f(x) ����
� ����� � ����
"
������� ���	��	��	 ��,�� ���� � F9�
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��� ������� 	
�
�  ������� ���
�� ���������� ��
������
������ ���������� �� ������ ������
� �������� ������������
ak � ������� u(x, t) �� ������
� ������������� �
�
����
� 
��� ��
������ �������! ��� ������� ��
���� 	
�
�� �������� 
�������  ��
������� �������� � ���� ������	������
���� ��� 
��� "#$!%& ��� ��������� ������������� ak �����	���� �������
"#'!(&) 
 ��� ��������� ������� u(x, t) * ������
 "#'!%&! ��� ���� 
��� ��
���� 	
�
�� ��������������� � ���
����� �����������
��
������� �������� "#$!++&) ��� ��������� ������������� ak
�����	���� ������� "#'!,'&) 
 ��� ��������� ������� u(x, t) *
������
 "#'!,+&!

-������� ������ ./012/ �����
��� ��� ������� ���� 3� 	
�
��!

����� ���	
��
�	 ���
����
	��� 
���
��������	  ���

����� ��� ���� ����� ������
����� ���������

45 ��������	 	
���� ����������� A ���
 ����� ������!54

�� � �

�!�"# ��
������ �����

�!�"# ��$	�����%&�'�(��)*(�+�����'

�,���%'$-��'���&�%'��'��#�# �# �# .�/�0�# $# �# ���1

45 ����
		����	 ������ ! "������ #� ��$���� "��
�����%
��
��% &
�
�� ��"�"������� � ������	� ��
�����	� ���'
���	�! " ��	��
	 ����(�!54

������ ���#��������"/$0'	������%'$-��'���&�%'���2%'��'
�,���%'$-��'���&�%'��'��# $# �# ��1

45 ��������	 $
� " "����
�������% �����
�� h! � ���	���%
�����
�� tau!54

����%� 3��&�1 ��������&�1

45 )&�
*	 � ��������	 	
����� �����
� " "���	���% x � t!54

������ �

�!�4# ��

�����

�!�4# ��$	�����3'�# �# �# ���1
����5� �

�!��# ��

�����

�!��# ��$	��������'�# �# �# ���1

45 ��������	 &�
����� ��$���� " ���	����	 ���	 t = T [n] � &
'
"	��
�	 �+ " ����
	 � ���	���	 	
����� U � )&�
*	 $����
�"���� ��� "������� ��
���� ��$���% "���	����	 ���	!54

������6����$	�����/4/�0# ��4/�0# �/�0�0# �# �# ��1
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 ������� �� ����� ������������

��	��� ������� � 	
!"���� ����  	
!"���� ����
 	
!"���� ���� 	
!"���� ����  	
!"���� ����  	
!"���������
#������
�#����	$�
������ �	$�
� �� ��� �	$�
� �� ���

�	$�
� �� ��� �	$�
� �� ��� �	$�
� �� %���
&$�����'�"���(��� )
�� &"	 )��#��(���))��

��&�$ � )�*�)� )�*�+�)� )�*�+�)� )�*�+%)� )�*�+,)� )�*�+�)���

����� �����	� 
��� ���������������	 �� ����������

������	

������	
�� 	��
� 
������ ����� 	���
�������	� � ���������
��� �����	�� ���
�� � ������ ������ 
�����	
������� � ������ ���
� �����	�� 
���
� 
������ ������ 	���
�������	� �� ������

������ �����	� �
���	���� ���	�  !"#$!% 
�����	
�� �����& ���'(

�����&) � ������ ��� *
� +	�� 
���� u0 = 100( a = 1( x1 = 1(
x2 = 3( x ∈ [A,B]( A = −3( B = 7�

TOL := 0.0001 ORIGIN := 0 N := 5 M := 100

A := −3 B := 7 n := 0..N m := 0..M h :=
B − A

M
t0 := 0 t1 := 0.1 t2 := 0.4 t3 := 1 t4 := 5 t5 := 20

xm := A+ h ·m a := 1

Ψ(x) :=
∣∣∣0 if x < 1 ∨ x > 3∣∣∣100 otherwise

u(x, t) :=
∣∣∣Ψ(x) if t < 0.0001∣∣∣∣∣∣∣

1

2 · a · √π · t
3∫
1

Ψ(τ) · e−
(τ − x)2

4 · a2 · t dτ otherwise

Um,n := u(xm, tn)
���&��	�	, 
���-	� 
���	�����, �� 
��� �.�
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 ���
��� ��
�
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��  ��! ���! "#$! %� �����	
 ����
�
�� &��'
��� ���	(�� �
��
�
����� ��
���� u(x, t) ��� )
��� &��'
��* ��
�
���* 	���������+
t = {0; 0, 1; 0, 4; 1; 5; 20}!
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 ���
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��. �'���	�� ��
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�

 ���
���! 0�� 1��� ������� �
��
�� ����	�� ���	(�� U(x, tn) � ���� �/�(��� ����2��� ���������*!
3
��
������ � ��
���
 ����
�
��� ���������
��� � ��� t→ +∞ �'
�
�����- '�� �
��
������ � ��/�* ��'	
 ��
���� u → 0! 4��� ����
�
��2� �������
 ��
������
��
 � ���(
��
 �����������
��� �
��� ��
��
����!
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���� ������ ����	�� ��������� xOu�
��	 u ������	� ������	��	 ������ �� �����	�� ������	��� � x $
��������	 ����� ������� %�	
�	�� ����� ����������� u �� x � t�
��	� &���!�� u(x, t)� # ������ &������������ ���	�� ��	�	��� ��	�
��� t = const� ���&�� u(x, t) ��	������	� &���� ������ � ���	��
t� u′x(x, t) $ ������� ��'&&�!�	�� �����	����� � ����	 x� ��	� tgα
��� x = const� (���!� u(x, t) ���� ����� ����	�� ����� ������ �
�
�!����� x ����� ��� Ou� u′t(x, t) $ �������� '���� ����	��� u′′tt(x, t)
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U

x+dxx

M

MM

M T

T

1

1
1

α

α1

x

���� ��

����������	
� �� )����� ��	�������	�� ������� � ����
	���

����� ���	� ���/ �������� '���� ������� ���	�	��	 �	������ ����
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��� cosα ≈ 1� tgα ≈ sinα ≈ α�
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	� ������� ���� |MM1| = |M ′M ′
1|� $����������
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� �����

���� |MM1| 
����������� �
 %
�����&

|MM1| =
x1∫
x

√
1 + u′x

2dx.
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�
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 ���������� �������
 u′x
2 �
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|MM1| ≈
x1∫
x

dx = x1 − x = |M ′M ′
1|.
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F1 = |T 1| sinα1 − |T̄ | sinα = T (sinα1 − sinα) = T (tgα1 − tgα).
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$����� �
�	
��	� tgα = u′x(x, t)� tgα1 = u′x(x+ dx, t)�
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F1 = T (u′x(x+ dx, t)− u′x(x, t))�
������� ��	
��� �������� ���������� u′x(x, t) ��	
��� ����

���������� du′x(x, t) = u′′xx(x, t)dx� ���������

F1 = T
∂2u

∂x2
dx.
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F2 = g(x, t)|MM1| = g(x, t)|M ′M ′
1| = g(x, t)dx.
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MM1 	�%��	�� �������&����
' � 	���	
��� # ����� dm = ρ|MM1| = ρdx�
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dm
∂2u

∂t2
= F1 + F2 ��� ρdx

∂2u

∂t2
= T

∂2u

∂x2
dx+ g(x, t)dx.
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∂2u
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=
T

ρ

∂2u

∂t2
+
g(x, t)

ρ
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����� �+������� T/ρ = a2� g(x, t)/ρ = F (x, t)� �������� ���������
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∂2u

∂t2
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∂2u

∂x2
+ F (x, t). ,-.�#/
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∂2u

∂t2
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∂x2
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 ��� ���!��� ���� ���������"�
 ���� g(x, t) �= 0 ⇒ F (x, t) �= 0
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��� ��������� ��� t = 0� !�
����� �������
��� ��
�� ������ ����"��� �������	# u(x, t)|t=0 = ϕ(x)� � ��
�����
������� �������	 u′t(x, t)|t=0 = ψ(x)� ��� ϕ(x) � ψ(x) $ ��������
��������

% �����& ������ '�� ������� �������� ���#

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x). ()*�+,
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������ ������ �� ���	� ��������&� !����	��� ���� ������ ������
��
�� � ���� ������� �	��� ����� l � �" ����� ���������� � ��
��� x = 0
� x = l� �� �����
��� ������� �	� � ���#

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. ()*�-,

� �������� ()*�., �������� ����� ����
�� ��������� � �������
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����&, ���	�� ��� ���������� ��� ������
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����	� 
�� ��� ���� ��&���� �
���� ��� ������� � ������ ������
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������������ % '��	 ���
�� � �"	 ������� � ��������� ����������
%�����	 ��������� '��� ��������&� ��� 
��� ���	���	 �����& �����
! ���� � 	���	� �
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/���	����	 ����������� ��
���� ������� σ (���� -3,4 x $ ���
�������� � ��������� ������ 0	�1���� '���� ��
���� � 	�	��� t ���
������� u(x, t)� %�
����	 ����� ��&���� 1�� �� �
����� 	���� σ �
σ1� 5�� '���� ��&��	 ������������ ��������� �
����� 	���� ��
��
���	� σ � σ1 � ��
���� �� �������
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u|x=0 = 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0. ������
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 	����!�� ���� ��� ���!���� � ���� ���
�������� ���� ����"��
 ����� ��� ����#��

$������
 �� ������������ ������ 	���� ��������� �� 	���%
� ��������� ������ � 	����&������� ���'��� ����(�
 ����#�
 ����)�
��� �� ������ �������� �������� �������

*��� ����"�� ��+������ � ��������� &���� ��	 ���,��+ ���
 � �
���� ��- ������ t = 0 � � &�������!�� � ��� ���������� ���'�
&����"��� ���� ��� ���� Q
 �� ���� ����"���� T 
 ��-�����!�� �
������ x = l
 �����

Q = ESu′x(l, t), ������
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

=
Q

ES
.
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u
∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

=
Q

ES
, ������

� ���� ��� ������� ����� ��� ����#��
.��������� ��&�� ����-
 ����� ����"�� ��� �������� ����-

P 
 &����"����- � ���������� ���'�
 � � ���� ��- ������ t = 0
�������� ���	 
����������� $��� ���� ����"���� T 
 ��-�����!��
� ������ t = 0
 ����� P �

ESu′x(x, 0) = P ⇒ u′(x, 0) =
P

ES
⇒

⇒
x∫

0

u′x(x, 0)dx =
P

ES
x⇒ u(x, 0)− u(0, 0) =

P

ES
x.

/����� �� u(0, 0) = 0
 ���� ����- ����' 	����&���
 &�������

u(x, 0) = u|t=0 =
P

ES
x�

/����� �� ���� ��� �������� ���� ����"�� ����� ����
 &���%
��� ������ ���� ��� ��������

u′t|t=0 = 0.

����� ����	��
 � ������ ����� ���� ��� ������� ����� ����

U |t=0 =
P

ES
x, u′t|t=0 = 0, ������



������ ��	 
��� ����� ��������� ���

� ��������� 	
���� � �� �������

����� ������ 	 
�������� 
	�������� ����

�	��� ������������� ��� ��	����� ��	����� ��� ����� ����
���
��� ��� �� 	����� 
����� � ����! �������� ���������! 
����
��" �	� ����
������� ��	� ��	�� #� �
��������� ����$� 
� ����
���� 
���%�&�
� ���	� �
� ���� '
���
��� (����  ���������!

������! � ����&� ������ ��
�������� ����������� ��"
�	&)�� 
���
��
�� 
������� � ���������� ���������� ���� �	�&� *�
�����
�	 ��
�������� ���������� 
���������� ����
������� +����� �����
������� 
������� �� ��� �������
� � ���� 
��� ������ ������" �� ��
���
� �������� �	�
��	�� *�
�����	 ��
 #	�	� ������
���� �����
�� ����
�������� ������� 
�����"� �� �&#�� � ��! ����� �������
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x0 x =x+dx l

σ σ

1

1

θ θ

K

L
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r dθ

dσ

K
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� 	� ��� ΔΘ
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���� 	��� Θ(x, t)� �������� ����"  ���� 2�&���� � ��)��������	
������& ���	� �
� 	��
��� ���� ����	 
�������� σ � σ1� *��� ��
����� ������� ����+�� 	��
��� �� 	����� 	
������� ���� ������	
��%��! 
�� ����
������� �
� ��)�����

3����� ��%��! 
�� �
�� �� ��
�� ��	��)�! �������� ������
�����! � 
������� σ � σ1� '���
��� ��	��)�" ������� ���������
��" � 
�����& σ� 0�� (���� ������ (������ dσ (���� 
�������
��
���������" �� ��

������ r �� +������ � ��������� ������	
���������� τ � � ������ 
����� (������������ ������ KK ′ 
��������� KL′�



��� �����	 
�� ���� ��������� ��������	

��� ���� �	��
��� 	�� 
������� ���	������ �
��� ���
�

τ = G · L̂′KK ′� ��� G � �������� ����������� ������������ ���
��	������ �������
�� �
�
  �����! �����
"#

$
� �����
� �
���
����
�� �
��� ����%
��# &���
 � ��������
��������
�� ����� ������ ������

L̂′KK ′ = tg L̂′KK ′ = |L′K ′|/dx.

' ������ ������� |K ′L′| ≈ |
�

K ′L′ | = rdΘ� �������

L̂′KK ′ ≈ rdΘ/dx.

&
��� �%�
���� ��� ����	�� 
������� τ ����	
���

τ = Gr
dΘ

dx
.

'�����
���!�� ���
� �������
� � ������� dσ� 
��
���
 ����
���������� �
������ � �( ����	�
 �
�


τdσ = Gr
dΘ

dx
dσ.

)�����
��� �����*�� ����� dMx� ��������� � �������
dσ� ����	
�� �
���

dMx = rτdσ = Gr2
dΘ

dx
dσ.

����+ ����	�� �����*��� �����
 Mx 
����� ��������� ���
���
���� �� σ�

Mx =

∫∫
σ

Gr2
dΘ

dx
dσ = G

dΘ

dx

∫∫
σ

r2dσ = GΘ′x(x, t)J0,  ,-#."

��� J0 =
∫∫
σ

r2dσ � ������� ����� ������ ��	��� �
�
# /����

��0�1 ���� �#�# �
����! ������� Mx+dx � Mx� ��������1 � ���
	���� σ1 � σ� �����! �
��

Mx+dx −Mx = G {Θ′x(x+ dx, t)−Θ′x(x, t)}J0 ≈ G
∂2Θ

∂x2
dxJ0.

2���! 	
���� ����
*��� Θ′x(x+dx, t)−Θ′x(x, t) �
���� 	
����
���������
��� (∂2Θ/∂x2)dx#

3��� �%��
	��! ����	�� �����
 ������ �
�
� ���1���*�+��

 ������ ���� K� �� ����� ������ �	
���
 ����� σ1 � σ %����



������ ��	 
��� ����� ��������� ���

K · dx� ������� ��	�
���� ���� �����	� ∂2Θ/∂t2� �
������ ���
��
��	�� �������� ���������

Kdx
∂2Θ

∂t2
= Mx+dx −Mx = G

∂2Θ

∂x2
dxJ0,

��	���
∂2Θ

∂t2
= a2

∂2Θ

∂x2
,

��� a2 =
GJ0
K
�

��	�� ��
����� ��������� 	
�������� 	�������� ���� ��	 � ���!
�������� �
�������� 	�������� "#$�%& � ��	���� '��	(��� Θ(x, t)�
)������
�� ��������� � �
������� ������� ��� ������� 	���� ����
	���( ���� ����� l ��	
������ � �
���� ��������� * ��������� ��!
���� �
���� 	���( ���� ��	
��������� �� ����� ���� α � �����	���!
�� ��� ��������� �	�
����� +� ������� ���� α �� �������������� ����
γ ���������� ���������� ������� Mx ������� ��� ������� t = 0
"
��� ,-&�

γ ≈ tg γ ≈ |K
′L′|
x

�� ΔKK ′L′, |K ′L′| ≈ |
�

K ′L′ | = RΘ⇒ γ =
RΘ

x
;

γ ≈ tg γ ≈ |K
′′L′′|
x

�� ΔKK ′′L′′, |K ′′L′′| ≈ |
�

K ′′L′′ | = Rα⇒ γ =
Rα

l
.

l
R

L

K K K

L
x

γ

θ α

���� ��� ������� ����	
� � 	����	�� ����	�

�
�
������� �� �������� γ� �������� ��� �
� t = 0 �����������
������.����

RΘ

x
=
Rα

l
, ��	��� Θ|t=0 = α

x

l
.

+� ������� ���������� ��������� �	�
���� ��������

∂Θ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

/���� 	���( ���� ��	
������ ������ Θ|x=0 = 0�



��� �����	 
�� ���� ��������� ��������	

�� ������ ��	
� ���� ������� ����	� Ml� ������������ ����
���� ������� ����	 	���

Ml = 0⇒ GJ0
∂Θ

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0⇒ ∂Θ

∂t

∣∣∣∣
x=l

= 0.

 ���� �!��"��� ���#���$% 	�#��%	�� $������

Θ|t=0 = α
x

l
,

∂Θ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0. ����&�

� '��	�#	�� $����� �

Θ|x=0 = 0,
∂Θ

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0. ����()�

*�������#�$�� ����� "���#� $�������� $ "���#�� � ������%	�+
����!�	��+ $���,	� ����-�� ����.�� ����/��

0�$$������ �����% $�#��� ��'�� ���	 ��	�
 ���� "�������	� �
�� ������ ��	�
 ��	�
�� ��		���� �	�� ����	� �	��
�� ������'�
��	�$����%	� �$� ����	 J1� 1�� � � ��������� $�#��� � 	�#��%�
	�� ����	� ��$� "���#�����$� 	� ����� '�� α � ���$����$� !�"
	�#��%	�� $����$���

��#��%	�� $����� 2��� "���#� ����� ,�� ��� � � ���������� �
����� ��� ����&��

3���� ��	�
 ���� "�������	� ��2��� Θ|x=0 = 0�
4��	�#	�� $����� 	� ������ ��	
� !��� ��'��5 ���� 	� ����

��� ��	
� 	,	� ������	��% � 	�� $�� ������'� ����	�� Ml�
�����������'� �� ������ ������� � ����	�� $��� �	��
�� ��$��

J1 =
∂2Θ

∂t2

∣∣∣∣
x=l

� ���

GJ0
∂Θ

∂x

∣∣∣∣
x=l

+ J1
∂2Θ

∂t2

∣∣∣∣
x=l

= 0.

 ���� �!��"��� ��� ���� $ ��$��� 	�#��%	�� $����� ����� ���
����&�� � '��	�#	�� 6

Θx=0 = 0, GJ0
∂Θ

∂x

∣∣∣∣
x=l

+ J1
∂2Θ

∂t2

∣∣∣∣
x=l

= 0.
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����� �����	� 
���	 � ��������� �������	��

���������� ������ ������� ���������

��������� 	�
����� ������ ���������� ���������� ������� ���

� ������ ���	������� �� ����
���� ��
��� ���� � !������ ���
���" x : −∞ < x < +∞� � #�������� ��
��� ������������ $�
��
����� ��%%����&��
��� !����� ��!������ ������� ��	
� ' ����
��!��
� �����( ��
� ��	�!���� ��� � "���	����������	�" ���������"
ξ = x − at � η = x + at ��������� ��������" 	�
�����) ������ �����
	��������	�) ���*

∂2u

∂ξ∂η
= 0, ����((�

��+����� 	�����#� �
��� �������!�&� ���" ����!��
���" ����
,�� ��%%����&������" %��	&�) u(ξ, η) = F (ξ) +-(η)�

.�	���� ��!���/��� 	 ���������� x � t� ��
����*

u(x, t) = F (x− at) +-(x+ at). ����(��

$�
������� ��+���� ���� ��!������ ��+����� 0�
������� ����
�� ��#
���� %�!����	�� ����������&��� 0�)������
���� #��%�	
%��	&�� F (x− at) ��
������ �! #��%�	� %��	&�� F (x) ����#�� �#�
������ �� ��
����� at� ���� ������/����� �#� ������ �� �	�������
a1 #��%�	 %��	&�� -(x + at) ��
������ �! #��%�	� %��	&�� -(x)
����#�� �#� �
��� �� �	������� a� ��
� � ����
���) ������ ����
t = 0� ��!��/���� ������ ���������� %��	&��) u = F (x)+-(x)� ��
� ��
���)+�� 2�� ��!��/���� �������������� ���
� ������ � ����
���" ��
�� ���� �! 	�����" F (x− at) �������������� �� �	�������
a ������ ������� ���	�� � � ���#� -(x+ at) �������������� � ��)
,� �	������� �
��� ��
���	�� ���	��� 	�	 ��	�!��� �� ���� 3(�

$������� %��	&�� F � - ��	� ����� ����
�����
��� ����
����
��
��� ���� �� 4! �����#� ����
���#� ��
���

u(x, 0) = F (x) +-(x) = ϕ(x).

0
 �����#� ����
���#� ��
��� ��)��� ����!������*

u′t(x, t) = −aF ′(x− at) + a-′(x+ at),

��	���* u′t(x, 0) = −aF ′(x) + a-′(x) = ψ(x)�
4���#���� ���
����� ��������� �� 5 �� 6� ��
����� �� ������

��#��
���" %��	&�" ��#����� ���!����� z � ��
���� �� ���"��#�



��� �����	 
�� ���� ��������� ��������	

(x+at)ΦF(x-at)+

(x+at)ΦF(x-at)+

(x+at)ΦF(x-at)+

U

x

(x+at)Φ Φ(x)
F(x) F(x-at)

���� ��� �����������	�
	 ����� 
 ������� ����� �	�	�

�
� ������	��

������� x��

x∫
0

ψ(z)dz = −a
x∫

0

F ′(z)dz + a

x∫
0

	′(z)dz = −a
(
F (x)− F (0)

)
+

+a(	(x)−	(0)) = a (	(x)− F (x))− aC, 
�� C = 	(0)− F (0).

����� �

	(x)− F (x) =
1

a

x∫
0

ψ(z)dz + C.

����� �������� ��� ����������� F (x) � 	(x) ����� ����� �����
������ ⎧⎨⎩

	(x) + F (x) = ϕ(x)

	(x)− F (x) =
1

a

x∫
0

ψ(z)dz + C.

����� ��� ������ �� �����⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
	(x) =

1

2
ϕ(x) +

1

2a

x∫
0

ψ(z)dz + C
2

F (x) = 1
2
ϕ(x)− 1

2a

x∫
0

ψ(z)dz − C
2
.



������ ��	 
��� ����� ��������� ���

���������� 	
�����
 ��	
������� �	� ����� ��
������ x� �
�
����� � ���� ����� x ����
��� x+ at � x− at�⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

�(x+ at) = 1
2
ϕ(x+ at) + 1

2a

x+at∫
0

ψ(z)dz + C
2

F (x− at) = 1
2
ϕ(x− at)− 1

2a

x−at∫
0

ψ(z)dz − C
2
.

����
���� �� 	
�����
 � ���� � �����
�� ��!�� 	�"���� �	
�#
����� $�%� &�

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz. $�%��'&

��	���
 $�%��'& �
( ��)���* �
)�� )����
��� � �
���
��� ����
����� 	
�
����
 ��� 	�"���� �
�
�� +�"� ��� �	
������ ������#
��,� )����
��� �	����

������ �%��� ����� �
�
�� ���� ��� ��
������ �����
���

�������

∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
, u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = P arctgx.

- � " � � � �� .���������
�"��� /�	����* $�%��'& � ���,	�	��
�� �
���� ��������

u(x, t) =
P

4

x+at∫
x−at

arctg zdz =
P

4

⎛⎝z arctg z∣∣∣x+at

x−at
−

x+at∫
x−at

zdz

1 + z2

⎞⎠ =

=
P

4

(
z arctg z − 1

2
ln(1 + z2)

)∣∣∣∣x+at

x−at
=
P

4

(
(x+ at)×

× arctg(x+ at)− (x− at) arctg(x− at) +
1

2
ln

1 + (x− at)2

1 + (x+ at)2

)
.

0 ����!�� /�	���� 1
�
���	
 ��2�� 	�"�� ���"
���� �
�
#
�� ��� �	
������ )����
��� ��������������� �������

-
����	�� ����
*� )�,�
 �	��
 � �
�
����� ����2���� 	
���#
�
,
��� �� ����2������* ������� Ox � �( ������ �
����!�*�� �
�
�
�� )��	���
� �������2�� �
��������

u(0, t) = 0. $�%��3&



��� �����	 
�� ���� ��������� ��������	

��������� 	
���� ������ ������ �� x � 0� �
� �	��� ϕ(x)
 ψ(x) ������������ ������� ������� �� x < 0� �� �������� ���
u(0, t)� ���	������ �� ����	�� �� �!"#� �	��� ���� �� $

u(0, t) =
ϕ(−at) + ϕ(at)

2
+

1

2a

at∫
−at

ψ(z)dz.

%���� u(0, t) = 0� ���� ���������
� �������� &������� 	
�����
��
������� ����������� ϕ(x)  ψ(x) ���'���� �������$

ϕ(−x) = −ϕ(x), ψ(−x) = −ψ(x),
(�&�� $

ϕ(−at) = −ϕ(at), ϕ(−at) + ϕ(at)

2
= 0,

at∫
−at

ψ(z)dz = 0,

��� ���&��� �� ���'���) �	��� �� 
���������	 ����
������
������ �������� �������	�

(��� �������� �������� ��������� 	
���� �� �"# �� ���	* ���
�	�
� ���'���� �������� ��� ��+��� ����� �� �,#� �� �"#� �� �-#
����� 
���������� ����	�	 .�������� ��� ��
�������) 
��	���
/�
�����	 ������������ ��������� 	
���� ������� ��� 
�	���
x � 0  x < 0� ��  ������� ����'�
� �������� ����	��� ��
x− at > 0 (t < x/a)  x− at < 0 (t > x/a)$

u(x, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz

�� 0 < t �
x

a
,

ϕ(x+ at)− ϕ(x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
−(x−at)

ψ(z)dz

��
x

a
< t < +∞.

�� �!0#

1�

����� ������ 
��+���	* �����	 ��� ���	
��������� ���	�

�� 
� 
�������� ������$

u′x(0, t) = 0. �� �! #

��������� 	
���� �� �"# ������ �� x � 0� 2 3��� 
�	��� �����
��������� ��� ��������� 	
���� ����4���� ��������� �� ���	*
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�
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���� ������ �

	
����������� ���
�� ����� �����

����� ��������� �� �!" ��

���� �
�����# ������ ���$�� ���
�
�
� % ���
�
� ����� ���& ��� �$
 �'( ������)�& ���
�
� ��������
��� ����������� �����
���� ��������) ����	� �
�����# ������ �
����������	
� ����
�� *�� �
�����
 � �+�,�!& ��������	���� �����
	� �
��
�� � ������� ��������� �� �!" � ��	������� ���
����� �� �-"
� �������� $����	��� ���
���� ��� x = 0 � x = l �� �."� /�������
��00����������
� ��������� � ��	������ ���
���

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, x ∈ [0, l], t > 0,

u(x, t)
∣∣∣
t=0

= ϕ(x),

u′t(x, t)
∣∣∣
t=0

= ψ(x).

1���	� ���� ������ ���
�
� ���������� ���������� �����& ����
���� ������ ������� � ����2

������� ���� ������ � ���� 2

u(x, t) = X(x)T (t). ����,"

/
������ 0�����) ����," � ��������� �� �!"& �
��	��

T ′′(t)
a2T (t)

=
T ′′(t)
X(x)

= C.

/
��
���� ����� 	���� �
��	����$
�� ��������� ������� 
� t& �
������ % ������� �
���
 
� x& 3 t � x 4 ����������� ����������& ����
�
�������
 5�� 
��
����� �
��
����� 6
���	�� 5�� �
��
����) C�



������ ��� 	�
���� ������ ��� ������� ����� ���

������ ��	
��� ��� 
���������

T ′′(t)− Ca2T (t) = 0; ������

X ′′(x)− CX(x) = 0. ������

� 
���� ������ ������� 
�	���� ���� � �!�� "������# ����

u(0, t) = X(0)T (t) = 0, u(l, t) = X(l)T (t) = 0.

$����	#�
 � �%� ��&���� u(x, t)' �� ������ �
	� ��!���������'
������ �	��
��' ��� T (t) �= 0' �' �	�������	#���

X(0) = 0, X(l) = 0. ���� �

( ��"
	#���� �	� ��������� )
��*�� X(x) ��	
��	� �	��
�+
%
� �����
� "����
 �	� �,���������-� ��))����*��	#��-� 
���+
������ ��.�� ��&���� 
�������� ����/�' 
���	�������%�� -�������

�	���� ���� �� ������� �	� ������ 0����������������� 
��������
s2 − C = 0 � �������� ��� �	
����

�� C = λ2 > 0 ⇒ s1,2 = ±λ 1 ����� ��.������	#���' ��"	�����'
�,%�� ��&���� 
�������� ������ ���� ����
X(x) = C1e

λx + C2e
−λx�

2" -�������0 
�	���. ���� � �	��
���

C1 + C2 = 0, C1e
λl + C2e

−λl = 0.

3�� ������ ���� ������������ ��&���� C1 = C2 = 0' ���
��
�	��
��� X(x) = 0⇒ u(x, t) = 0 ��� ���0 x' t�

4�"�,�����. �	
��. �������� �� ��������	����
�� C = 0 ⇒ s1,2 = 0 1 ����� ��.������	#���' ����������' �,%��

��&���� 
�������� ������ ���� ����

X(x) = C1 + C2x.

2" -�������0 
�	���. ���� � �	��
���

C2 = 0, C1 + C2l = 0,

���
���
C1 = C2 = 0⇒ X(x) = 0⇒ u(x, t) = 0 ��� ���0 x' t�
4�"�,�����. �	
��. ���!� �������� �� ��������	����
�� C = −λ2 ⇒ s1,2 = ±λi 1 ����� ���	�����+�����!�����' �,%��

��&���� 
�������� ������ ���� ����

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx.

2" -�������0 
�	���. ���� � �	��
��� C1 = 0' C2 sinλl = 0�



��� �����	 

� ������ ������� ����� ������� �����

����� ����	
�� � ����� ���� ���
� ������
��� 	����
C2 �= 0� ������� 
� �������� �������� �����	��� 	��

sinλl = 0⇒ λl = πk (k = ±1,±2, . . . )⇒ λ =
kπ

l
.

���
 ������
� ��� !"� ���	��# ��������� $
��
�������%
�� k� ������	
� Xk(x)&

Xk(x) = Ck sin
kπx

l
, ��� '"

�� Ck ( ���
�������� ��������� 
)�������� ���� Ck � ���� �������*�

� ��*�� �	
����� 	��

k = 1, 2, . . .  +��
� �������� ��*���� ���	�
� λk = kπ/l ������%
����� ��	
����� ���*���� ���
,� ���
	��#
��� ����������
���*
��� -�
	
�� λk = kπ/l ���������� ����������� 	
����
� $���.

 sin(kπx/l) ( ����������
 �����
�
 �����, ����	

��� !"� ��� /" 

0��� ��������� 	�� �
���� ��,����� ���������� $���.
, ��%
���������� �� (0, l) 

+��� ��,�� T (t) 1�*���� λk = kπ/l ����������� ���� $���%
.
� Tk(t)� ��������� ������
� ��� 2" ��


T ′′k (t) +
(
kπa

l

)2

Tk(t) = 0.

3�������� �������
��
	��� ������
&

s2 +

(
kπa

l

)2

= 0 


�����
� �� ����
 s1,2 = ±kπa
l
i 

4�# ���
 ������
� ��� 2" 
�� �
�&

Tk(t) = Ak cos
kπat

l
+Bk sin

kπat

l
, ��� 5"

�� Ak 
 Bk ( ���
������� ��������� 
)��������� ����*�
� ��� '"� ��� 5" � $������ ��� 6"� ����	�%

� 	����� ���
� ������
� ��5 2"� �����������#
 ����
	���
�����
�� ��5 /"&

uk(x, t) = Ck sin
kπx

l
·
(
Ak cos

kπat

l
+Bk sin

kπat

l

)
.



������ ��� 	�
���� ������ ��� ������� ����� ���

��������	 CkAk = ak
 CkBk = bk
 ������ uk(x, t) 	 	���

uk(x, t) =

(
ak cos

kπat

l
+ bk sin

kπat

l

)
· sin kπx

l
. ������

����� uk(x, t) ����	����� ����������	
 ����
�	
 �����

 �
����	���	���� �� �������� � ����������	
 ������
�	
�
 �!�� ��"# "��� �"�	���� ��$�%�
 ���	��	�"��� �"�&

� '"������( �) � �����#��� ����	��� ��$�*�� +�� ,��'� "������&
"�� ����� "���! ������
 ����"�� 	 ���� ���!����� � ����"�������
�"�	���� ��$�%� ���- ���� �	���#�� '� "���� ��������� �"�&
��'���� ����������#�� �"�	"��# ,��� .��� ��� ����� ������'�
����� ���'���(��

u(x, t) =

+∞∑
k=1

(
ak cos

kπat

l
+ bk sin

kπat

l

)
· sin kπx

l
. ����/�

0���
 ��� .���1�� u(x, t) ���	��	�"�� '"������� ����	���
��$�2�
 ������#�� �� ���	��	�"�� ��-��� �� .���1�! ������� 3���&
"� �"���	��#�� ��������� ak � bk ���
 ����� .���1�� ����/� ���&
	��	�"��� �����#��� ����	����

u(x, 0) =
+∞∑
k=1

ak sin
kπx

l
= ϕ(x).

+�� 	��"�'� �����#��'� ����	�� ��!�� �"���	������

u′t(x, t) =
+∞∑
k=1

kπa

l

(
−ak sin kπat

l
+ bk cos

kπat

l

)
sin

kπx

l
,

u′t(x, 0) =
+∞∑
k=1

kπa

l
bk sin

kπx

l
= ψ(x).

4���� ��"����
 	������ ak �
kπa

l
bk �	������ ��,..�1������

"����-��� .���1�! ϕ(x) � ψ(x)
 �������( �� (0, l) 	 "�� 5�"# ��
������� ��*�%*�� �������

ak =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin
kπx

l
dx;

bk =
2

kπa

l∫
0

ψ(x) sin
kπx

l
dx.

����6�



��� �����	 

� ������ ������� ����� ������� �����

����� ����	��
 ������ ���������� 	����� ������ ����� ������

��� ������ ���! ak � bk ��������"��� �� ����#��� ����$��

%!���� ���������� �	
�� �������!& �#� �� uk(x, t)
 ��� ��'
�� ��������� �& � ����(

uk(x, t) = Fk sin
kπx

l
sin

(
kπa

t
+ ϕk

)
, ����)*�

��� Fk =
√
a2k + b2k, tgϕk = ak/bk�

+	 ����#�! ����$� ����
 ��� ��� ����� ���#! �������"� ���'

��������� �������� � ���� �������� ωk =
kπa

l

 �	!������ ���

�������� �������� ���#! � ����� ϕk, ������#�� �������� 	������

�� x � ���� Fk sin
kπx

l
� ����� �������� �	!��"��� �������� ��	


����� % ������� ���� uk(x, t) ������� (k + 1) ������-�� ����� �
(0, l)(

sin
kπx

l
= 0⇒ x = 0,

l

k
,
2l

k
, . . . ,

(k − 1)l

k
, l.

.�� ����� �	!��"��� ����	�, ��-�# ��� �������-�! ���'
��
 � �����!& �������� �������"� ������#�� / ��������� 0��
�������� ���#� �	���� 	�#� � ��������� �������� wk 
 ������'
��"1�� �!���# 	�#��, ���!� �	��� 	�#� �#���
 ����� ������� ���'
� ω1 / �������� ���, �����2!� ��!
 ����������#"1�� ��������
ωk(k � 2)
 �	!��"��� ������
 ��� ���	������ 3�#�
 �	������!�
���#��
 �����!������ �	 ������� ��� � ��������
 ������ &����'
��� 	�#���� ���
 ���� 	�#��
 ������ �#��� 	������2 �� ���������
��-�# ������#���� �����2!& �������� 4�!�� Fk �!���� #�!��'
"� � ������ k
 � ������ �� �!�������� ����� �����2!&, ������!
�����"� ���2 ������# 	�#�# / ����� 	�#���

������ ���)� ������	 ����� ������ �	������� ������ ���

��������� ����������

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
.

u|t=0 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4hx

3l
��� x ∈

[
0;

3l

4

]
;

4h(l − x)

l
��� x ∈

(
3l

4
; l

]
.

u′t|t=0 = 0, u|x=0 = u|x=l = 0.



������ ��� 	�
���� ������ ��� ������� ����� ���

��� ������	 �
����� ���������� ������ ������ l 
��������� ��
������ (u|x=0 = u|x=l = 0)� � �������� ������ ��� ����� ��� �����
��� OAB �� ���� � !������ ������ �������� �������" � ��������
#�
 �������� �������� (u′t|t=0 = 0)�

$ � % � � � ��

3l
4

B

A
U

h

0
x

l

���� ��� ��������� 	
���� ��� ������ ����

$�%���� ������ 
���� ����� ��� !&&�'"� (�� ��)**������� �����
���	���	 �� *������� !&&�+"�

ak =
2

l

⎛⎜⎝
3l
4∫

0

4hx

3l
sin

kπx

l
dx+

l∫
3l
4

4h(l − x)

l
sin

kπx

l
dx

⎞⎟⎠ =
32h

3(kπ)2
sin

3kπ

4
.

,���(���� #�����	 �� ���	��
- ������ ������� bk = 0� ���� ψ(x) = 0.
$�%���� � ������������ � !&&�'" ����� ����

u(x, t) =
32h

3π2

+∞∑
k=1

sin(3kπ/4)

k2
cos

kπat

l
sin

kπx

l
=

=
32h

3π2

(
1√
2
sin

πx

l
cos

πat

l
− 1

4
sin

2πx

l
cos

2πat

l
+

+
1

9
√
2
sin

3πx

l
cos

3πat

l
+

1

25
√
2
sin

5πx

l
cos

5πat

l
+ · · ·

)
.

.���� �������� ���

u1(x, t) =
32h

3π2
√
2
sin

πx

l
sin

πat

l

����� ������������ ��������� F1 =
32h

3π2
√
2
� ���� x =

l

2
� ������

ω1 = πa/l� /����� �#������� 	��	���	



��� �����	 

� ������ ������� ����� ������� �����

u2(x, t) = − 8h

3π2
sin

2πx

l
sin

2πat

l
� ������� �	

� �

4√
2

	
���� 	���

��	����� �	������� F2 = 8h/3π2� �� ��
 � ����
 x = l/4 � �������
� � ���� ������� ������ ��
����

u3(x, t) =
12h

27
√
2
sin

3πx

l
cos

3πat

l

�	

� � � ���� ������ �������� � 	����	����� �	������� � � ���
	
����� �
	 � ������� � ����� �� ��
 � ����
 x = l/6� !	�������
��
�
 � ��
����� ����� ����� "
��
���� ��
���� �	

� ��
 	�����
	����� �	������� � �# ��� 	
����� �
	 � ������� � ����� $����
���
��� ������� %�����
� ���
����� ������ ������ �
��		
�����
��	 
& ������
��
	 �� �����
��' ������
��' � �������� 	�	
��
��
	
���

����� ������� 	
�
��  �������� ����
���� �������

����� �����

� �
�(�� )* ���� �+��	��������� ������ � ��������% ���
���
��'% ��
���' � ����
��
���	 �
��	 ���(�	� ,��
	����
��� ������
������� � �
�
��� �����
��' -)*��. � �������	� ������'	� -)*��. �
 �������	� ������'	� -)*�#.� /�' �
�
��' ���	
��	 	
��� 0��
�
��
� ���
	 ����� �
�
��
 � ���
1

u(x, t) = X(x)T (t).

2�������� 3�� +���(�� �  �������
 ������' -)*�#.� ������	� ���
X(0) = X ′(l) = 0� 2�������'' 3�� �
 +���(�� � �����
��
 -)*��.
� ����
�'' �
�
	
���
� ������
	 -��� � � )#�4��� ��
� ����
 	����
�������� ��� � ���� ���
��% ������� ��' ���
�
�
��' �
���
�� � �
�
�
��' �����'���' � ������ ����� ������
	� � �������
��' ������
��� ����(��
����.1

T ′′(t)
a2T (t)

=
X ′′(t)
X(x)

= −λ2.

/����
 �����
��
 �������
��' �� ��� 1

X ′′(x) + λ2X(x) = 0 � T ′′(t) + (λa)2T (t) = 0. -))�44.

$�5

 �
�
��
 �
��� � �����
��' �	

� ��� 1

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx,



������ ��� 	�
���� ������ ��� ������� ����� ���

���� ���������	��
�	��� �������� s2 + λ2 = 0 ����� �������	���
������ s1,2 = ±λi�
�� �����
��� �	���� ����
����

X(0) = C1 = 0, X ′(l) = C2λ cosλl = 0.

������ ������� ����� ����
���	� ��� cosλl = 0� ���� ���

λk =
(2k + 1)π

2l
, k = 0, 1, 2, . . .

�� ���� �� !��� 	��	������ 
�	�� λk 	�����	���� "���#��
Xk(x) = Ck sin((2k + 1)πx/(2l))�
$�������� �����������	� 	���	��������� ��������� 
�� 	�	����

	��	������ "���#�� sin
(2k + 1)πx

2l
������������ �� (0; l)�

l∫
0

sin
(2k + 1)πx

2l
sin

(2n+ 1)πx

2l
dx =

{
l/2, k = n
0, k �= n

.

%�&�� ������� ������ �������� '((�))* ����� ���

Tk(t) = Ak cos
(2k + 1)πat

2l
+Bk sin

(2k + 1)πat

2l
,

��!���� 
�	���� �������� uk(x, t) = Xk(x)Tk(t)� 	�����	��+&��
	��	������� 
�	�� λk� ������

uk(x, t) =

(
ak cos

(2k + 1)πat

2l
+ bk sin

(2k + 1)πat

2l

)
sin

(2k + 1)πx

2l
.

,��	� ak = AkCk� bk = BkCk�
-�� ���� ����� ������� u(x, t)� ���������+&��� ����� ���.

��
��� �&/ � ��
������ �	������ 	�	���� ����

u(x, t) =

+∞∑
k=0

(
ak cos

(2k + 1)πat

2l
+ bk sin

(2k + 1)πat

2l

)
sin

(2k + 1)πx

2l

'((�)0*
� �������� ��!""�#����� ak � bk ���� 
���� ��������	� ��
������
�	���� '(1�2*�

u|t=0 =
+∞∑
k=0

ak sin
(2k + 1)πx

2l
= ϕ(x),

u′t|t=0 =
+∞∑
k=0

(2k + 1)πa

2l
bk sin

(2k + 1)πx

2l
= ψ(x).

'((�)2*



��� ������ 		
 ������ ������� ����� ������� �����

����� ����	��
 ak �
(2k + 1)πx

2l
bk ������� �������������� �

��	������ � ��� ����� ������� ϕ(x) � ψ(x) �� ������������ ���

����� ������� sin
(2k + 1)πx

2l
�  �����!�� ����
 ��� ���!���� ����

��" �� ������������� ���� �����
 � ������ ��!�� ����� #!���"
�"����� �����" �� ������������� ak ��� !���� ������� �	 ���

������ #$$�%&' ���!�� ������� �� sin
(2k + 1)πx

2l

 � 	���� ��������

������� �� (0; l)� �� ������� �	�
����	 ������ 	�	������� �����	
�
������� ��� bk��

ak =
2

l

l∫
0

ϕ(x) sin
(2k + 1)πx

2l
dx;

bk =
4

(2k + 1)πa

l∫
0

ψ(x) sin
(2k + 1)πx

2l
dx.

������

�	��� � �	���! ������
 �
"
��
 �	�	�� �#�$�! �#���! �#�%� �	&���
����� ����$�! ��
 ��'���(�
��� ak � bk ���
�
��)��� �� ������	�
�������

������ ���$� ���������� �����	
��� �����
 �	������� ρ�
�	��� l� �����	���� ��� x = 0� �������� ��	�� P � ���	������

� ������� ����� ������� � ����� t = 0 ������ ��	� ������

��	��
� ����� �����	
�� ��	����� �������

* 
 " 
 � � 
� +	�  ��� ���	�	�� � �%���$�! '�	 �	�	�	 �������� �
�
"
��) ��	��
��� �#�$� ��� �	�	�,��- �������- �#��� � ��	���.
��- �������- �#�%�� /��
�
��� �� ������	� ������ ��'���(�
���
ak � bk! �����	
��

ak =
2P

lES

l∫
0

x sin
(2k + 1)πx

2l
dx =

8Pl(−1)k
π2ES(2k + 1)2

, bk = 0.

*
"
��
 �	�	�� �	&��� ����� ����$��

u(x, t) =
8l

π2ES

+∞∑
k=0

(−1)k
(2k + 1)2

cos
(2k + 1)πat

2l
sin

(2k + 1)πx

2l
.

0 �	��
��&���� ���(
 ��
�1�� ��� x = 0� ��
��	  ��
� ��
�! ����
u(x, t)|x=0 = 0! � ��� ����� ���(
 ��� x = l� 2 �������,! ����

sin (2k+1)πl
2l

= (−1)k�



������ ��� 	�
���� ������ ��� ������� ����� ���

����� ������� 	
�
��  ���������� ����
���� �
�


����� �����

� ������ �� 	
�� ������������� ������ � ��������
� ����	����
�� ���� ������ l � ����������
� ���
� ������ � ������ �� �������
������������� ��� �������� � ���� ����! ��"���� Θ(x, t) �������
��� #���$%& � ������� u(x, t) = Θ(x, t)& �����������!'�(� �������
�
�������� #���)% � (������
� �������� #���*+%�
,���� ������ ��"���� � ���� Θ(x, t) = X(x)T (t)� -���������

�����! Θ(x, t) ������ u(x, t) � ��������� #���$% � �������� ��������
�
�& �������� ������� ���� ��������� #���**%� .� �����(� (�������(�
������� #���*+% �������/ X(0) = 0�
������ (�������� ������� ������"�� � ����/

Θ′′tt|x=l = −b2Θ′t|x=l, (�� b2 = GJ0/J1

� ��������� �!�� Θ(l, t) = X(l)T (t)� -������/

T ′′(t)X(l) = −b2T (t)X ′(l).

0���
���& ��� �� �����(� ��������� #���**% �������

T ′′(t) = −a2λ2T (t),
�������� ������ (�������� ������� � ����/

T ′′(t)X(l) = −b2T (t)X ′(l)⇒ −a2λ2T (t)X(l) =

= −b2T (t)X ′(l)⇒ b2X ′(l)− a2λ2X(l) = 0.

1���� �	�����& (������
� ������� ��� ������ X(x) ���!� ���/

X(0) = 0, b2X ′(l)− a2λ2X(l) = 0. #���*2%

3�� � � ����
��'�� ����������& �	'�� ��"���� �����(� �������
��� #���**% ����� ��� /

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx.

.� ������� #���*2% ��������� �������� C1 � C2/

X(0) = 0⇒ C1 = 0⇒ X(x) = C2 sinλx,

b2X ′(l)− a2λ2X(l) = 0⇒ λ(b2 cosλl − a2λ sinλl)C2 = 0⇒
⇒ b2X ′(l)− a2λ sinλl = 0⇒ ctg λl = λa2/b2.



��� �����	 

� ������ ������� ����� ������� �����

����� ����	��
 �� ���������� ����������� ����� ������� �����
������

ctg λl =
a2

b2
λ, �������

�� �� ����� ������������� !��"������ ��#�� ����	��$ ����� %&�
 ���
��������� ������� ����� ������������ ���'����� �����( λk
 ����)�
��'���� ����'����$���� ����* λk ������������� �����( ��� �� ���
���*���( �������� ����+����$��(� ,�� ������
 ������ 	��� ����
������ C2
 ��'�� ������������$ ���$�� ����'����$��� 	������ λk�

2π
l

y= a
b λ

2
2

y=ctg(   l)λ

l
π λ

λ
λ 0

1

1

2

2λ
λ

���� ��� ��������	
� 
��������� �
��������� ���� �����

����� ����

,�'���� 	������* λk ������������� "���+�

Xk(x) = Ck sinλkx.

-�.�� �� ���� �����#� �������� �������
 �����������*.�� ����
���� λk
 ����� ��� Tk(t) = Ak cosλkat + Bk sinλkat
 ��/���� �������
�� ����� Θk(x, t)
 �����������*.�� ������������ ����� λk
 ������

Θk(x, t) = Xk(x)Tk(t) = (ak cosλkat+ bk sinλkat) sinλkx,

#�� ak = AkCk
 bk = BkCk�
0� ����
 ����������*.�� �����$��� �������
 �.�� � ����

������

Θ(x, t) =
+∞∑
k=1

(ak cosλkat+ bk sinλkat) sinλkx �������



������ ��� 	�
���� ������ ��� ������� ����� ���

� ��������	 
���������� ak � bk ��
� ����� ����������� �������
��� ������� �

Θ′t|t=0 =
+∞∑
k=1

λkbk sinλkx = 0⇒ bk = 0,

Θ|t=0 =
+∞∑
k=1

ak sinλkx = α
x

l
k = 1, 2, 3, . . .

������ 

!" ������� ������ ��#��	 ak� $������ "�	������ ��� ���
��
sinλkx �� ����%������� �� (0; l)� �����	� 
���������� ak ����"�
��#�� � ��	�&�' ���	�� (����) ����
� ��%
� ��
�"���� ��� �* ����
�"������� ���� cosλkx� ����%������� �� �
�"����	 ����������

l∫
0

cosλkx cosλnxdx =

{
l
2
+ sin(2λkl)

4λk
, k = n

0, k �= n
.

+��������������	 ��� ����� ������ �� x�

+∞∑
k=1

akλk cosλkx =
α

l
.

,���� �������� ���	��� ��� 
���������� ak� ��� ����� �������
��%� ��������� �	��-�	 �� cosλnx � �������%�����	 �� (0; l)� . ����
����%���������� �����	� ���
�# cosλkx �������	�

akλk

l∫
0

cos2(λkx)dx =
α

l

l∫
0

cosλkxdx,

��
���� ���� ����%����� �
���������� �	��	�

ak =
α sinλkl

λ2kl

(
l

2
+

sin(2λkl)

4λk

) . �����/ 

0�
�	 ����"�	� ��
�	�� ��1���� ��2��� ����	�

Θ(x, t) =
+∞∑
k=1

ak cosλkt sinλkx, ����34 

%�� 
���������� ak ��������'��� �� ���	���	 �����/ �
,�������� "������� 
����# λk ��������� �����5 	�-�� ��#�� �

���������* ������* ��� ��������� �"������	� 	�����	� �	����
������� ����"
� ������	� 	���� 6�'���� � ���� �
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�� ���� �� ��	
��� ��������
�
 ���
��	 �
�
�� ���
	��
����� ��� 	����	��� ���	�
�� �� �
���� ����
� ���� 	���� ���
�
�
�
 ���
 ��
������ ���� ������ ���
��	 �	��
��� ��
�� ���!
������� �  ��

 ������
 ����� ��
 �
 �����"��� �
�
�" �� �
!
���� ����
� #�� ��
 ���
������ 	 ��
����$� ������ ������� �
!
����
����� ���� ��  ��

 � $� �
����� �
�
�� ���
	�� �����
�	��
��� �
��� �
����

��������	�
� ������ ��� ���������	�
�
������� ��
	������ �
��
��� �����

% �
�� &'  ��� 	�	
�
�� (������ )���� 
�� *&'�+, ��� �
�
!
�� ����� � �	� ����� ���
 ����  
����
���- ������� )�� ������
���� 
����
���- ������ x ∈ [0,+∞)  �� 	�	
�
�� �	
 (������.
*&'�/0, ��� ����
��1����� ����� ������  *&'�/&, ��� �	� ������ ���!
�� ������� % �
�� &&  �� 	�	
�
�� (������ ��� �
�
�� ���
!
	�� ����� � ���
 ���� � ���������� �������� ����	�� ��1�
���	�

����������	
��� �����

����� ������� 	
�
��  ������� ����
���� ������

2
��� ��
��"$
 ����� �� t > 0.

������ &&�/�
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
, u

∣∣∣
t=0

= x2,

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0, x ∈ (−∞,+∞).

������ &&�+�
∂2u

∂t2
= 4

∂2u

∂x2
, u

∣∣∣
t=0

= 0,

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= x, x ∈ (−∞,+∞).

������ &&�3�
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, u
∣∣∣
t=0

= sin 2x,

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ex, u
∣∣∣
x=0

= 0, x ∈ (0,+∞).

������ &&�4�
∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
, u
∣∣∣
t=0

= 0,

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= ch x,
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

= 0, x ∈ (0,+∞).



������ ��	 
��� ����� �� ������� ��������� ��������� ���

����� ������� 	
�	�	
�� ������ ��
��

������ ��	�
�� �		�� �� ���������� 
����
��� ��	
����� �	

���	��� x ∈ [0, L] ��� �		���� �	�	����� � ��	������ ����
����

������ ����� u
∣∣∣
t=0

= 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 100x, u
∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
x=L

= 0.

������ ����� u
∣∣∣
t=0

= 0,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 2x, u
∣∣∣
x=0

= 0,
∂u

∂x

∣∣∣
x=L

= 0.

������ ����� u
∣∣∣
t=0

= sin
πx

2L
,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0, u
∣∣∣
x=0

= 0,

∂u

∂x

∣∣∣
x=L

= 0.

������ ����� u
∣∣∣
t=0

= sin
πx

L
,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= 0, u
∣∣∣
x=0

= 0,

u
∣∣∣
x=L

= 0.

������ ��	
��� ����� �� �������

��������� ���������

 �
� �������!�	��������� ��	
����� �� ������� ��	�!
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	���� 
����
�� ��	
������� #�����
	���

����$��
���� �������!�	�������$ �
��$ ����� %&����'� (��
!
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	��������	)�� ������$ ��������� ��� 
�������� ����� &���� ��!

��" �����
��	� 
���� � 
 �	�	����� ����
��" 
���*�� 
 ����
��!

��
�+*�� �,,����)�	����� �		��� -�� ������������ �	��������

����+*�+ ��	�
�+ �,,����)�	����+ �		���





������ ��	 
��� ����� �� ������� ��������� ��������� ���

��� ��������	�
�� �������� ������ ������������������ ����
�������� ������� ������� ��������� ������	

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un+1
m − 2unm + un−1m

τ 2
− a2

unm+1 − 2unm + unm−1
h2

= 0,

n = 1, 2, . . . , N − 1; m = 1, 2, . . . ,M − 1;
u0m = ϕ0(mh), m = 0, 1, . . .M ;
u1m − u0m

τ
= ϕ1(mh), m = 0, 1, . . . ,M ;

α0u
n+1
0 + α1

un+1
1 − un+1

0

h
= γ1(t

n+1), n = 0, 1, . . . , N − 1,

β0u
n+1
M + β1

un+1
M − un+1

M−1
h

= γ2(t
n+1), n = 0, 1, . . . , N − 1.

���� !
"� ��������	�
�� �������� ������ ���	���	 #��� ������

���#�$%���� &��	��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un+1
m − 2unm + un−1m

τ 2
− a2

unm+1 − 2unm + unm−1
h2

= 0,

n = 1, 2, . . . , N − 1; m = 1, 2, . . . ,M − 1;
u0m = ϕ0(mh), m = 0, 1, . . . ,M ;
u1m − u0m

τ
= ϕ1(mh) +

τa2

2
ϕ′′0(mh), m = 0, 1, . . . ,M ;

α0u
n+1
0 + α1

un+1
1 − un+1

0

h
= γ1(t

n+1), n = 0, 1, . . . , N − 1,

β0u
n+1
M + β1

un+1
M − un+1

M−1
h

= γ2(t
n+1), n = 1, 2, . . . , N − 1.

����'!
(�������� ������ �� �������� ��������� �������)� � �������

��	� ������	� �� ��������� ��������������� ��*�+ ,�-!� . ���	�
���� ! ��&&����
������ ��������� ��������	������� �� �����	 ���
�����	 �� τ � h� � �������� ������ � �����	 �������	 / �� τ �
������������ ������� ��������	�
�� ���� ���	� #���� ������ �� h
� ������ �� τ � 0��	� ����'! ��������� �� ���� ! ��������	�
��� ����
�������� � �������	 ������� . 1��� ���	� ����������� ∂u(0, x)/∂t
��������	������� �� �����	 �������	 �� τ �� ������������ ��� ����
	� #���� �	��� ������ ������� ��� �� h� ��� � �� τ � �����	 �������
��	�
������ ����$���� ∂u(0, x)/∂t � ���	� ����'! ��� ������� ���



��� �����	 
�� ���� ����� ��	 ������	 ��������� ��������	

ϕ0(x) ����� ����	�
�		�� �������	��� �	�
�	�� u1m ���	� �����

��� �� ������� �������

u1m = u0m +
∂u(0, x)

∂t
τ +

1

2

∂2u(0, x)

∂t2
τ 2 +O(τ 3).

������ 	� ��	���	�� �������	�����	��� ����	�	��

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
= a2

d2ϕ0(x)

dx2

�����
∂u(0, x)

∂t
=
u1m − u0m

τ
− a2

2

d2ϕ0(x)

dx2
τ + O(τ 2),

�� �����������	�� 	� ��	���	�� ������� 	�
���	��� �������  !"�#$

u1m − u0m
τ

= ϕ1(mh) +
τ

2
a2ϕ′′0(mh) + O(τ 2).

���%��

u1m = u0m + τϕ1(mh) +
τ 2

2
a2ϕ′′0(mh).  !"�&$

�	�� u0m � ��������� u1m �  !"�&$ ���
'� 	�
�	�� � 	� �������%�
(�) ����) ���������� �� �������*

un+1
m = 2unm−un−1m +a2

τ 2

h2
(unm+1−2unm+unm−1), n = 1, 2, . . . , N−1.  !"�+$

,��������� ������ �������� ��-�	�� ������� ���
� ��� ���	��
���� ����	�	�� �� ��	�� �)���*

 #$ .� ������� u0m = ϕ0(mh), m = 0, 1, 2, · · ·M 	�)���� ��-�	��
	� 	������ �����		�� ���� ��� t = 0�

 /$ n = 1� .� ������� u1m = u0m + τϕ0(mh) ��� �� 0���� ��
	��
�������  !"�&$ ����
��� ��-�	�� 	� ������ �����		�� ����
��� t = τ �

 1$ .� ��������  !"�+$ ����
��� 	�
�	�� ����
	�� ��	���� u
�� ���) �	����		�) ���) (m = 1, 2, . . . ,M − 1) n + 1��� ����
��		��� ���� ��� t = (n+ 1)τ �

 &$ .���������� ���	�
	�� ������� 	� �����  !2�+ 3$ � ������
 !2�+ 4$ ���	��� �0����� ��� t = (n+ 1)τ �

 +$ n = n+ 1
 2$ 5��� n < N � ����)�� 	� ��	�� 1�
 !$ 6���� ���������� ���
'���
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��� ����� �� ������� ��������� ��������� ���

������� �����������	 
���������������� ����� �������� ���
��	
�� ����� � ������������ ����	������� ���
����	 ����	 �����
�������� ��
���� �� ��!��"���� δunm = λneiwmh � ��������� 
 � ��!�
��"���	

δun+1
m − 2δunm + δun−1m

τ 2
− a2

δunm+1 − 2δunm + δunm−1
h2

= 0,

�� � ��������� ���#��!�����	 �� τ > rh � ���� �������������
������ ���������

λ2 − 2

(
1− 2r2a2 sin2 wh

2

)
λ+ 1 = 0. $���%&

����� 
����'� �����������������'� ��������� ��' ���� �������
(���� ���!��� ������)����� λ1λ2 = 1� ��*����+ �� � ��� 
�	�����
�� ���� � �
�� ����)� �
���,�+ �� 
��'�	 #� �)� �
���,�� ��*����
����� ��-�� #��� ����	����	  �)� �� ��� ������ ������+ �����
��� �� ����� ����-������ � � ��
� � ������� �
���,�� .! $���%&
�����/

λ = 1− 2r2a2 sin2 wh

2
± 2ra sin

wh

2

√
r2a2 sin2 wh

2
− 1. $����&

0 �
����� ��� 
 � ����	������� ����� ������� ���#��
���+ ����
#� ���
����
��� ����-���� � $����& #� � ����,��� ����/
r2a2sin2(wh/2) < 1+ � �� r2a2 sin2(wh/2) = 1 ����� |λ| = 1� 1� �
�!��� ����� ������ �������+ 
 � ������� sin2(wh/2) = 1+ �����+
��� ����� ������� ����	���� �� r2a2 � 1+ ����

r =
τ

h
�

1

a
. $����&

2������+ ��� �# ���� !���������� ��)���� �� ����'� �������
��� �  �#�	 !�
����	 ����� (tn+1, xm) ������������ ���������������
�� x − at = C1 � x + at = C2+ ����
�"��� � *�� ����� $������
�� ���� 3%&� 4# ���� -� !���������� 
 � ��!������	 ����� ���
��
 ����� )�# ����� 0�' ���� �� ���� �56+ 
 � ��'�+ ���#� ��!�����
��� ����� #� � ����	����	+ ���#��
���+ ���#� �# ���� !����������
��)���� �  �#�	 ����� (tn+1, xm) ����������!������	 ����� �������
�� � #� �# ���� !���������� 
�77����,�� ���'� ���������+ ���� 
 �

����� �������
τ

h
� a+ ��� ����
��� � �� ����� ����	������� *��	

�����+ � ������� � ��!���� 2�	����� 4
���� ����� ����
����
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��� ����� ���

���������	 �
	��� ��	�	��	��	 ����� ���������� ����� ����
������� ����� �����	��	�

un+1
m − 2unm + un−1m

τ 2
− a2

σ(un+1
m+1 − 2un+1

m + un+1
m−1)

h2
−

−a2 (1− 2σ)(unm+1 − 2unm + unm−1) + σ(un−1m+1 − 2un−1m + un−1m−1)
h2

= 0,

����� 
!�����	 �� σ = 1/2 �����	�����	� �	����"	"��# �	����# ���������#
�
	�	� ���� $�� � �� σ = 1/4 % �	������"	"��# �	����# ���������#
�
	�	� ���� $��&� '������ �� σ = 0 ���������� �
	�� ����� ������	�
� ����# �
	��# ('�	��)�

*���!�	�����"	�!�	 �����	��	 ��� ����� ���	 �	����������#
�� τ = rh ���	� ��	�� ���+(

1 + 4σr2a2 sin2(wh/2)
)
λ2 − 2

(
1− 2(1− 2σ)r2a2 sin2(wh/2)

)
λ+

+1 + 4σ2r2a2 sin2(wh/2) = 0.
����,- 

.�!��� �� σ = 1/2 � σ = 1/4 ���"��� "�� |λ| = 1� ��	� ��	
��� �
	�� �����/��� ����#"���� ����!� �	�	��	 !��	��# ����"� �
�����	���� ����� ���"��� �����		� "	� � ����# �
	�	 ����$ � ��!�
��� ����	�	��� ����	�� ��0
��"	"��
 �����	��# �� ����"�����	1
��� �23, 1�� ���	 �	��
������ !�! � ��� �	����# �
	�� � �����	���
�	������������� ����������� �	��� �����!��

��������	�
� ������ ��� ������� �
��
�
�

�������� ���������	���� ���
����

����� �����	� 
���	 ���	

4 �	!5�� �6 ���	�	�� 7������ 8�����	�� ��� �	�	��� ����"�
'��� ��� ��������� �����	��� � �	�!��	"��# � ����	�!��	"��# ��1
������ 9������ ���"����� �������"�� �����	� ����!� ��� ���"	1
��� �	�	��� �	��
����� ��"������ ���	���� �� 7��!5�� ψ(x)� ����1
/:	# �!������ ��"	! ������ � ��"�����# ���	�� ��	�	��� ;���� ���
7��!5�� ����	��� �������"�� ������# � ��� ��"���	��� ���	�����
�	��
����� ���	���� "���	���	 �	����� '���	 ����� ��� ����	��1
����� ��	�	��� �	�	��� �	��
����� ������� ���7�!� �	�	��# ��
7�!���������
 ���"	���
 ��	�	���# !��������� � ����	������ 
�1
��!�	� �	�	���� <������ ��� ����	������� �	�	��� ����"� '���
�����		 ����������� �!	� =>?@A>B�
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� 
����� ������ ��� � ��	����������� 	����
�� ������� 
������
�� 
����� 
������
����� � ������ � !"!# �����
�� �$!"! %�&� 	
������� ���������� 	
�����' �� (����
������� 	
��
)
���� 
����� ������ ������!

ORIGIN := 0 TOL := 0.00001 N := 5 M := 100 a := 2

n := 0..N m := 0..M A := −5 B := 5 h :=
B − A

M
τ := 0.25 tn := τ · n xm := A+ h ·m
ϕ(x) := 0 ψ(x) := 100 · atan(x)
u(x, t) := 0, 5 · (ϕ(x− a · t) + ϕ(x+ a · t)) + 1

2 · a ·
x+a·t∫
x−a·t

ψ(z)dz

Um,n := u(xm, tn)
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��� ������� 	��

������� ����

%� 
��!  * 	
���������+ 
��(�����+' 	��(����+� � �������! ,
�
t = 0 )
�-�� 
����� ���	����� � ���. Ox!

,
������ ��	�
� �����)���(. 	
�)
���( 
����� /��� &� ������
� ��	����������� 	����� ��012�!

����� ���	 
�������	 �����
������	 ������
������	

����� ��������	

����� ���������������
����

34 ������� �����	
��!43
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������������������������ �� ����	� ����	������ 
���!� "
��# $
��# %
�# &
�%�$��" 

���'� �((�)�*� "�#

������������ �		�
���� �	��� �	 	�� �� � ������� ����

������ ��++�((�)�*�,�-.+��	�$�-�&�-���"�� 

������ �((�)�/� ��#

����
��� �������� ��������� � � �	�	�� ��	
�� ����������

������ ��++�((�)�/� ��� ��� �0� ��� �1� ��� 

���	�
��� ������ � �		�
������� ���	�� �	��� ������	����

����2� 3� 
 ,�-.+��	��*�-�� ��*�-�� /������ -� �� "� 
3� 
 ,�-.+��	��*�-�� ��*�-�� /������ -� �� "� 

3� 
 ,�-.+��	��*�-�� ��*�-�� /������ -� �� "� 
32 
 ,�-.+��	��*�-�� ��*�-�� /�2���� -� �� "� 

30 
 ,�-.+��	��*�-�� ��*�-�� /�0���� -� �� "� 
3� 
 ,�-.+��	��*�-�� ��*�-�� /������ -� �� "� 

�� ���	�� ����������

����0� 4��+5	��������6(.	.� 3��� ����6(.	.� 3���

����6(.	.� 3�������6(.	.� 32�� ����6(.	.� 30��
����6(.	.� 3������� $� %����	)+.��+�7.��0����

�+�7.������� �+�7.��0�2�� �+�7.����0��
�+�7.��0���� �+�7.��0�����
��7��+5	��(.�,8+.�9�.	 �(��9�� �)+�8.+�99��

�+.�.7�� 9	��9� 9	���9� 9	��09� 9	���9�
9	��19� 9	���9�� 

����� �����	� 
����� ���������� �����	

��� ������� ������	�

�����	�
���� ������� ������ ����
� ��� ��������� ���������
� ����������� �����
���� ��������� 	��� 	���� �������� ������	�
�������� � �� �� !!� "�����	��� ������� ����� ������	������� ����
���� !!�# � ����� ����$	����� ���	�� %&'()&* � %&+,-&�

.�/� �����	������ %&'()&*���������� ������� ������� !!�#�
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N := 5 TOL := 0.00001 ORIGIN := 0 M := 100
K := 20 a := 1 P := 100 L := 1

n := 0..N m := 0..M k := 0..K h :=
L

M
tn := 0.2 · n xm := h ·m

ϕ(x) :=

∣∣∣∣4 · P · x3 · L if 0 � x ∧ x �
3 · L
4∣∣∣∣4 · P · (L− x)

L
otherwise

Ak :=
2

L
·

L∫
0

ϕ(x) · sin
(
k · π · x
L

)
dx

u(x, t) :=
K∑
k=1

(
Ak · cos

(
k · π · a · t

L

)
· sin

(
k · π · x
L

))
Um,n := u(xm, tn)

�� ���� �� 	�
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 ! � "�#�$� � � %�

����"� ��
 ���&�����#�$�'(���������������
����������
��� � � %�

������ )���* ����+��
�,

����-� �..�/�0 *�1 �����..�/�0 ���������)�� � ! *��
����2� �..�/�+ ,�1 �����..�/�+ �������������� � ! ,��

����!� 3!����������#0#�$ ��0#�$ +#!$�$ � ! *�
3�����������#0#�$ ��0#�$ +#�$�$ � ! *�

3�����������#0#�$ ��0#�$ +#�$�$ � ! *�
3"����������#0#�$ ��0#�$ +#"$�$ � ! *�

3�����������#0#�$ ��0#�$ +#�$�$ � ! *�
34����������#0#�$ ��0#�$ +#4$�$ � ! *�

����-� 5
��(����##���'.��� 3!$ #���'.��� 3�$ 
#���'.��� 3�$ #���'.��� 3"$ #���'.��� 3�$ 

#���'.��� 34$$ #��/�� #����� � �$ #����� � �$ 
#����� � "$ #����� � 4$$ 

#�����(���.���6�� 7��� �.��7$ #/��6�� 77$ 
#������ 7�&!7 7�&!8�7 7�&!8�7 7�&!8-7 

7�&!827 7�&�8!7$ �

���������� �	
	�� 
���	� ��		 ������ �������� �������

�� ������� ��������	��� ����� ����	 �������	��� �	 �������
����� � � ������ 
��	���  !"#$!% �  !&'(! �������� 
��)�����
�	 �*�	��	���+

������ ,-+.� ������� ��	
� 	����
 �������� ������ ���

��������� �	�������  �����
���� ��������

u
∣∣∣
t=0

= x · (L− x) · ex2

,
∂U

∂t

∣∣∣
t=0

= 0.1 · sin2 4 · π · x
L

� ����	������ �	�������� ��������� u
∣∣∣
x=0

= u
∣∣∣
x=L

= 0.

� 	 / 	 � � 	0 �	/	��	 ������ *����� ��		� ��� 1,,+-2� )�	 �����
����	��� �
�	�	����� 
� ������� 1,,+32+ 4�	������� 
��)�����
�� �	/	��� �����)� 
���	�� ��  !"#$!%+
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N := 5 TOL := 0.00001 ORIGIN := 0 M := 100 K := 20

n := 0..N m := 0..M k := 0..K L := 1 h :=
L

M
a := 1

tn := 0.25 · n xm := h ·m

ϕ(x) := x · (L− x) · ex2
ψ(x) := 0.1 ·

(
sin

(
4 · π · x
L

))2

Ak :=
2

L
·

L∫
0

ϕ(x) · sin
(
k · π · x
L

)
dx

Bk :=
2

π · a · k ·
L∫
0

ψ(x) · sin
(
k · π · x
L

)
dx p :=

π · a
L

u(x, t) :=
K∑
k=1

(Ak · cos(k · p · t) +Bk · sin(k · p · t)) · sin
(k · π · x

L

)
Um,n := u(xm, tn)
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����3� �44�5�6$0�7 �����44�5�6$���������/��$�$�$0���
������ �44�5�1$2�7 �����44�5�1$��������������$�$�$2���
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��"� ��
�����

����� ����	
	�
 ������ � ������ ������
 ��� �����

#���� ��������� ����� ������� u(x, y) ��������� ��������� ���
	
���$

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, %&'�()

�������� � ��
���� σ* ������� �
+�� ���
�������� ����������
��
���, �� ������� L- ����������,.�� σ$

u(x, y)|L = ψ(x, y). %&'�/)

0���� ����� ���"������ ������� ��	�
�� ������  " �������
����� �������� 1��� ����� 
� �
����- ���� ��
���� σ ���� ����
������� R � 2������ � ����
� ��������� 3 1��� �
���� ����� ����
�� ������ � 	�
���"� ����������� 4�
��� ������ 	�������"�${

x = r cosϕ
y = r sinϕ

⇒ u(x, y) = u(r cosϕ, r sinϕ).

4 	���.�, 	����
� �55����2�������� �
�+��� 5���2�� ����

��
∂2u

∂x2
�
∂2u

∂y2
$

∂u

∂x
=
∂u

∂r

∂r

∂x
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂x
;

∂u

∂y
=
∂u

∂r

∂r

∂y
+
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂y
;

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂u

∂r

∂r

∂x

)
+

∂

∂x

(
∂u

∂ϕ

∂ϕ

∂x

)
=

(
∂2u

∂r2
∂r

∂x
+

+
∂2u

∂r∂ϕ

∂ϕ

∂x

)
∂r

∂x
+
∂u

∂r

∂2r

∂x2
+

(
∂2u

∂ϕ∂r

∂r

∂x
+
∂2u

∂ϕ2

∂ϕ

∂x

)
∂ϕ

∂x
+
∂u

∂ϕ

∂2ϕ

∂x2
=

=
∂2u

∂r2

(
∂r

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂r∂ϕ

∂r

∂x

∂ϕ

∂x
+
∂2u

∂ϕ2

(
∂ϕ

∂x

)2

+
∂u

∂r

∂2r

∂x2
+
∂u

∂ϕ

∂2ϕ

∂x2
.
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������� ������� ���

���������� 	��
����� �

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂r2

(
∂r

∂y

)2

+ 2
∂2u

∂r∂ϕ

∂r

∂ϕ

∂ϕ

∂y
+
∂2u

∂ϕ2

(
∂ϕ

∂y

)2

+
∂u

∂r

∂2r

∂y2
+
∂u

∂ϕ

∂2ϕ

∂y2
.

������ 	������
 r =
√
x2 + y2� ϕ = arctg(y/x)� ��������

∂r

∂x
=

x√
x2 + y2

=
x

r
=
r cosϕ

r
= cosϕ;

∂r

∂y
=

y√
x2 + y2

=
y

r
= sinϕ;

∂2r

∂x2
=

y2

(x2 + y2)3/2
=
r2 sin2 ϕ

r3
=

sin2 ϕ

r
;

∂2r

∂y2
=

x2

(x2 + y2)3/2
=
r2 cos2 ϕ

r3
=

cos2 ϕ

r
;

∂ϕ

∂x
=

(−y/x2)
1 + (y/x)2

= − y

x2 + y2
= −r sinϕ

r2
= −sinϕ

r
;

∂ϕ

∂y
=

1/x

1 + (y/x)2
=

cosϕ

r
;

∂2ϕ

∂x2
=

2xy

(x2 + y2)2
=

2 sinϕ cosϕ

r2
;

∂2ϕ

∂y2
= −2 sinϕ cosϕ

r2
.

� 
����� ���� ����
� ��������� ���
∂2u

∂x2
�
∂2u

∂y2
	��� ����!�

����
∂2u

∂x2
=
∂2u

∂r2
cos2 ϕ− 2

∂2u

∂r∂ϕ

sinϕ cosϕ

r
+
∂2u

∂ϕ2

sin2 ϕ

r2
+

+
∂u

∂r

sin2 ϕ

r
+
∂u

∂ϕ

2 sinϕ cosϕ

r2
;

∂2u

∂y2
=
∂2u

∂r2
sin2 ϕ+ 2

∂2u

∂r∂ϕ

sinϕ cosϕ

r
+
∂2u

∂ϕ2

cos2 ϕ

r2
+

+
∂u

∂r

cos2 ϕ

r
− ∂u

∂ϕ

2 sinϕ cosϕ

r2
.

"�������� ��� ��������� � 
�������� #$%&'(� 	��� ���������

	��)���* 	��
���� 
�������� +�	��� � 	������� ������������

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2
= 0. #$%&,(
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�� �������� �������

������� �	
���� u(r, ϕ) ����� 	���
�
�� ������ ����
� 	������
������� ����� ���
��
�� 	�������

u(r, ϕ)|r=R = ψ(R cosϕ,R sinϕ) = f(ϕ),

��� f(ϕ)  !���

�� �	
���� �"�����#

�� �� ���$ �����$ ���	�
��
��� L% r = R "���#� f(ϕ+2π) = f(ϕ)� &�� ��'�
�� 	���
�
�� ������
"����
�� ����� (	��� ���� )	��� ������ ��'�
�� � ����%

u(r, ϕ) = R(r)((ϕ).

*�������� +�� ��'�
�� � 	���
�
�� ������ "��	��� %

((ϕ)R′′(r) +
1

r
((ϕ)R′(r) +

1

r2
R(r)(′′(ϕ) = 0.

,��	��

−rR
′(r) + r2R′′(r)

R(r)
=
(′′(ϕ)
((ϕ)

= C. ����-�

.��
� "���!��� ��� ��� "��	��
�� 
�
	������ ��'�
�� 
��)$��
���� ���)� ��
���
�� C )��� ����������
�%

C = −λ2.
/�� ����	�� �! ���� ��� ��'�
�� ����
� )��� "������������ "�

ϕ� *�� +��� 	���
�
�� ����-� ���"���#��� 
� ���%

(′′(ϕ) + λ2((ϕ) = 0, ����0�

r2R′′(r) + rR′(r)− λ2R(r) = 0. ����1�

,)2�� ��'�
�� 	���
�
�� ����0� ����� ���%

((ϕ) = A cos(λϕ) + B sin(λϕ).

3������ ��� 	������
�� ϕ 
� 2π ��!���2��� ����	 � ������
��
���� (r, ϕ) � ��$��
�� "�����
�� !
���� ��� ��������������� �	
��
��� �� ϕ ����
� ����� "����� 2π� 4���� �)��!�� λ = 1, 2, 3, . . .
���)����

�� ������ ����������	52�� ��)����

�� �	
���� (k(ϕ)
�"������5��� "� ����	���%

(k(ϕ) = Ak cos(kϕ) +Bk sin(kϕ), k = 1, 2, 3, . . .

,���������
�� !
���
�� λ ��)�������� ���� !
�� λ ������ ������

� !
�� "���!����
�6 "�����

�6 Bk�
7�'�
�� 	���
�
�� ����1� �	���
�
�� /6����� )	��� ������ � ����

R(r) = rm� 8�$���� "���!���
��

R′(r) = mrm−1, R′′(r) = m(m− 1)rm−2,



������ ��	 
������� ������� ���

��������	
� � � ������ � ������
�

r2m(m− 1)rm−2 + rmrm−1 − λ2rm = 0,

������� m2 − λ2 = 0 ⇒ m1,2 = ±λ� ��� �����
��� �
�
��	 �����
�
��	 ������� R1(r) = rλ � R2(r) = r−λ �������	��� ��� �
 �� ����
���!�
"�����
����!��� ����
��� #����� �
�
��
 R2(r) = r−λ �
� �����
�
�� ��� r → 0� ��$���� 
 � ��%������
�� &�
�����
�!��� �
�
��

�����
��	 ������ ��

� ���� R(r) = Crλ� � 
 � �
�
��
� �����
������
�'

 ��%���
���� ������ λ = k� ��

� ����

Rk(r) = Ckr
k.

#������
�!�� ������
�� ��� �
�
��
 uk(r, ϕ) �����
��	 ����(�
��

� ����

uk(r, ϕ) = Rk(r))k(ϕ) = (Ak cos(kϕ) +Bk sin(kϕ))Ckr
k =

= (ak cos(kϕ) + bk sin(kϕ))r
k, k = 1, 2, 3, . . .

#%�*����� u0(r, ϕ) = a0/2+ �
����
����
���, �����������, ����
�
�	
��	� ��� "���-�	 $�� ���.
 	��	
��	 �
�
��
� �����
��	 ����(��

/ ���� ���
,����� � ������������ �����
��	 0������ ����� $��
�
�
��, u(r, ϕ) ���.
 %��
� �
�
��
� �����
��	 ����(��

u(r, ϕ) =
a0
2

+
+∞∑
k=1

(ak cos(kϕ) + bk sin(kϕ))r
k. ������

1�$""�-�
��� ak � bk ��,�
� �*  ������� � ������	�

u(r, ϕ)|r=R =
a0
2

+
+∞∑
k=1

(akR
k cos(kϕ) + bkR

k sin(kϕ)) = f(ϕ),

������ ��$""�-�
��� ���
�
�	���	 �� "������� )��!
�

a0 =
1

π

π∫
−π

f(ϕ)dϕ, akR
k =

1

π

π∫
−π

f(ϕ) cos(kϕ)dϕ,

bkR
k =

1

π

π∫
−π

f(ϕ) sin(kϕ)dϕ, k = 1, 2, 3, . . .



��� �����	 
�� �������� �������

��������	
�� ��	���� ����	� �	� ������������� �

a0 =
1

π

π∫
−π
f(ϕ)dϕ, ak =

1

Rkπ

π∫
−π
f(ϕ) cos(kϕ)dϕ,

bk =
1

Rkπ

π∫
−π
f(ϕ) sin(kϕ)dϕ, k = 1, 2, 3, . . .

������

���� ���� �! ��"����  ����� #���$	� �	� ���%� ��&�'� ����
������! %�� ������������ ak � bk ������	�(�'� �� ����	� �������

������ ���)� ���� ���������� ��	
��� �������� ����	� R�
������ �� ������� �������� �
������������ ���	����� �������

������� ��������	�� 10C� � �� ������ � 00C� ����� ������

������� ��������	�� �� ���������

* � " � � � �� +�,�� ��"��
  ����� #���$	� �	� ���%� ' %�����-
�� �'	���� �����

f(ϕ) =

{
1, ��� 0 � ϕ � π
0, ��� π < ϕ < 2π.

.� ����	� ������ ��$��� �������������

a0 =
1

π

⎛⎝ π∫
0

1dϕ+

2π∫
π

0dϕ

⎞⎠ = 1, ak =
1

πRk

π∫
0

1 cos(kϕ)dϕ = 0.

bk =
1

πRk

π∫
0

1 sin(kϕ)dϕ =
1− (−1)k
πRkk

⇒ b2n = 0,

b2n−1 =
2

πR2n−1(2n− 1)
.

/�%	�'�� ������ ��	���� ��"�����

u(r, ϕ) =
1

2
+

2

π

+∞∑
n=1

( r
R

)2n−1 sin((2n− 1)ϕ)

2n− 1
.

����	�
�� ���)�  �!���� "����� ������� ��� ��	
� ����� ����

�� ���������# � ���� ����
���� $	����%

u(r, ϕ) =
1

2π

2π∫
0

f(τ)
R2 − τ 2

R2 − 2Rτ cos(τ − ϕ) + τ 2
dτ.
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� ��� ������		�� ����	
� �����
 �
�
���
��� ����� ��������� ����� ������ ��������������� ������ ��� ����
��	��	��� ��������� ��	����	��� �
�
	���� ��� �������� ���������
� 0z !�
���� ��� ���������� �	���
 �
�
	��� ����	��
����� ����
������ 	�"�
 ����	 ����������	
� ��������� ��
 �����

� ��� 	�
���	
�� �
�
	��� �������
������ ����		�� ���������� #������
�
������ �����"� ����� ����������	
� ���������$ 	� ������	���

�� ���� �������	$� ����	
�� �
�
	��� ��
	����� � %�� ������ ���
���� ��� �
�
	��� ����
��� � ����	
� ������" �����
 �
�
��� ���
����� 

����� ����	 
���� ������ ��	��� �������

	�� ��������� �����
�

&���� ������� '� � ������" 
������ 	���
��� ����	
� �����

�
�
���� ������������ ����" ���������	
� �� �����	�
� ���	$

a 
 b (�
� )*+ #������ ��� 	� M �����" �� ��
 x 
 	� N , �� ��
 y 
-��
 ����
 �� �����		$ x 
 y ����	��
 hx 
 hy 

a

b

0

y

x

m,n

���� ��� ������ ��� 	��
������������� ��
�� ����
���

�������

.������

��� ���
����	$�
∂2u

∂x2


∂2u

∂y2
� ����� (m, n) �� ����

/0����1 



��� �����	 
�� �������� �������

����� ����	
� �������� ���	������������� ����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

um+1,n − 2um,n + um−1,n
h2x

+
um,n+1 − 2um,n + um,n−1

h2y
= 0,

n = 1, 2, . . .N − 1; m = 1, 2, . . . ,M − 1,
um,0 = ϕ(xm, 0), m = 0, 1, . . . ,M,
um,N = ϕ(xm, b), m = 0, 1, . . . ,M,
u0,n = ϕ(0, yn), n = 1, 2, . . . , N − 1,
uM,n = ϕ(a, yn), n = 1, 2, . . . , N − 1.

������

������
 ������� � �������  ����!
���"�� # �$� �� ����%�
�
&� �����	�
��'��% ������%( x 
 y ) �����" �� ���������
���� 
 ��
 ����������"� *�� ���������
 �" ���	�� ��( 	�� �&�

����� ���	��% +���!

 U ����
� ��
��� ,���	���� � ����'���
����" �
++��!
��'��% ����	
 -
�
�� ��� ������
� �������
�
���� ���&��
	��
� ������
% ������ ����.
� (N + 1)(M + 1)
�
�����"� 
 ��.� &"�' �/�� �&"	�"� ������ 
����	�
�
�
/' ��
 �&��'/
� ���	�
�� N 
 M �

,�
 &��'/�� 	
�� ����� �/�
 �
���" ������ ����������
���	
��'�" ��������
� 0�
&��'/ ������������
 ����	
�
 
��
��!
���" ����" �/�
� ���
� �
����

,����%/
% 
���!
���"% ���!�� ��.� �����	��'�� � ������
��� #"���
� 
� ������ ������
� ������ um,n 
 ���&�
� �� ����
�

���!
���"� 
������ (p+ 1)( ���	�
� u � �����'�"� ����� ) ���
����������
� 
������ (p)�

u(p+1)
m,n =

(
u
(p)
m+1,n + u

(p)
m−1,n + r

(
u
(p)
m,n+1 + u

(p)
m,n−1

))
/ (2(r + 1)) , ����12�

�� ������� ���
 r = (hx/hy)
2� 3������ ���
��
&� ���	�
� u

�� ��� ����� �&����
( ���� ���	�
� � ����
	�"� ��	���( �����
�" 
�����"( ������
 ��
&�
.�
� &��� �������' �� +�����
����12��

,��!�� 
���!
% ������.���� �� �� ���( ���� ��� ���������
��'�"� ��
&�
.�
� ��� um,n � ������ ���
	��'�� ���� �� �����
��'/( 	� �� �������� ��
	
�� ε( ��� �� ��� ����� ���
 &���
�����������'�� ���������

|u(p+1)
m,n − u(p)m,n| < ε. ����11�

����������( 	��( ��
 
���!
����� +������ ����12� ����
�'
�� +������



������ ��	 
������� ������� ���

u(p+1)
m,n =

ω

2(r + 1)
(u

(p)
m+1,n + u

(p)
m−1,n + r(u

(p)
m,n+1 + u

(p)
m,n−1)) + (1− ω)u(p)m,n,

�������
�	 
	��	 ��	�	
 ����
���� ω �	������ ����������	�	 �	��������
����� ������� ! ��	�"	��
	�	 ��� �"	��
	��� ��#���� ���	������
$��	�� �������� ����� ������� � %��	� ����	��� 	���
����	�	 ����&

���� ω ��� �	������	 ������ 
	��	 	�$������� �� ��$�	 �����!
� ����
 � �������
 ����
����
 ω ��	����� �	��� �	��� ����'�
$�� �� 
���	 ������

(�� ��#���� ������ �������	���
 
��	�	
 	���� ���	 ���&
����	 �	�	����� �$��	� ����������� u(0)� (�� ��	"	
 ��	�� �$&
��	�	 ����������� ����	 ������� ! ��	�"	��
�" ��� �	��������
������	 �	��	���! �$�������	 $���������� � ���� 
	��� 	����&
�$�� ����� ���$����! ��	 �������	��� ��	���� 
	��� ���"	�������
)�� �������	�	 �	��	�� �$��	�	 ����������� ���	
���$���� ��&
�	���	��� ��������� $��	���

*������	��� 
��	� �����+� 
	��	 �����	��� ��� �"	� �� ���&
��	����� ����
 ��#���� ����	 ������ ��� ���	�	�	�	 ,	�-&
��	��	�	 $������� � �$
� ��	�����������
� ����
����
� ���
�������" ��	��	����" ��������" $��	��"  	������ D :

∂u

∂t
= A

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
. �����.�

)�� ������	���� $��	 ��	��� ����	����" �"�
! ����	���
��$&
-��" $������� �����.�! ����� 
	�$� ���� ���
����� $��	�� /01
� ������� 2� 
���! �	  	������ 	� ����
	������" ��
� �"�
 ��� 	�&
�	
����" �	 ��	�������$ $������  ��$��� ������� 	����� �����
 ��'"
���	
 ��	�������� (t, x, y)�

tn = nτ, n = 0, 1, 2, . . .
xm = mh, m = 0,±1,±2, . . .
yk = kl, k = 0,±1,±2, . . .
u(tn, xm, yk) = Un

m,k.

�����3�

* ��� ������	���� $��	 ��	��� �	 2� 
��$ ����	���	 �"�
�!
����	���
��$-�� �����.�! ����
�����-��� 	�
$����� ��������&
�	�	 ���

δUn
m,k = λn · etw1mh · etw2kl. �����4�
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 ���������
���� �������� ��#���� $��

��� ����������
�� ��$��� � �
������ %������ ��$��
���� �����

��� ��#���� ������������&��� 	������� � ��
���� %���$������

� %������ �

��������� �%%���
������ � 	
�� ����
�� ���������

��$��
���� 
��� ��� %��
�� #�� ���� ��� 	������� 
 %�
�������

�� ��������������! '�$	����
�� ��� �
���� �������� �

���������


�� 
�� 
���� ������ 	�����&
� %�� 
�$����� � �
%��&$������ ���

��� ��$��
���� 
���! (����� � �
� ��� ��� �
%��&$	�� 	�� �$��
����

��$��
���� 
���� ��#���� ������������&��� $����� ������ ���&

� ���� ��� 
��%��� $������ 
 ������ ���$���� �� ������� %�������

�� ������ ��$��
���� 
���� ��� �%%���
������� 	
�� ����
�&� 
�����

��
�&� ����� 
	���& ��$�����&
� � %��	������ ��$	�&����� ��
�)��

� %�����&�� ������& �� �����
�&!

��������	�
� ������ ��� ������� �
��
�
�

�������� ���
�
� 	��
�

����� ����	
���	 	�	��

�� ���������� %������ ��

������ ��#���� ������ $����� ���

��������� 	�������� ������� 
����!

������ *+!,� ������� ����� 	�
��� ���
���� ���� ���
��������� �	������ ������� � �������� ���������

u
∣∣∣
t=0

= sin πx,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, 5 · cos πx
2

� �	������� ���������

u
∣∣∣
x=0

= 0,

(
u+

∂u

∂x

) ∣∣∣
x=L

= 0, 1 sin 2πt.
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�
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� ���

������� �����	�
� � ������
� ������� �� ���������������
��
���������� ��������

u0m = sin πxm, m = 0, 1, 2, ...,M ;
u1m − u0m

τ
= 0, 5 · cos πxm

2
, m = 0, 1, ...,M ;

un+1
0 = 0, n = 0, 1, 2, ..., N − 1;

un+1
M +

un+1
M − un+1

M−1
h

= 0, 1 · sin 2πtn+1, n = 0, 1, ..., N − 1.

����� �������
� ������������ �������� ������ �� �������
�������� ����

u0m = sinπxm. � !"#$

%������ �� ����� �������� ����

u1m = u0m + τ · cos(0, 5πxm). � !"&$

%������ �� ����� ���
un+1
0 = 0. � !"'$

%������ �� ����� ���

un+1
M =

(
un+1
M−1 + h · 0.1 · sin(2πtn+1)

)
/(1 + h). � !"($

����� �����	� 
����
�� ���
���	� 
 ������ ����	����

���������� ����� �� 	����! �
��	� �������	��
��	�

) �������� ���� ����� �� �������������� ���*����� h ���	�+�
�������� 0, 05" ,��*� ������ τ ���� r ·h" -���������������� �����
*�� ��������� �������� ���*����� ���� �
��������� ������� r � 1"
)
����� �������� r.#"

/�� ������ ������������ ��*��� �� ����� ����� ���*�� � ����
����
� ��0���� 12345 � ��*��
���� ����� �� *������� ��� � *��
������ ��*��� ���������*�����" ���������� �6��� ������ ����
�� "����
��#��
���	�" ) ����� ����� ����� �������� ����
"
) ������� B2 � D2 � F2 �����
���� �������� �������� ����� r� h
� τ � #� 7�78 � 9����� = B2 ∗D2� ��������������" ��������� ����	
���	6 �����" ) ������ A3 �����
���� ����� t/x" /���� �����
����
������ ���0��� xm" /�� :���� � ������ B3 ����� ����� 7" ) ������
C3 ����� 9����� = D2" ) ������ D3 9����� = C3 + $D$2" ;��
9����� ��*������ *� ������ V 3 �x = 1$" /�� ���������� �������
���*���� ����� �� �������� ���*����� t ��*����� ���������
�
*�������" ) ������ A4 ����� �������� �����	���� ������ < 7" )



��� �����	
���� �����	� ��� �����	� ����� �������	� ����� ����

������ A5 � �	
���� = $F$2 � ������ A6 � �	
���� = A5+$F$2 �
�
	�	����� �� �	 ������ A24 � ������� B4 : V 4 �	��������� �������
��� ���	��� �� �����	� �
�����	� ��	� ��� ! "�� #�	$	 � ������ B4
��%�� �	
���� = sin(3, 14159 ∗B$3) � �
	�	����� �� �	 ������ L4
&���
� ��������� 
�%���� �� ��
�	� �
�����	� ��	� ��� ! � ������
B5 ��	��� �	
����' = C4 + $F$2 ∗ cos(1, 5708 ∗ C$3)

"�� �	������� 
�%���� �	 ����
����� �	���� ����� ���	���
(��� �	
���� ��)*! � ������ C6 ��	��� �����+,�+ �	
����'
��� ������	
��
��
��
���
��� 	����� ������ � �
	�	����� �� ����
�	 �	 ������ U6 -	������� ����
� $
������� ���	��� �� ���	� ���.!
� �
��	� �
�� ���/! 	0����� � ������ B6 ��	��� �	
���� = 0 &��
��
� 	����	�� (��	����� ������ V 51 � �	�	
	� ��	0�	���	 �	��������
$
�����	� ���	��� �� �
��	� �	
2� � �����+ ������ ��	��� �	
���
�� = (U6+$D$2∗0, 1∗ sin(6, 28∗$A5)/(1+$D$2)) &���
� ��� �	�����
��� 
�%���� �� �
�$�� �
������� ��	��1 �������� 	0����� A6 : V 6
3 �
	�	����� �� �	 4/ ��
	�� � 
�(������� �	���������� (�����

�%��� � 	����	�� ������	���� �	������� 
�%���� � (������	��� 	�
�
	��
��������	� �		
������ � �
�����

-	��
	�� $
����� (������� �����
���
 �� 
�(������ �
�������
��	�� 5� 	��	� ���$
���� �	��
	�� $
����� �� %���� �
�������
��	�� �
� t = 0; 0.2; 04; 0.6; 0.8 � 1.0 "�� #�	$	 ��
	�� ��� ��
	��1 �
	�
�� .1 /1 )1  41  61 4 � 4/1 � �
� �	�	,� �����
� ���$
��� �	��
	��
$
����� 
�%���� �� ���(����� �
������� ��	�� 7�(�������1 �	���
������ � 
����� ��0����	$	 �
	2���	
� 89:;<1 �	��	���+ �	�����+�
� 
�(���������1 �	��������� �	 �
	$
����1 ��������	� �� ��$	
���
������	� �(��� =>?@A< BA?>: � CADEFAG � �
��	����� ����

����� �����	� 
����
�� ���
���	� � 	�������
��	��

�������	��
��	� �� ������ �����

"�� 
�%���� �	��	�	$	 �
������� � ���	��(	������ �
	$
�����

	����� �� ��$	
��������	� �(��� =>?@A< BA?>: ����%�� �
	$
����1
����	$����+ �
	$
���� ��� 
�%���� (����� ����	�
	�	��	��� "��
�	��
	���� $
����	� ���	��(��� �	��
	$
���� ��� ��	 �!��"	#

$	1 ���	��(����+ ��� �	��
	���� $
����	� (����� ��
��	�� -
��
�������� ���� �
	$
���� ���0���� �	����	���� 	0H��	� �	�����
��
���1 �	#�	�� �
��	��� �� 0�( �	�	���������� �
����
��������
�	�������

I@J �	��	�	�K
�������L����M�����!
N>O 9�! P? NQ@J<;1 R�! P? NQ@J<;1 RST �! P? NQ@J<;
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� ����� � 
� ����
��� ��� 
� ������� ��� � 
� ������ �� 
� �����
��� �� 
� �����
�� � 
����	 �  
! "#$%&'() &*''() &+, -*&*./
� � � 0 � � � ! 12% #3%4%#25 4*#64%#24*')'/, 7%+'(
���� � 89: ! ;)4$',, <4*'/=* 74)>)''%? 3%%4&/'*2(
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 �		 " �� � �	
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' (�)*��� +,�� -����.��/ ��01*2(�(/3 -4*15���/� -4 -��.6(��*���

�47 �/8� -�4���99� .*� 0��5���7 ���9���47 -���9���47 � .��-�04��
4(  .4 3: 6 8��49 3��

;�)*��� +,��

�������� ��	����
�

t\x  3� 3! 3< 3� 3: 3= 3+ 3> 3, �3

0  3<� 3:, 3>� 3,: � 3,: 3>� 3:, 3<� 
0, 2  3<� 3=� 3>! 3,: 3,, 3,� 3> 3:> 3< 3!+
0, 4  3< 3:+ 3+: 3>= 3>, 3>� 3+� 3:� 3:� 3:<
0, 6  3!< 3�� 3=� 3=, 3+ 3== 3:: 3=+ 3+� 3+!
0, 8  3�� 3!+ 3<> 3�= 3�= 3�! 3=! 3+> 3>� 3>�
1, 0  3� 3> 3�� 3�: 3�+ 3�! 3=� 3+, 3>: 3>!

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

t=0
t=0,2
t=0,4
t=0,6
t=0,8
t=1,0

0,6

0,4

0,2

0,8

1
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������� �� ������� �����

������ �����

��� �����
� ��������� ��	����
� � 
��������	�
��

������������ �	�����

���.6(���9 ��8���� -��9��� �+,��	 6��.6(��9� 9�(�9�(�5�6?�@
-�?�(4� AB��CB$ � ABD��B� E*�4��(9 ��8���� 0�.�5� � ���9��4���
��� -���9���/@ (�?�� F�3 ?�? � .*� ��8���� �4*�4�4�4 1�������� 6
�6-4*204�����9 �*�4��(9�5�6?4�4 �0/?� G�H%BI JBH�K� �4L(491 � -�4�
���99�@ �� AB��CB$ � ABD��B ?499��(���� -4*�46(2M 4(61(6(�1M(�
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ORIGIN := 0 TOL := 0.00001 L := 1 a := 1

Tmax := 0.5 r := 1 M := 100 h :=
L

M

τ := r ·
(h
a

)
N :=

Tmax

τ

τPr := 0.1 hPr := 0.1 MPr :=
hPr

h
MhPr :=

L

hPr
a1 := 2 · (1− r2

)
a2 := r2

m := 0..MhPr xm := m · hPr

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1xm

(U     )<0>

(U     )

(U     )<2>

(U     )<3>

(U     )<4>

<1>

(U     )<5>

0,6

0,4

0,2

0,8

1m

m

m

m

m

m

���� ��� ������� �������	� 
������� �� ������� ����� �������
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U := |for m ∈ 0..M∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
xm ← m · h
ynm1m ← sin(π · xm)
ym ← ynm1m + τ · 0.5 · cos(0.5 · π · xm)

k ← 0
ngr ← 1
for m ∈ 0,MPr..M∣∣∣∣ Uk,0 ← ynm1m
k ← k + 1

for n ∈ 2..N∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t← n · τ
for m ∈ 1..M − 1

ynp1m ← a1 · ym + a2 · (ym−1 + ym+1)− ynm1m
ynp10 ← 0

ynp1M ← ynp1M−1 + h · 0.1 · sin(2 · π · t)
1 + h

ynm1← y
y ← ynp1
if
∣∣ngr · τPr − t

∣∣ < 0.1 · τ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k ← 0
for m ∈ 0,MPr..M∣∣∣∣ Uk,ngr ← ym
k ← k + 1

ngr ← ngr + 1
U

m := 0..MhPr xm := m · hPr
�� ���� �� 	��
���� ������� ������� ������ U(x, t)� �����
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���������� ������ l� � ������� ���� A, B ∈ l�
����� ���	�� ������� ������ � �������� [AB] �
���������� ��
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�	 ������ !�� ������� S�
������� ��	
 ����� ����	 �	������� 	������ ��	���	����� �	�

��������� ��� 	��	�������	 ����	
 l� ���� ���	��� ��� � �	���
	��� �	���� 	�����!���� �� ������ [AB]� " �	��	���� 	 �����
�	�� ����	
 ������� ���������	�

�� # ���$�!�
 ����� �	�	 ���� �	�%	� A � B ���	�	
 ���
�� ����	
 l &$�	 ��	���	���$�� '�	 ��������� ���� ��� �	�%$ &���
����$(
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 ���� L� ������� �
���	���������� �
���������� ������ l� � ������� ������� ����
A, B ∈ l� ����� ���	�� ������� ������ � �������� [AB] �
�������
���� ��
	�	 ������ !�� ������� S�
)�� ����� ������	�	 ��	 ���� ��� ���$�!��� *+ ������� �	�

 �� &$�� �	�����	 ����	����	 � ����������� �	&	
 ��� 	��� �	�
���� �� �	�	�	
 [AB] �������� ,	�	
�
-�� ���	&����$� ����� ����� �����!�� ��������� # ����	
 ���

��� -�	�$ ����$, ��!�������	 &	����� ��� ��� �	�	 ���� �	��� A
� B �� ����	� .�� 	���������� 	&!�	��� 	�� �� ��, �	 �	 �������
/�����	����	
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�	�����	 �����!���1 � ��	�, �������$, �	���, ���	��� ��� �	�
,	�� � ����	
 l �	 ����$� ���	�� 3�� �$ ����� �	� �� � ��	�
��	�������� 	&!�
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� ��������	�� �������0	��� � 1��� �������� ���	� ���������! ���� �
�����	�� ����! ����� ��������� ��		��� �������� 	��� ��������� ��
�� ��� ���� � �� ��� ������	! ���� ������	�
 ��������0 ����"
����� ���� ��	����0	���
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 �����	� 
 �����
��		 ���	��� ���
���
�
�������� ����������� ����
�������� ����	��� � �		������	
������	 ��������	 ��	 ���������� ������	���� ��������
� ���
���� �������		 
 ������ 	� 	� �	�������� 
�����
 	 	�
����
� ���	����	 ��		�� ������� ��������!

������� �����	 ��
������� 
���������� 
 ������� "����	�
��! #�� ��������� �����	 �������� � �������� ���
������ ��	
�
	�� �������������	�
�! $���	� �	� ��� ��������	��
�	� ����
�������� ���
	����� ���
� % 
 ������
������	������� ���� &&

���!

'(!)!*! ������ � �������
������� ��	
���� ������ +	 ��	���
"���������� �����	 � ,���	����	�- �������	��! ����� 	�����
�� �������� �
	������� �� ���	�������� ������� ������	� �
	 ��� ���	�! $������ ����
������ 
�+� �	�� � 	������� �� 

���������� ��������! $�������� �����
	�� ������� 
 ���������
�� ������		 
 ������ +�� 
����! .�� ������ ���
����� �����
�
�
� �����
� � �������
������!

#�������� ������
�� "����������� ����� ���	�	 �����	� 

���� ��� �� ��
���	� �	�� ������� � �
� ����	! #�� 	� 	� % "��
�	�� ��	���� /���	���� �	�� ������	0� ������ /������� �	�� ���	0
�����	������ ����
����! ��	 "���� ������
��� 
��	���� ����	���
	� � ����
����	� �� ��
	�� ������
���� ���	����	�	 
������
�����	! $���	� ������ ���� ����� ���� �������� 
 ���� ���	�����
��� ����
 && 
���! #� ���
����� �
���
� ��������	��� ������
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��	���� ��� 
 ������
���		� "����	�� 	 ���	��� ��� 	 �	������
�� �����������	 ���� �������	�	! ��"���� ����	� "�����������
����� 	 �� �����	����	 ������ % ����	� ���	�	���		 % ��	�����	 

�+	 �	 ������ �����������!

����� ����	
��	�� �������	
���� �	�	�

'(!1!)! ��	��	�
 ���
�
�
	��� 2����� 	� �3�����	��
��� 
��
+� ����� ���	��� 
 ����	�� �� ����� ������	� 
 ������ ��

��	���! 4��	 �� ���	� 	�������
��� ���	������
� ���	�	������
�� �������� �� �� ������	�� ,����
���	- ������ � ��������������
����� � 3������� ���� �������	������� ���	��! $��� ����
��
���
����� �����������
�!



��� �����	 
�� �������  ������ ������������ ���������	

����� �����	
����� �������
���� ������ �������� �
�������

������� ���������	 f : X −→ R� ������
����� �� ��������� ����
����	� X� � �
�������� ���� ����������	� C ⊆ X�  ��	�
�� R �!��
������� ���������� ��������� ������ " ��	��������� 	��# 	��
����	����# ����
� ����
������ ���������� −∞ � +∞� $������	�
X ����	����� �	����� ���������� �	������ � ����� x ∈ C " ���
��������� �� �%����������

 ��� �������
���� ������ &����
������� ���� ����� ������
��� '���� ������ inf �
� 	��#��� sup %����( ���������	� f ���
��	����� ��� x ∈ C� )�� ��� ����
������� ����������� ������

f(x) −→ inf(sup); x ∈ C. '*+�,(

����� �!������ �
� ������ �������	�� ���� ������� X, f � C�
-�
� X = C� �� ������ '*+�,( ����	����� ������ �� �
���������

����� x̂ !���� ����	��� ����� ������ '*+�,(�������	� '�
�� ���
��	����	����� �������	� ( �
� ����	 ���� ��������� !��������
���"� ��
� f(x) � f(x̂) '����	����	���� f(x) � f(x̂)( �
� 	��# x ∈ C�

.�� ���	�
�� 	�� ������ !���� ������	��� ��� ������ ���������
/��� ������� ������ f(x) −→ sup, x ∈ C ������� f̃(x) −→ inf, x ∈ C�
%�� f̃(x) = −f(x)� 0 ��� �
����#� ��%�� �� #���� ������������ ���
��� !�����
����� ���������	����� 
� ������ ��������/�� �
� ����
������/��� �� !���� ������ f(x) −→ extr�

$������	� X ��
��� !��� ����
��� ����	�
��� ���� 	 ��� ��
��
�� !��� 		����� ������� !
������ 
������	� 1�� ����� ���
���� ���
������� ����	 	 X ��!�� ������������ '��� �� ���������� ��
����� 	
Rn �
� 	 �������	����� ����������	�(� 0 ��
����2�� �� ���	����
����	����	����� ����%�� ������
���� �� &���/����
���%� ���
����
-�
� X " ����
�%������� ����������	�� �� x̂ ����	����� 	���	����
���������� ��
� ������	��� ����������� U ����� x̂� ������ ��� x̂ "
��2���� ������ f(x) −→ inf, x ∈ C ∩ U � 3��
�%���� ������
�����
	���	���� ���������

*+�4�4� #����	������ �	��������� ��������������� ������$
1�� ������ �	
����� ����� �� ��	������2�# �������
���# ������
�� �����	����� ��	� 
� �� ����� ������� �
� ��
��%� ���
���	�����
)��/����� �� &����
���/�� ����� !��� 	���
���� ����������� 0��
!�� ������� &����
���/�� �������	
��� ��!�� ����������
���� ����
!
���� � ����# ��� ��2���� ������ 	 ���%�� ��	���� �� ��%�� �����
��
�� ������ !���� ���	����� &����
���/���



������ ��	 
������ � ������ ����������� ��������� ���

����� ���	
 ����� �
	
 L� 
 �
�
 ���
� �
�
	
 �
�
��������
��� ��	������ x(s), y(s)� ������  �
����� �
�
����
 ���
 ���	

���� s� �������
��
� ���� ����� �� 	�������� �� ������ ����
 
�� �� ����� ����� ����	����� ����	�!�	�� x′2(s) + y′2(s) = 1 "�
�

�
� �������	��
� ���� ds =
√
dx2 + dy2# �� ����� �����

x(0) = x(L), y(0) = y(L)� �
� �
� ���
� �
��	��
�
$��  ���!�� ��������		����  �
�����%�	�� ������� �����

��%	� �
�%� ����� �
��� ��� � �� ��	�� ��%���� ���
�  	
�
��

������	
�� ���� ��� � ����� ����� �
�	��

L∫
0

x(s)ds =
L∫
0

y(s)ds = 0�

���&
�� S ������ �
�
		�� �
�
���������� (x(s), y(s)) �
	

L∫
0

xy′ds� �
��� � �
���� �����
���� ������&
� ����
���
���'

S[x(s), y(s)] =

L∫
0

xy′ds −→ sup; x′2(s) + y′2(s) = 1, "()�*#

L∫
0

x(s)ds =

L∫
0

y(s)ds = 0, x(0) = x(L), y(0) = y(L).

+�� �
�
�� ��%	� ����
����
�� �	
��� $�������� ����� �����
��� �
�
�� � ������ �
 �
�
		�� ���� ����%	�  ,���!�� ���&
�� �
��	����� 	
 ��� 
-������� .��� �
����
��	
� �������� �
�����
 	�
�
���� �� 	
��
��	�� �����
� �� �
		
� �
�
�
 ����� ������&��
�������		�� ����
���
����

��������%��� ��� ��
������� �����
 �����
���� �
�
��������
��� �
� ��	���� ����	�' x = x(t), y = y(t)� ����
 �������� �
�����

����� �� ����
���&�� u = x′(t), v = y′(t)� /����� ����� ��� �0
���

��
� ���&
�� ���%	
  ��� �
����
��	
� ������� � ����	�!�	��

S[x(t), y(t)] =
1

2

T∫
0

(x(t)v(t)− y(t)u(t))dt −→ sup . "()�1#

/������ ��� �
����
��	
� �������� �
�����
 �
	
 V � �
�� ���
�
	���	��

u2 + v2 � V. "()�2#



��� �����	 
�� ������� � ������ ������������� ���������	

�� �������� 	
���� ���������� 
������� �� 
��� �������� ���
���� � 
����������

x(0) = x(T ), y(0) = y(T ). ������

 ��� �!������ "��������� ����# ���!������ �� ����$��
����%�� �������

���&�$� ���������	�
 ������ � �������������  ��!	��
� ����
���	'� 
�����'�	' ������(� ��#� A  B� �� ��)�� �� �����
��� �������*��� ��#�� 
����
� � ��#� A � ��#�	 B �� ����#�����
����� ������  
���������� 
���( ��
	�
��	'���

+����� � ���
��
� 

���	 �������� (x, y)� ��� #�� �
* Ox ���
�������� ,��������*��� � �
* Oy - �������*�� ���� .	
�* ��#���
�������� 
�������� 
 ��#��� A� ���� �/ ��������( (0, 0)� .��������
)�� #�� ��������( ��#� B �
�* (x1, y1)� ,�� x1 > 0, y1 > 0� �
y = y(t) - "	����� ����'��� 	������� ������ 
�����'��� ��#�
A B� + ��
	�
��� �����  
���������� 
���( 
����
�* ��)���
�������*��� ��#� ��� ���
���� 
�( ��)�
� �� ���
� �� "���

�( ����� y = y(x)� � ���
� ���*�� �� ������( ��#�
ds

dt
=
√

2gy�

���	�� ��0��� ����� t� ���!0����� ��� ���������� �������*���
��#� � ����)��� A(0, 0) � ����)��� B(x1, y1) :

t[y(x)] =
1√
2g

x1∫
0

√
1 + y′2√
y

dx −→ inf; y(0) = 0, y(x1) = y1.

����1�
���&�%� ���������	�
 ������ � �������������� 2���������

���
������ ����# � !(
������
�� ��)�� !(�* ��������� ������
,#��� .	
�* ��

� ����)� m� �/ ��#��*��� ��������� x0� � ���
#��*��� 
����
�* v0� +����'' 
�	 �
�	 ��,� �!����#� #���� f �
� ���	�	' ��������	 ����)� #���� x(t)�  �,�� �� ������	 �����
�	 3*'���� mẍ = f � 4,���#��� �� ��,	 ������ � ����� ���5
f ∈ [f1, f2]� 4�
'�� ���	#� ����#	 ������� 	��������� ���!0��
���,� ��� ��,�� #��!( �
������* ����)�	 �� ����#����� ����� T �

T −→ inf, mẍ = f, f ∈ [f1, f2], ����6�

x(0) = x0, ẋ(0) = v0, x(T ) = ẋ(T ) = 0.
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������ � ������ ����������� ��������� ���

������� ���� 	
���� ����������	�� �
 
��� ���� �� ������
����
����	
��� ��� �
�� �
�
��� �
������� 	 ����
���
 �� !"#�$%
�� &'
�
�
 ����� ���
�� ����������� �&�' ���
�
 t[y(x)] �� �����
	
������� ��'
 ����	����� �
 '
'�� '�
� '��	�( �
�
���	
�
�
�
�
�
 !���� �� ���������� ������	� X �� �� "#�)�*%� +���� ���� ����
���� � ��
	����� ���
�� �
�
��� ����(����� 	�'�, �
� &'
��	
���
	 '
'�� '�
� ��-�'��	 ����� ��������

"#�)�.� ���������	�
 ����������� ������ � ������ � ��	�����

/
������ 	�
�
�� ��
������&0 �
�
�&� 1	���� ���&0��� ����
��
�����2

ai 3 '������	� ����� ����&'�
� �
(�����4�� �
 i���, �
���
1 � i � m5
bj 3 ���������� !	 ��( �� ����� 
(% j���4� �
4
���
�
1 � j � n5
cij 3 ������� ����	��'� ����� ����&'�
 �� i���, �
�� 	
j���, �
4
���5
xij 3 ��
���&���� '������	� ����� ����&'�
 ��� ����	��'�
�� i���, �
�� 	 j���, �
4
����

6�4�
 ������� ����	��'� �
	�

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij� � �� �&��� �������

����	
��� 7���	����� �4�
������� ��� 8��� ���&0���2

!*% xij ∈ R+ !���	����� �4�
������� �
 	������& ����	��'�%5

!)%
n∑

j=1

xij � ai !������ 	�	��� ������ ��4�� ��� ���%5

!9%
m∑
i=1

xij = bj !�&��� ����	��� ��	�� ����'�� '���'� ����(��

����%�

1 ���4� ���&�
��� ���&0�
� ����
���
 ��2

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij −→ inf,

n∑
j=1

xij � ai,

m∑
i=1

xij = bj , xij ∈ R+.

!"#�"%
������ � ��	���� ����
���&��� ���� �� ������ :&�� ������

n ����&'��	 !�&'
� '�&��� ���� �	��� � ����%� ;��&���� ��� ���
����� ����4� ���
��� ����(����� bj ����� j�4� 	����	
� :�� 8���
aij ��� �����
��� j�4� 	����	
 	 ����� � i�4� ����&'�
� 
 ci 3  ��

����� � i�4� ����&'�
�



��� ������	
���
 �����
 ��� �
�
��
 ���	� ������
 �
����� �
���

��������	 �
�
� xi ���
��
��
 i��� �������� ������
� ������
n∑

i=1

cixi −→ inf,
n∑

i=1

aijxi � bj , xi � 0. ������

��������	�
� ������ ��� ������� ������
������� ���
�
� 	��
�

����� ����	
���
��� ��������� �
� ������� ������

���	������� ���������� ���
�	�

��������� �
�
��
 ������ �����	�
�� ���	�
��
� !�������
�
���� �
��� " ���
�	
 ������ �
�
��# ������ 	��$�%� ��#���
����$��& �����$ � ��#������$��� 	��
���� ���� '(�

D

A

C

B

E

F G

H

x

y

���� ��� ������� ��	�
�� ������ ������ �����	�

"	
�
� �������
��#)

• a * ������ ��#������$����+
• b * 	���� ��#������$����+
• av * ������ 	��
��+
• bv * 	���� 	��
��+
• O(xv0, yv0) * ��������� ,
��� 	��
���

-�
�������
�� �� 	��
� EFGH ��.
 �� ���$�# 	 �����	��$�
��� �
�
 ��#������$���� ABCD� /�# �
�
��# ������ �
���� ���
�
��� ������
0 �����$
� ��#������$��� ABCD �� M �������	� 
��
�	���	 ����� hx �� �����
 AB � N �������	� ��
�	���	 ����

�� hy �� �����
 AD� -�� 1�� hx =
a

M
� hy =

b

N
� ��������� �
�
�

M1� M2� N1� N2 ���
�� ����	� ���.�0�� � �
	�0� ���	�0� ��.�
0�



��������	�
� ������ ��� ������� ������ ������� ���
�
� 	��
� ���

������� ����	
�� ������ ����������	� ������ ����������� ���	��
��� �������

��� ����� ���� � ���� ������ av = 0� bv = 0�
N1 = N2 =M1 =M2 = 0�

� � !���� ����� �����	��� �����	 "��������#�	���
av > 0� bv > 0� 0 < N1 < N2 < N � M1 < M2 < M �

�$� !���� ����� �����	��� � �%&�� ���'	�� "��������#�	���
(�"�	���� � ����� C� av > 0� bv > 0� )�� � ������� ���	
"����� DC 	 BC ����%��� "���������	 �	�����		� *����
0 < N1 < N � N2 = N � 0 < M1 < M � M2 =M �

�+� !���� ����� �����	��� �� �%&�� ������� "��������#�	���
(�"�	���� �� ������� AD� av > 0� bv > 0� )�� � ������� ���	
"����� AD �������� "�������#% �	�����		� � ���� ������
M1 = 0� (� ������� CD ,
N2 = N �

-�� ��'��	� "����������� ����	 ������� ����� ���&���	�� ���
��&����# ���	��	���#��% "�������� ����������	����
�����

��� -�� ���� ���&� ��'��# &���� '	���	� ����� ����� ���&���	��
"� ����.����	 �����# &���� ��	������#��% "��������� ����	� /���
�����	� "��������#��% �&����# ABCD � "��������#��� ������
EHGF � �	�� 01� ������ �&������	�2 |AB| = a� |AD| = b� |EF | = av�
|EH| = bv� O(xv0, yv0) 3 �����	���� 
����� ������

-�� ��'��	� ����	 ������� �������� �������� ���&#�� "���
������#�	� ABCD �� N ��	������� 	��������� "� ������� AD 	 ��
M ��	������� 	��������� "� ������� AB� ��	 ���� �&����	� ����
N1� N2� M1� M2 ������ ����� �����������%4	� ����	
�� ������

� 	������� ������ &���� ������# "�������� a� b� av� bv 3 ��	��
������ AB� AD� EF � EH� 5 ���.� �����	���� 
����� ����� xv0� yv0�
��	 ��������		 ����� av = bv = xv0 = yv0 = 0�

/���&����� ��"��# �����	�� ����6�� 	 ���	��	���#��% "�������
��� �����	 "�������� "�	 "���4	 �"�������� "�	���	���	� ����
6� �����#��� �����	�� � 789:5; <598= �������� 	 "��"	���� &����
� 	����� "��������� ��	��%��� ��	�������	� "������ � "�������
�� ������ �������	������ "��������� N ����	� 	����	>	����� nn�
� ������ "��������� M , mm� ?���� ���	����� "�������� ����	2
hx, hy, r� ����	� ������ �����	��� "� ��	 Ox , xm� ����	� ������
�����	��� "� ��	 Oy , ym� m1, m2, n1, n2�
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���
 �
�� 	������� ����� itn 	������� ��������)�
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�

�������� Itmax

��  �� � ��	# �%��
&$'(� �)*+,-./012234 5-1/,66 2, 617896: ;. ) <  �� < =
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��� ����
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����  �� �� � �������� �������� �������� � ! ��"�����#�
$%&'"� ��(���& )!��"! ��"�'����� *��"*�"+��(,�"�

-.��/
/0 � 100.2�34����5�� 34��6�5�� 347���5�� 34��6���� 8
346�9�:�� 34��9�;�� 34<�=�>�� 345�:�;�� 34?�=�;�� 8
34<�<���� 34:�=�7��

$%&!�*�� �������� � )!�� ��"���� @/0 � � = A/ B�C/

@/0 D� � � A/ >

�	

����  :� > E �  D��FG��	0�/0F�/
/0 � -.��/
/0���
B	H� D�

�	

����  :� > E �  �� � � 3 � I � 3 8
@/0-.��J-��  4J E ��  =F>�� �K=F==��

B	H� �
�	

����  >� �� � �

$L��"(���, � M�&� )!��"� +��NO� *��O�F PF�F !&!�*�� ��"(����
@/0 - � = A/ -- @/0 � � = A/ ��

$ Q"��� )!��� ��O R�N +��NO�
S/
 � �T�U��V�-� �� I J-��� W 4J�

GX S/
 Y� = 1�� S/
 Z� B�C/
 A�	� $[*(� �� !&���
$\]�� L��"(���, )!��"� +��NO ^

�	

���� I �  �� -  ��FG��	0�/0F�/
/0 � -.��/
/0�S/
�
�	

���� I �  �� -  �� � S/
 $ Q"��� ��"����&

��� GX
B	H� �� -

��� _V`

� �������� 	
���
� 	
������ 
��
������� 	
��
���� 
���
����
�� �����
�� ������ � 	�
���� ��	�� ��	��	
��������� ���
�
��� 	
����������� ������ �������� � ����
���� �!��!��� "

��# $%# &� ���' 	�
�������' 	���
'����' �
��� 	����
(������
�� ���	�
���
� U = 1000C" � � ���' �
���' ���� ��	����� 	����
q = −60��/��2# ���
� 	������ �
��� ���(���� �'��(���)�� (���
����� � ���	�
���
�� �
��� U�� = 200C# *�+,,�-��� ��	��������
	
�������� 
���� α = 10��/(��2K)" ��+,,�-��� ��	�������� ���
��
���� �
��� K = 15��/(��K)# .
������� ���� ���	�
���
�� 	���
	����� �
���#

/��������� 	������ ������ ����� ��� ���� ������
��" ���
��0� �����(���� 
������
����� ������ �����
��� ����� �������"



��������	�
� ������ ��� ������� ������ ������� ���
�
� 	��
� ���

���� ��� �� ��	�
� CG � AE ���	� �������� ���������	�� ����
	��	�� ������
� ������	�� ���������� ��������� ������� � ����
��	�
� 	� ��������� ������ ����� ������� 	� ���� ��	�
� �����
��� ��������� ���	��	�� ������


q = −K ∂u

∂n

∣∣∣∣
�

= 0, ���
∂u

∂n

∣∣∣∣
�

= 0.

 !���������� ���	��	�� ������
 ��
 �������		�" ������ �
���" ���	�#��

U |DC = 100; −15 ∂u
∂n

∣∣∣∣
AD

= −60, ���
∂u

∂x

∣∣∣∣
AD

= −4;

∂u

∂x

∣∣∣∣
CG

= 0;
∂u

∂y

∣∣∣∣
AE

= 0;

15
∂u

∂x

∣∣∣∣
EH

= 10(u− 20); 15
∂u

∂y

∣∣∣∣
HG

= 10(u− 20).

��������� $%�&� ��� �����	
��� ��	
��
�� ������� ���
��

��� 
	 ��
��� AD� EH� AE � HG 
	��	��
� 
���	�� ����������

���
� 
	��	��
�� ������
	�
�� ����

A

D C

GH

E

O

���� ��� ������� �	
	�� ������ ������	 � ������ ����	����

'�
 ����� ���(� ����	��� �����(���		�� ��������� ��������
��� ��	���
�	�� �(����� AEHGCD� )���� �* ������� �
��������
	�+�� ABCD � �
�������	�� ������� � ���� ,� -�	�� ������ �
���+� .� /����� ��+������� +�����	�� ��(���� � ���+� 0� � ��� 	��
����� � �����	�� AB 1��� Ox2 � AD 1��� Oy2� 3���� +�����	���
#�	��� ������ O(12, 5; 2, 5)� 4	���	�
 �������� ��������� �(�����
av = 2, 5� bv = 2, 5� a = 15� b = 10�



��� �������	
��	 �����	 ��� �	�	�	 ������ ������	 �	����� 
	���

����������	� 
	�	�� ��	����������
��	 ��������	 �������

��� ���
���	���� �������

u1m − u0m
hx

= −4⇒ u0m = u1m + 4hx (m = 0, 1, . . . ,M); (AD);

uNm − uN−1m
hx

= 0⇒ uNm = uN−1m (m = M2,M2+1, . . . ,M−1); (CG);
un1 − un0

hy
= 0⇒ un0 = un1 (n = 1, 2, . . . , N1); (AE);

unM = 100 (n = 0, 1, 2, . . . , N); (DC);

−15uN1m − uN1−1m
hx

= 10(uN1m − 20)⇒

⇒ uN1m =
3uN1−1m − 40hx

3 + 2hx
, (m = 0, 1, . . . ,M2); (EH);

15
unM2+1 − unM2

hy
= 10(unM2 − 20)⇒

⇒ unM2 =
3unM2+1 + 40hy

3 + 2hy
, (n = N1 + 1, . . . , N); (EF ).

� ����	������ ���	 ��������	 ����������	����
������

����
���	�� � ��� ��������	 ������� ������ �������

�� ���� � ����	�	�� �	�	��	 ������ ������ � ���	 ��
� ����
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���	��
��� ��� ����$� ���% &�	
��" ��	
����	���� � #	����" �
���	

�	�	��'
�� �	�	� ����� (���	��	 
	��	��
�� ��)�� ����
� �� ���	�

��
������ � �)��� ��	�	 ���	�� ��������� *���������	 ����	�

��� 
	��	��
�� ������'
�� �� ��	��	� �����&	 �#���
�" ��	 ������


	��	��
��� 1000C (DC) � ���
� 
	��� (AD)� �� ���
�	��	� ���

�
� �������������� #����" ��	 �����%���
 ���	
����	 �%��)�	��	"
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������� ������������ Rn	 ������	
���� Rn � �����	
���� n�
���
�� �������� Rn = {x = (x1, . . . , xn) : xi ∈ R, i = 1, . . . , n}�
������� �� Rn ���
� ���	���	�� �� �	����� x = (x1, . . . , xn)�
x′ = (x′1, . . . , x

′
n) ⇒ x1 + x′1 = (x1 + x′1, . . . , xn + x′n)� � ��
��	�� 
	

�� �����

�� !���	 �� �	����� x = (x1, . . . , xn), λ ∈ R ⇒ λx =
= (λx1, . . . , λxn)�� ������ 0 = (0, . . . , 0) 
	���	���" �
���� ������

���� #�� ����	 	�� Rn � �������� �������������
� �����	
���� Rn �$�!
� ����"� �	����"
�� �����% �� �$�	����

x = (x1, . . . , xn), x′ = (x′1, . . . , x
′
n) ⇒ ρ(x, x′) =

(
n∑

i=1

(xi − x′i)
2

)1/2

.

#�� �	����"
�� 
	���	%� ���������� &'� ���
� ���	���� !����
��������
 ����
�

|x| :=
(

n∑
i=1

x2i

)1/2

� (������ ρ(x, x′) = |x− x′|�
&�������	 
���	� �	� )�� 
�����
� ��������� ����������"�� �	�

��� ����
�*�
�"��

	� |x| � 0 ��" ���� x ∈ Rn � |x| = 0 ⇒ x = 0+
$� |αx| = |α| · |x| ��" �%$�'� x �� Rn � �%$�'� α �� R+
�� |x+ x′| � |x|+ |x′| ��" �%$�� x � x′ �� Rn�

,�
�-��� �$�	�	% �� ���$
��� ���.���	��� 
	���	%� ������

��� 	 ��
�.
�� �����	
���	� ��
	 /

�� 
���	��� 
	���	%� ����

���������� �������������� ���!
�� �������
�" � �����% ��
�
����� 0���� � Rn ���
� ������"�� ���	�
���� 0	������ �
(������

‖x‖p =
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

(1 � p < +∞)

��� � (������

‖x‖+∞ = max
i�i�n

|xi|.
�����
�� 
���� �	/� ������
���� 
	.�� �	����"
�� � (������

ρ(x, x′) = ‖x − x′‖� ���������� !�� �	��� �������� � �	��
����
�
������	� ���������� � ���





��� ������ �	
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��� ������	
���� Cr([t0, t1], R
n) r �	� 
�����
� �����
���

����� ��������
���� x(t) : [t0, t1] → Rn� �	�	

�� 
	 ���

�
�� ����� [t0, t1] ⊂ R� � 
�����

‖x(t)‖r = max{‖x(t)‖0, . . . , ‖x(r)(t)‖0}.
��� ������	
���� l2� ������� �� �������	�� 
����

x = (x1, . . . , xn, . . . , )� ��� �������
+∞∑
i=1

x2i < +∞� � 
������

�	�	�	��� ��������

‖x‖ =
(

+∞∑
i=1

x2i

)1/2

!

"#!#!�! ���������	�� 
�����	���� ���� X � Y $ 
�������	
�

� ������	
���	! %�	����� �������
� X × Y ��&
� ����	��� 
� 
�������	

� ������	
����� ���� 
����

‖(x, y)‖X×Y = max{‖x‖X, ‖y‖Y }
��'�� ������� � ��� �� 	������ �����
�(����! )����&
� � ���'�
*����	�
�
� 
���������!

+����� �����
� ����&�
�, �������� 
��������	�� �	���
��� 
�����	��� �	����!
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��� � �����	
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)����� ������ ������� �� *��� ������ ������ �	��� /���
����� ���	� !

�����	��� %�#� ��	� �� f 	�
�����	 	 Rn � lim
|x|→+∞

f(x) =

+∞ ( lim
|x|→+∞

f(x) = −∞)& �� f �����!�� ����!� ���#$�	�!� ��	��

��� ��������� 	 #$��� ���	���� 
���	������� �
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������ ������������ ������ ���

����� ����	�
��� �������	���

��� ��������		
� �	���� ��	��� ��������		��� ������		���
��� ��������	�� � ���������	�� ��	��	��� �������

lim
h→0

F (x̂+ h)− F (x̂)

h
������

� �� ��!	���" ���������������� �� ��!�	�� ��� h→ 0

F (x̂+ h) = F (x̂) + F ′(x̂)h+ o(h), ����#�

��� o(h) � $����	��	� ����� �
�%��� ������� �� ����	�	�& � h' ���(
����� � ��	�� � ��� !� ��	���& �������	���������� )� !�
��� �	���� ��� � $��"%��� ����� ������		
� �������� 	�����"(
�� �� ���	
� �������� � ��	���& �������	��������� ������������
*�������	�� ������ ����� � ��	����� ���� ���	�� �� 	�������	�&'
�������� �� +����	! � ���� ���	�� �� ,���� *�������	�� ����#� ��(
��� � ��	����� ���� ���	�� -��%� � ������� �������	����������

����� �������� ������� 	����������
����� �����
���

� ������������� �������������

���.��� ������� � ����	��
 /���%� � ����	�' ��� ��� ������
�
�	���� ��	��� ������		��� ����������� ������� +����	!�' 	� 
(
������ ���!� �������� � ����	��  	���	��' ��� ������� ��	��	
�
�������	�� �����" 0' ������ �1�2���� �	���� f : [a, b] → R 	�����

���	� 	� ������� [a, b] � �����	������� � �	������� (a, b)� ��

���������� ����� c ∈ (a, b)� ������ ���

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a). ����3�

)����	� $����"��' ��� ������ ����3� ����4��� ������������ �
��� ������
� �	���� f(x)' �����	� �����
� ���	����!�� ���� (
���"	�� 	��������		�� �������	���� 5 6��� �����

[a, b] = {x : x = a + t(b− a), 0 � t � 1},
�	������	� ������������ �	������ (a, b)' � �������	��������"
��!	� ��	����" � ��
��� ,���� 7������ ϕ(t) = f(a+ t(b−a))' ������
���� ����"���� � ����& ��	��� ��������		��� ������		����

��� ������	� 	��	
� �	���� ������ ����3� 	� ����� ������
*������' ��� � �	��� �' ��� �������' �����" ���� 	� ���� ���(

��� ����3�' � �
����&��� � 	�4 ���	�� |f(b) − f(a)| � M(b − a)'



��� �����	 
�� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

��� M = sup
x∈(a,b)

|f ′(x)|� ����	�
 ������ �� � ���
 ����� �����
 ����

�����	����� ���������������� �	� �� ����� ������������ ���
��
�������� ������������ �� �������� ��� ��������� ��������  �����
�
� ������
!� ����� ������� ��� ��������� �� �
�������  �����
�� ��
������ �������� �����"����!�

������� #$�%� �������� � ���	
���� ���� X� Y � 
��������
�

�� �������
���� � �������� �
������� U ⊂ X ��	����� �����
��� [a, b]� ���� ��������
�� f : U → Y 	������
������� ��  ��� �
���	�! ��"�� x ∈ [a, b]� ��

‖f(b)− f(a)‖ � sup
c∈(a,b)

‖f ′Γ(c)‖ · ‖b− a‖.

#$�&�%� #������ ��!����� ������� �	
����� '�
� ���� (� ����
��� $)* ���� f (n)(x̂) ��$�������� ��

f(x̂+ h) = f(x̂) + f ′(x̂)[h] + (1/2)f ′′(x̂)[h, h] + . . .

· · ·+ (1/n!)f (n)[h, . . . , h] + r(h),

%	� ‖r(h)‖ = o(‖h‖n) ��� h→ 0 �

������ ��	
��� �������� � ������

� ����������� ���������

+������� ,���������� � �- ��������� .�������
�� ������� ����
���
�
�� /������� ��

� ������������� ��������� '0�

�
0������	�*� 1�������� 2������ �������3�� ����� ��������
���
���� ��������� 2�����

���� �������� ����������� � 	� ���
����

.����� � �����
� ����	����� 
����
�
� � 
���
�
� ,������
z = f(x) � ������ ,������ 
������� � ���� ��������� ��������
����
����	����� 
����
�
� � 
���
�
� ��������� �������� �������
��
,����������
�
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��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

������ ����� ����� l ���� 	�
��
 ����
� �
�������� ��� ���
������ �
���� �������� ������
���
� ����� � !� "������� l �
#��
$��% ���������� ���� �����
 ��������� ����
 y = y(x) �����% &&�
������ ' � �
����� ' �(!)

l[y(x)] =

x1∫
x0

√
1 + y′2 dx.

*���% 	���	
��������� ��
 ���� �������� �����
� ���� �������
y = y(x) ��	������
 ����������������

���� ��� ������� ��	
�� � ������	 ���	���	 ������	

������ ����� +�
���% ���
�
�
 	
���,�
��� �������� �����
��
���
�� 
	���������� ��$
�
� ������� z = z(x, y)� ������� -��
	
���,�
��% �����% &&� ������ .'� �
����� .'�/!

S[z(x, y)] =

∫∫
σ

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy,

��� σ 0 	�
����� 	
���,�
��� �� 	�
��
��% XY �

������ ����� 1
����� �������� ����������� �
������ �

��
������ ������ ��#���� ���
�
�
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	���������� ��$
�
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���,�
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�
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 ����
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���,�
�
��� ���� ����% &&� ������ .'� �
����� .'� � .'�(!�
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�����������	� 
�����	� ��
������ 
����� ����������� �����
������� �� 	����	�	 ��� 	���	�	�

������	 �������� 	���� 	�����	� ������� 
���� �� 	����	�	
� 	���	�	 ��� ������� � ����	� 	�����	� ��� ������������

��� � � ������� � ������	�
�� ����	����� ������� z ��
���
���� �������� ����	���� x! z = f(x)" ���� ��#�	� x �
 ���������
�#����� D ����������� ��������� z ∈ E : x �−→

f(x)
z $�	� ����% &"

������ '(�

����������� ����	 �������
� �������
 v �
���
���� �������
	�
�	�� �
������� 	� ������� y(x)� ��	 	�	��
�
���� v = v[y(x)]�
���� �
��	� ������� y(x) �� ���	�	�	�	 ��
��
 ������� �		�����
������ ����	�	� ��
����� v� y(x) �−→ v�

��� ��� ���
����� 
�������
 ������� � �
��
��� 
�������


������	�
�
� �����)����	 Δx ����	���� x ������� f(x) ��
���
���� ��
����% Δx = x−x1� *��� x + ��
����	�� ,���	�����" �� ����
��������� x ��,����� � ,����)����	 dx = Δx $�	� ����% &" ������
 -(�

����������� ���'	  
��
���� δy 
�������
 y(x) ������	�
�

v[y(x)] �
���
���� �
��	��! ����� ��������� δy = y(x) − y1(x)�
�� "�	� #���#	�
�
����� ��	 y(x) �������� #�	���	�!�	 � ���	�
�	�	� ��
��� ��������

��� �'� $�#������	��! ������� � ������	�
�
� .������ f(x)
��,������" ���� 	���	� �
	������ x ����������� 	���� �
	������
������� f(x) $�	� ����% &" ������ /(�

.��������� v[y(x)] ��,������" ���� 	���	� �
	������ y(x) ���
��������� 	���� �
	������ ����������� v[y(x)]�

0�����	 ,�������� �,���������� 1�� 
����� 	���� �
	������
������� y(x)2 3���� ����� y(x) � y1(x) ������% #��
��	�2

3�
����% #�" 	���� ������% #��
��	� ������� y(x) � y1(x)" ���
�� 	����% �4 ��
����� |y(x)− y1(x)| 	�� ��� ��#��� x� 5����� ����
v[y(x)] ���	 �#��
�	 
����� �� ,���
����� ������� y′" ���" ��,���

	��" ���������� v[y(x)] =
x1∫
x0

F (x, y, y′(x)) dx" ����� �������)���� 

,���������4" �� ,�� ����	 �,��������� #��
���� ����4 �������
���� v[y(x)]" ��#)� �����" �� #���� ��,������	 $�
�
� �������
y′ ,�� ���������	(� � ���� ������ ����� ����� �������% 	�����
��
����� #���� �����4 ,���
����4�



������ ��	 
��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

����������� ����	 ������ y = y(x) � y1 = y1(x) ���	
� � ����
�� ���	���� �������� �����
�� ���� �������� |y(x)− y1(x)| �����

����������� ����	 ������ y(x) � y1(x) ���	
� � ������ ���
	���� ���� �����
�� ���� ���� ������ ��	������ |y(x) − y1(x)| �
|y′(x)− y1

′(x)|� ���� �������

‖y(x)− y1(x)‖ < ε; ‖y′(x)− y1
′(x)‖ < ε,

���
‖y − y1‖ = max

x∈[a,b]
|y − y1|.

����������� ����	 ������ y(x) � y1(x) ���	
� � ������ ���	�
��� k��� �����
�� ����

‖y(x)− y1(x)‖ < ε, . . . , ‖y(k)(x)− y1
(k)‖ < ε.

�� 	
�� �� 
��	����� �	
���� ��
�
� � ������ ��
���
 �����
���� ��	����� �� �� ��
�
� � ������ ��
���
 ��	���� ��	����� ���
��� 
 �	�
���� ��
�
� � ������� �������!�� �� ��
�
� �� 	
��"#

��	����� �	
���� ��
�
� � ������ ��
���
 ��	���� ��	�����

���� �� ���� ��

������ ���	
�� � ������ ���	���� ��������
�����
� ������� � ������� �����
� ��������

$ ��	������
% &���������' �������� (�� ���
 y(x) 
 y1(x) ��
�
 �
������ ��
���
 k���� ��	����� ��(
� ��
 ��
�
 
 � ������ ��
��
��
 ���!)��� ��	�����



��� ������ 	
� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

������ ����� ������ y(x) =
sinn2x

n
� y1(x) ≡ 0 ���	
� � ������

���	��� ������ ����
� �� ���	
� [0, π]� ��
��
�

|y(x)− y1(x)| =
∣∣∣∣sinn2x

n

∣∣∣∣ � 1

n
,

� �� ���� ���	
� [0, π] ����� ��	���� ����� y(x) � y1(x) ��� ���
������� ����� n�
���	��� ����� ����
� ��� 
����� y(x) � y1(x) ���� ��
 
�


|y′(x)− y′1(x)| = n
∣∣cosn2x

∣∣ ,
�� ��������� � ��
�� x =

2π

n2
� ��� cosn2x = 1� ����� ��	����

|y′(x) − y′1(x)| = n � ��������� �
�� ���� ������ ��� �����
��� ����� n�

������ ����� ������ y(x) =
sinnx

n2
� y1(x) ≡ 0 ���	
� � ������

���	��� ����� ����
� �� ���	
� [0, π]� ��
��
� ����� ��	��
����

|y(x)− y1(x)| =
∣∣∣∣sinnxn2

∣∣∣∣ � 1

n2
,

|y′(x)− y′1(x)| =
∣∣∣cosnx

n

∣∣∣ � 1

n

���� �� ���� ���	
� [0, π] ��� ������� ����� n�

����	
 ���� ����� ������ ��	������� ���	�	������ �������

����� �����  ��	������� ���	�	������ ����� f(x) �� � ���

ε−δ! f(x) ∈ C(x0)⇐⇒ ∀ε > 0 ∃δ = δ(x0)� ����� ��� ��� ∀x : |x−x0| < δ
����������� ��	�������� |f(x)− f(x0)| < ε�

����	�
���� ���"�  ��
!���� v[y(x)] ���������� ��� y = y0(x)
� ������ ���	��� k�� ����
�� ���� ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀y(x) ∈ Y �
��
�� ��

‖y(x)− y0(x)‖ < δ
. . . . . .

‖y(k)(x)− y
(k)
0 (x)‖ < δ

������� ����������

|v[y(x)]− v[y0(x)]| < ε�



������ ��	 
��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

����� ������	
�� �������
� ρ(y1, y2) ����� ��
���
 y = y1(x)

 y = y2(x) (x ∈ [x0, x1])�

‖y1 − y2‖ = ρ(y1, y2) = max
x∈[x0,x1]

|y1(x)− y2(x)|,

�� �� �	
����� ��	����� ������ �� ����
�� ���������� C0� ���� ��
��
���
� � �����
� �	
����
 ��	����� ������� ��	
 ��
���

||y1 − y2|| = ρ(y1, y2) =
k∑

p=1

max
x∈[x0,x1]

|y(p)1 (x)− y
(p)
2 |

�������	������ ��� y1 
 y2 ∈ Ck � �� �	
����� ��
��� ���
����� �
����	� �	
����
 k!�� �������

"#�$�%� �������� ���	
�� � ���	
����� &
��'��' (���)
�'
���� ���� *� 	��)
� % �������� (���)
� l(x)� ����	�������+�
��	��
���

$ l(Cx) = Cl(x) (∀C)�
# l(x1 + x2) = l(x1) + l(x2)�
&
��'�� (���)
� 
���� �
�� l(x) = kx� ��� k = const�

����������� "#�"	 �������� ���	
������ L[y(x)] �������
�� ���	
����� ��������������� ���������

�� L[Cy(x)] = CL[y(x)] (∀C)�
�� L[y1(x) + y2(x)] = L[y1(x)] + L[y2(x)]�

,�
��� 	
��'���� (���)
��	� L[y(x)] =
x1∫
x0

[p(x)y + q(x)y′(x)]dx�

"#�$�-� ��������
�� ���	
�� � ���
�� ���	
����� ��	

��
�+��
� (���)

 Δf = f(x + Δx) − f(x) ����� �������
��
� �
�� Δf = A(x)Δx + β(x,Δ)Δx� ��� A(x) �� ��
�
� �� Δx� 
β(x,Δx) −→

Δx→0
0� �� (���)
� �������� �
((����)
�����'�  	
!

��'�� ���� ��
�+��
� �A(x)Δx �������� �
((����)
	���
df = A(x)Δx� .�	� � Δx 
 �������� � �����	�� 
����� df = f ′(x)Δx
����� *� 	��)
� $/ �

����������� "#�0	  ��� !�������� ���	
����
Δv = v[y(x) + δy]− v[y(x)] ��"�� !��������# � ����
Δv = L[y(x), δy] + β(y(x), δy)||δy||� $�� L[y(x), δy] �������� !� ���
��%���� 	 δy ���	
�����  β(y(x), δy) −→||δx||→0

0� �� ������� !�

����%���� 	 δy &��# !�������� ���	
���� 'L[y(x), δy]� ����
����� ���
��� ���	
���� δv�



��� �����	 
�� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

�������� ��	
���	���  ��� ����	��� ��	��	�� �� ��	���	��


 �������� ������	�� ����� �������	�� ��	
���	����

����� ����	��
 ������� ����������� ������ �� �� ����
 ��� �
������������ �������� ����� ���� ������ ������ ��������������
���������� ������������� ������� � �������� ������������

 �!!������ f(x+ αΔx) ��� ���!��������" x � Δx � �	���#$
%��! ��������� α� &�� α = 1 ������� 	������� ������� f(x+Δx),
��� α = 0 ������� �!"����� 	������� ������� f(x). &���	����� ��
f(x + αΔx) �� α ��� α = 0 ����� ������������� f(x) � ����� x�
'�(!���������

∂

∂α
f(x+ αΔx)

∣∣
α=0

= f ′(x+ αΔx)Δx
∣∣
α=0

= f ′(x)Δx = df(x).

'� ������� ��!������" ���������" z = f(x1, x2, x3, . . . , xn) ���$
��������� ����� ����� �������� ���)� ���������������� ����$
��� f(x1+αΔx1, x2+αΔx2, . . . , xn+αΔxn) �� α
 ������ 	���� α = 0�
&������*

∂

∂α
f(x1 + αΔx1, x2 + αΔx2, . . . , xn + αΔxn)

∣∣
α=0

=
n∑

i=1

∂f

∂xi
Δxi ≡ df.

+��������� �� ������������ ���� v[y(x)]
 ��� ����� !�����"

	���!%�" �� ��!������" ���	��!���" ������( ��� �� ������(
��!������" ���������"
 ����� ���������� �������# ��� ����	���$
��# ����������� v[y(x) + αδy(x)] �� α ��� α = 0�

'�(!���������
 �!�� ���������� ����� �������# � !��!�� ����$
��( ����(��( ��!�� �����%���
 �� ��� �����%���� ����� ���

Δv = v[y + αδy]− v[y] = L(y, αδy) + β(y, αδy)α‖δy‖.
&���	����� �� v[y(x) + αδy(x)] �� α ��� α = 0 �����*

lim
Δα→0

Δv

Δα
= lim

α→0

Δv

α
= lim

α→0

L(y, αδy) + β(y, αδy)|α| ‖δy‖
α

=

= lim
α→0

L(y, αδy)

α
+

= 0

lim
α→0

β(y, αδy)|α| ‖δy‖
α︸ ︷︷ ︸ = L(y, δy) ,

���� � !��� ����(��!�� L(y, αδy) = αL(y, δy)�
����� ����	��
 �!�� !�%�!����� ������� � !��!�� ������( ��$

��(��( ��!�� �����%��� �����������
 �� !�%�!����� � ������� �



������ ��	 
��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

������ ���	
����� �� ��������� ��	 ������� 
���		 ��������

��� 	 ��	 ��������	� ���	�������

������ ��������	� ���	��		 �������� �	�� �������� ���������

���������� ��	����  ���	������ ��� ������! ���
� 	
 ��	���

��	� �����	�� ������ �	���� ������ ����� ���	��	� � ������

������� ��������	� �����������

����������� "#�$%	 �����������	 �
����� f(x) ����� ������
����������� �
����� f(x+αΔx) �� ��������
 α ��� ���	���� ����
���� ��������� α = 0�

df = ∂
∂α
f(x+ αΔx)

∣∣
α=0

.

����������� "#�$$	 �������� �
�������	� v[y(x)] ����� ����
��� ����������� �
�������	� v[y(x) + αδy] �� ��������
 α ��� ���
�	���� ������� ��������� α = 0�

δv = ∂
∂α
[y(x) + αδy]

∣∣
α=0

.

����������� "#�$#	 �
�������	 v[y(x)] ��������� �� ������
y = y0(x) ������
��� ��	� ������� �
�������	� v[y(x)] �� 	��
��� �	����� � y = y0(x) ������ �� ��	� �� �� v[y0(x)]� �!�!
Δv =v[y(x)]−v[y0(x)]� 0!

&��	 Δv � 0� ��	�'� Δv = 0 ������ ��	 y = y0(x)� �� ��������
��� � ��	��� y = y0(x) ����	������ ������� ������
�! (����	��
������������ 	 ��	��� y = y0(x)� � ������� ����	������ �����
��
� ���� ������ Δv � 0 ��� ���! ��	��!� )�	
�	! � ��	��� y = y0(x)�


����� "#�$	 "������� ������ ���� #� 	����� $%&! '�	� ����
��������
���� �
����� f(x) ��������� max �	� min �� ��
�������
���� x = x0 ��	���� ������	����� �� � (��� ���� �����������	
�
����� df = 0.


����� "#�#	 '�	� �
�������	 v[y(x)]� ����)�� ��������� ���
������� max �	� min ��� y = y0(x)� ��� y0(x) * ��
������� ����
��	���� ������	���� �
�������	�� �� ��� y = y0(x) �������� �
���
�����	�

δv = 0.

��������	����� ������+ �	� �
�������	��! &��	 y0(x) 	 δy
 	��	������ ��  ���	��� v[y0(x)+αδy] = ϕ(α) ��������  ���	�
�� α� ������� �� ��������*�	� ������� ����	���� ����	���� 	�	



��� �����	 �
� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

�������� ��� α = 0� 	
������
���

ϕ′(α) = 0 =⇒ ∂

∂α
v[y0(x) + αδy]

∣∣∣∣
α=0

= 0,

���� δv = 0� ����� ������ �� ������� ��� �	������	� ��	������
��������
�� �� �������� ����� ��
��

������ ��	������� ���� �� ����� !��
�	� � ���� ����
�"��
� �������"�� ��� ���� ��������
� �
�� � ��"���� � �
�����
������� 	
������
��� ���� � �������� ���� ������ �
��	��
���
�	� � ������

#	
� ��������
 v[y(x)] �	������ �� ����$ y = y0(x) ���%
	����� &��������' � ��"���� � �	�� ������� �
� �����
‖y(x) − y0(x)‖ < ε &�� (� �
����� � 	��	
� ��
��� ������'� �
���	���� &�������' ��������	� ��������

#	
� ��������
 v[y(x)] �	������ �� ����$ y = y0(x) ���	�����
&��������' 
�"� � ��"���� � ������� �
����� � y = y0(x) �
	��	
� �
��	�� )%� ������� � ���	���� &�������' ��������	�
���	��


* ������ �	
� �� y = y0(x) 	�+�	����� 	�
���$ ���	����� 	
��%
����
��� 	�+�	����� 	
���$ ���	����� ��� ��� 
���� ������� �
��%
��� � 	��	
� ����� ������� �
���� � � ��
���� ������� *����
�	
� �� ����$ y = y0(x) �	������	� 	
���$ ���	���� &�������'�
� 	�
���$ ���� �� �	������	��

��������� ,-�)� ���� �� y = y0(x) ���������� ���������� �

�� ���� ∂
∂α
v[y0(x)+αδy]

∣∣
α=0

= 0, � � ∂
∂α
v[y(x, α)]

∣∣
α=0

= 0 �� ��	�

��������� ��������� ������ y(x, α)� ����� �� ������� y(x, α)
��� α = 0 � α = 1 ������������ � y0(x) � y0(x)+δy �����������


.�$	�����
��� v[y(x, α)] ��
���	� �������$ α, ��� ��� ������� α
�����
��� 	���$	�� y = y(x, α)� �� 	
������
��� ��� ���� ����%
����
� v[y(x, α)]� /�� �������� � �����
������ �	������ ��	%
������� ��� α = 0� 	
������
��� ��������� ��$ ������� �����
��
� ��� α = 0 &��� ��� ������������	��  � α ���� ���������

���� �
����� � α = 0 ��� ���� � ∂v

∂α

∣∣
α=0

	�+�	�����'�

����� ������ ∂
∂α
v[y(x, α)]

∣∣
α=0

= 0, ���� ��� ���������� �%
�+� ����� ��� �� ����� 	������� 	 ��������$ ��������
�� �
����� ���+���	� � ��
� ��������� 	 δv �� ������� ���
����+��
��	������� ��������
��



������ ��	 
��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

��������� ����� ��� ��������	
� 
 ��	��	� ������ � ��
�



��	��
�	� ����
 ��� ����
� 
���	�	
� ����	������ 	 ��	��
��

	��� ��
���
� �� 	�������
� 	�
�����	�� ��	��
��

v[y1(x), y2(x), . . . , yn(x)],


�
 ��
���
� �� ��	�� 
�
 	�������
� ��	��
� �	��
� ������		���

v[z(x1, x2, . . . , xn)],


�


v[z1(x1, x2, . . . , xn), z2(x1, x2, . . . , xn), . . . , zm(x1, x2, . . . , xn)].

�����	
�� ������� δv ���������� v[z(x, y)] 	��
� ���� ���
�
�
�
�� ��� ��� ������� ���
���� �� �����
��� � δz  �!�� �����"
���

Δv = v[z(x, y) + δz]− v[z(x, y)],

��� ��� ����#������ �� ����	
��� ��� ���
��	 #�� 
��� ����	
���

∂

∂α
v[z(x, y) + α δz]

∣∣
α=0

,

��� $	� 
!�� ��� z = z(x, y) ��������� v ��!����
� %�!��
	�	��
�� ������� δv = 0 ��� z = z(x, y) � ��� ��� Δv = v[z(x, y) + α δz]

!�� ������ �� α� ������� ��� α = 0� �� ��
������
���� ��!����
�
%�!��
	�	�� &�
�����
����� ����#������ %��� ������ �� α ���

α = 0 ����� ����� ������
∂

∂α
v[z(x, y) + α δz]

∣∣
α=0

= 0 ��� δv = 0.

����� �����	�
	 ��	��

'!!�
��
	 �� %�!��
	�	� ���������

v[y(x)] =

x1∫
x0

F (x, y(x), y′(x))dx, (���)*

��� $	 ����� ��
 �� �� ����!��	�+ �����+ #���
��
��, y(x0) = y0
� y(x1) = y1 (��!� -)*� .��
	 ��
����������  �� F (x, y, y′) ∈ C3�

'#�
!����  �� �
��+���	�
 �!����
 %�!��
	�	� / %�� ����"
��
 �
���� ������� ����������� 0����
	� ��� %�� �
��
	� ���	
��
�!�
� ���������� (���)*�

0�
�������	�  �� %�!��
	�	 ��!����
�!� �� ������ y = y(x) ∈ C2�
1�#�	$	 ������������ ���#��� � y = y(x) ����!��	�� ������
y = ȳ(x) � ����#�
	 ��������	
��� 
!��
 !
	
�!��� �����+

y(x, α) = y(x) + α(ȳ(x)− y(x)) = y(x) + α δy, δy = ȳ(x)− y(x).



��� �����	 
�� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

���� ��� ��������	
 ���	
 � ����
��
��	�� �������	��

�������

��������	 �
� y(x, 0) = y(x)	 y(x, 1) = ȳ(x) �������� ��� �� ���
�����	 �����
� ȳ(x)− y(x) �������
 ��������� ������� y(x) � ��� 
������
 δy�

���� ��� �
�
���� ��������	� ���	� � ����
��
��	��

�������	�� �������

!������" δy � �����������# ������# �$���
 ��%�	 ���%�$�����
��%� &����'���" ��$����
� Δx � ������# �� �%�������� (�
�� 
���� ������� f(x)� !������" δy = ȳ(x) − y(x) �
� ������" �
 x	
��
���� ����� ��������������
� ���� �%� ����%��� ���	 &���)�

(δy)′ = ȳ′(x)− y′(x) = δy′ ⇒
⇒ (δy)(n) = ȳ(n)(x)− y(n)(x) = δy(n).

!����* &���������" �������� ����� �������� &�����������
+
��	 ����
�� y = y(x, α) ������
 ������ y = y(x) � ����
� 

��� �%����� ������ ȳ = ȳ(x)	 ���������� ������ �������"� ,%�
����
����
� �������" ���������%� �-��.� 
�%��� �� �����# ���� 

�� y = y(x, α)	 
� �� &�����'��
" � ������� �
 α*

v[y(x, α)] = ϕ(α),



������ ��	 
��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

��� ��� �������	 
�������� α 
�����	�� ������ ���������
y = y(x, α) �� ������������ 
�����	�� �������	 ����������
v[y(x, α)]� ��� ������	 �������� ���������� 
�� α = 0� ��� ���

�� α = 0 
������ y = y(x) � ���������	 �������� ����������

 ��������� � ���� �
������ ������ ����� �� � ��������� 

������� � ������� ������ ��������� y = y(x, α)�
 ��!���� ������ ���������� ������� ϕ(α) 
�� α = 0 ����

ϕ′(0) = 0� "�� ���

ϕ(α) =

x1∫
x0

F (x, y(x, α), y′x(x, α))dx,

�

ϕ′(α) =

x1∫
x0

[
Fy

∂

∂α
y(x, α) + Fy′

∂

∂α
y′(x, α)

]
dx,

���

Fy =
∂

∂y
F (x, y(x, α), y′(x, α)), Fy′ =

∂

∂y′
F (x, y(x, α), y′(x, α)),

���� ��� ���

∂

∂α
y(x, α) =

∂

∂α
[y(x)+αδy] = δy,

∂

∂α
y′(x, α) =

∂

∂α
[y′(x)+αδy′] = δy′,


�����

ϕ′(α) =

x1∫
x0

[Fy(x, y(x, α), y
′(x, α))δy + Fy′(x, y(x, α), y

′(x, α))δy′]dx; ⇒

⇒ ϕ′(0) =

x1∫
x0

[Fy(x, y(x), y
′(x))δy + Fy′(x, y(x), y

′(x))δy′]dx.

#�� �$� ���������� ������ ϕ′(0) ���� �������	 ���������� �
���������	 δv�  ��!���� ������ ���������� ���������� v �%
���� � ��������� ���� �� ��������& δv = 0� '� 
������� ���������
�������� �� ��	 ���������� ()*�+, �� ������ ����� ���&

x1∫
x0

[Fyδy + Fy′δy
′]dx = 0.



��� �����	 
�� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

�����������	�
 ������ �����
�� �� �����
 � 	����
 ����� ���

δy′ = (δy)′� ��	��


δv = [Fy′δy]
∣∣x1

x0
+

x1∫
x0

(Fy − d

dx
Fy′)δydx.

��� ��� ������� �������������� �
��


δy
∣∣
x=x0

= ȳ(x0)− y(x0) = 0, δy
∣∣
x=x1

= ȳ(x1)− y(x1) = 0,

������� δv =

x1∫
x0

(Fy − d

dx
Fy′)δy dx � �	�
������	 �����	 ����	����

�������	� ����
x1∫

x0

(
Fy − d

dx
Fy′

)
δy dx = 0, ������

������ �	���� ������	�� Fy − d

dx
Fy′ �� ������ y(x)� �	��� �!"

#	� ����	���� $��$	�$  ������� �	��	������ %���&�	�� � ���"
��� ������	�� δy� ����� ���� �������� ��
��� %���&�� ����	��$
y = y(x)� $��$	�$ ���� ������� %���&�	�� �����	����$!#	� ���"
��$� δy

∣∣
x=x0

= δyx=x1 = 0� �	��	������ � ��%%	�	�&���	��� ����

��� �	������ �� � � δy ��� δy � δy′ ���� �� �
��!���� �	�����	�
'����	� �	��!#�! �	����

����� ����� �������� �	

� ������������ ������	��� ��	

�
���������� ���� ��� ������ �	��	������ ������ η(x) ∈ C[x0, x1]

x1∫
x0

Φ(x) η(x) dx = 0,

��	 Φ(x) ����	 �	��	������ Φ(x) ∈ C[x0, x1]� ��
Φ(x) ≡ 0, x ∈ [x0, x1].

��������� ���(�  ��	���	��	 �	

� � 	! ����"��	�#���� �	
�"
	��$���� 	��� �� �����$ η(x) �������# �������	����

η(x0) = η(x1) = 0, η(x) ∈ Cp[x0, x1],
∣∣η(s)(x)∣∣ < ε, (s = 0, 1, ...q; q � p).



������ ��	 
��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

���������	
��� ����� ��� ������������
��
�	 � ����� x = x̄ ∈ [x0, x1], Φ(x̄) �= 0. ����� �� ���������
��

Φ(x) 
������� ���� �
�� Φ(x̄) �= 0� �� 
���
����� ����
���
�	 �����
x̄� � ������� Φ(x) 
����� �� ����� !"���� η(x) ���#� 
����� $���
���� � %��� ����
���
�� � ������ ���$ ��� �& ��� x /∈ [ x̄0, x̄1 ]� �����
������������ Φ(x)η(x) 
����� �� ����� ����� x ∈ [x̄0, x̄1] � ����� ��'

�$ ��� %���� �������� (���������	���
x1∫
x0

Φ(x)η(x) dx �= 0� ����������

������������ ���������� ��� Φ(x) ≡ 0.
)���*�$ η(x) ��#�� �"����	� ��������� ����

η(x) =

{
0, x /∈ [ x̄0, x̄1 ];
k(x− x̄0)

2n(x− x̄1)
2n, x ∈ [ x̄0, x̄1 ],

��� n ∈ N � k + ��
�� ��� ���#����	� �� 
�&� �������� ,���*� 
η(x) ��#�� "�	 
������ 
���	 ������ ����� ���
�� 
� �
��� �����'
�������

��������� -.�/� ����� ����	 
������	��� �	��� 
�� �����

��� Φ(x, y) ∈ C [D] �� ��������� (x, y)� ���
�
∫ ∫

D

Φ(x, y)η(x, y)dxdy = 0

��� ����������� ����	 η(x, y)� �
��	������	� �����������

������� !����	� "�� �	��� 	��� � 
�� n�������# ���	����� 

�������� ����� 0�����#� �� �������� ���"�������� �
���� 
�-.�.� %�
������� ���
���1��� ,���*������ �-.�2��

!
� �
���� ���� �������� ���#����	 (Fy − d

dx
Fy′) ������'

��� �� ������� �������$��� %�
������� � δy + ��������	�� ,���'
*� � �� ������$ ����#�� ��1	 �"��� ���������� � (���������	���

Fy − d

dx
Fy′ ≡ 0 �� ������ y = y(x)� �������$��� %�
������ ,���*�'

������ (���������	��� y = y(x)  �� ��
 ��1����� ��,,����*���	'
���� �������� ������� ��� ���

Fy − d

dx
Fy′ = 0, �-.�3�

��� � ����������� �����

Fy − Fxy′ − Fyy′y
′ − Fy′y′y

′′ = 0 �-.�/�



��� ������ 	
� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

��������� �	
�� ���������� ���������� 	
���� ����� ���� �����
�������� ������ ��������� � ���� y = y(x, C1, C2) ������!��� ���

���������� ������"�" #���$������ �	
�� "�%�� ����������� �����
�� �� &�����"���'� (��)� �� �� �����!* �������!+�! &�����"�"
#���$������ �	
��* ��%�� ,��������������� ��������� �	
�� � �,���
������ ��� ,����������� ,���������* �'���+�� � �)+�� ��-���� &���
�� ���������* �� ������ �� �����$�' y(x0) = y0; y(x1) = y1� .�����*
/��)� ����������* ����������� �� &�����"�" � �,�������� ��� ��,*
��%�� ��,��������� ����������� ������� &�����"�"��

��������� 	
�0� ������� ������

Fy − d

dx
Fy′ = 0, y(x0) = y0, y(x1) = y1

�� ������ ����� ������� ��� ��� ����� ���� ���������������

��������� 	
�1� �� ������ ����� ������ ������� ����������

��� ������� �������� �� !��������� ��� �������������� �������

"��� ������� ��������� 	
����# �����������$%�� ��������� �����

����# �����������# �� ��� ������������ ���������# � &������#

����� �������� ��������������
 �������

	
�
��� '�����
��� ������ ��������������� ��������� 	
�����

��������� � ���� ����������"� � ����������' ������ �� ������� 2���
�"����" ���/��* ����� &�� "�%�� ��������

�� F �� ������� �� y′ 3 F = F (x, y)� ��������� � ���� �"��� ���3
F ′y(x, y) = 0* ���� F ′y′ ≡ 0�

��� ��������� ����/��� ��� ��##����$�������* ��� ��-���� ��
�����%�� &��"����� ,��������* �* �������������* �� �������������
���)��"�" �������" y(x0) = y0 � y(x1) = y1* ��-���� �����$����� 
����/�* ���)+� ������* �� ��+�������� .�� "�%�� ��+��������� ��-�
� ����!/�������' ���/��'* ����� ������ F ′y(x, y) = 0 ,��'���� /����
�����/��� ��/�� (x0, y0) � (x1, y1)�

	
���
 	
�1� (����� ����� �����$ ������

v[y(x)] =

x1∫
x0

y2 dx; y(x0) = y0 ; y(x1) = y1.

2 � - � � � �3 ��������� � ���� �"��� ���3 Fy = 0* /�� � ����"���
�����"�" ���/�� ����������� y = 0�



������ ��	 
��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

���� ��� ��������	
 � ��	���� ���������� ��	�����

��������	
 y = 0 ������� ����� ��������� ����� y0 � y1 ��	
��
��� y0 = 0 � y1 = 0 ����� ���� ��	� y0 = 0 � y1 = 0� ��� ���������

������ y = 0 ���	����� ������� ���������	� v[y(x)] =
x1∫
x0

y2 dx�

���� v[y(x)] � 0� ����!� v = 0 ��� y = 0�

���� ��� ������ ����	��������� � ��������	�� � ��	��

��� ���������� ��	�����

��	� "� �� #� ���� �� �������$ y0 � y1 �� ����� 0� �� �������
���������	� �� ���������� ������  �� ���������� � ��� ��� ��"%
�� #���
 ����������� ������� yn(x) ����� ���#��"������ �� ���� �&�
������� ������ ����� � �� ���� ��� #�	�� ����� ������'(�� ��
�������� ������ � ������� ��� �#������ ����� �������'(�� �� ����
�������� (x0, x1)�

)�������� ��� �� ����� ����$ ���	�������	
����� ������� 
���������	� ���	
 ������ ��	� ��	���'�� �� ��	 �� �	�������	
���
��"�  ����
 �������$ ���������	� ����� ��	'� ������ *�� ��"%
�  ����
 �� ��"�� #��
 ���������� �� ����������$ �����$� ���
��� �	 	'#�$ ����������$ �����$ y = y(x)� ����$ ��� y(x) �≡ 0

v[y(x)] =
x1∫
x0

y2 dx > 0� ��� ��"�  ����
 ���������� �� ��������$

������� ����� ���#��"������ �� ���� �+�



��� ������ 	
� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

���� ��� ��������� 	
�������

�� ���������� �	
��� ����� F 	������ ������� �� y′�

F (x, y, y′) =M(x, y) +N(x, y)y′;

v[y(x)] =

x1∫
x0

[
M(x, y) +N(x, y)

dy

dx

]
dx.

��������� ��	��� ����� ����

∂M

∂y
+
∂N

∂y
· y′ − d

dx
N(x, y) = 0,

�	�
∂M

∂y
+
∂N

∂y
· y′∂N

∂x
− ∂N

∂y
· y′ = 0,

�	�
∂M

∂y
− ∂N

∂x
= 0.

��� ����� �������� � �� �����������	���� 
��������� ������
∂M

∂y
− ∂N

∂x
= 0 ������ ������ �� 
���	�������� ������� � 
�	�����

� �	�������	��� ������������ ������ �� ����� ��!���� � �	����

��"��� �� # �
������ $�	� %�
∂M

∂y
− ∂N

∂x
≡ 0 �� Mdx +Ndy = du

& "�	� � �����������	 � �
�������	

v =

x1∫
x0

[
M +N

dx

dy

]
dx =

x1∫
x0

M dx+N dy

�� ������� �� "
�� �������������� ��� �������� "�������� �� ��"
'

���� # ���� #� (����������� ������ �� ����� �� �	��



������ ��	 
��� �������� � ������ � ����������� ��������� ���

������ ����� ������ ��	��
����� �����

v[y(x)] =

1∫
0

(y2 + x2y′) dx, y(0) = 0, y(1) = a.

� � � � � 	 �
 ������	� ����� 	���� �	�
∂M

∂y
− ∂N

∂x
= 0 ���

� ���� ����� ��� y − x = 0� ������ ���	���� �����	� y(0) = 0
���������������� �� ������ �����	� ����� � �! ������������� ���!"�
#�	 a = 1� $��	 a �= 1� �� %"�������� �����������&'��� ���	�� �
�����	��� �� ��'��������

�� F (�	�	� ���!"� �� y′
 F = F (y′)�
������	� ����� 	���� �	� F ′′y′y′ · y′′ = 0� �" "" F ′y = F ′′xy′ =

= F ′′yy′ = 0. )��&�

*+, �	�� y′′ = 0� ���� y = C1x+C2 - ���#����	���"�� ����������
%"������	 . �����(���� � #��� � �	�		� y = C1x+ C2/

*�, �	�� Fy′y′(y
′) = 0 	 ���	 %�� ������	� 	���� ��	� 	�	

���"��!"� ������	���!� 0 "����� y′ = ki� �� y = kix+C 	 � 
#������ ����#����	���"�� ��������� #��� 0 y = kix+ C2�
"������ ������	��� � ���#�����	���"�� ���������
y = C1x+C2� 1"	� ���(��� � ������	����� ����� %"�2
�����	 - �����(���� � #��� � �	�		 y = C1x+ C2�

3#�	���� ��	� ���	 "�	���

l[y(x)] =

x1∫
x0

√
1 + y′2 dx

	���� %"������	 � �	�� #��� 0 �	�	� y = C1x+ C2�
�� ��� ������!�� 4��"5	� F (�	�	� ���!"� �� x 	 y′


F = F (x, y′)�
������	� ����� 	���� �	�


d

dx
Fy′(x, y

′) = 0,

���������!��� ��'������� #��� � 	������ Fy′(x, y
′) = C1�  �" ""

#��������� ������	� #������ #����" Fy′(x, y
′) = C1 �� ������	� y�

�� ��� ����� 	�����	����! �	�� #���� �(�����	� �����	���!�� y′�
�	�� #���� ������	� #������



��� �����	 �
� ���� �������� � ������� � ������������ ���������

������ ����� ����� �����	
 ���������	 ����� A(1, 3) � B(2, 5)

���� ������
 � ������� ����� ����������� ��������� ������

����

v[y(x)] =

2∫
1

y′(x)(1 + x2y′(x)) dx.

� � � � � � �	 
������ ��������������� ������ F �� �������

���� �� y� �� ��������� ������ � ��� ��� d
dx
Fy′(x, y

′) = 0, !�� ��"�

��������� d
dx
(1+2x2y′) = 0� ����� �������������� ������� ����!�� 

1 + 2x2y′ = C1.

�������� #�� ���������� ����!� y′ =
C1 − 1

2x2
� $���������� ��%�&

�� y(x) =
1− C1

2x
+C2� ���� #���� ��� ����������'� ��(�� �����(�&

��� )�� ��%�*����� #���� ���� ���%���+�� !���� �������� ��!�

A � B� ��������� ����� � ��� ��%�*����� ���������% C1 � C2	⎧⎪⎨⎪⎩
3 =

1− C1

2
+ C2,

5 =
1− C1

4
+ C2,

����� C1 = 9, C2 = 7� $�� �� ����� y(x) = 7− 4

x
�

�� 
�������������� ������ F �� ������� ���� �� x � �������
����� �� y � y′	 F = F (y, y′).

,�������� ������ � ��� ���

F ′y − F ′′yy′y
′ − Fy′y′y

′′ = 0,

�� � F ′′xy′ = 0�

, ��*� ��� �� y′� 
���!� ��������� F ′yy
′−Fyy′y

′2−Fy′y′y
′y′′ = 0�

��� ������ !���� ������������ ��(��� �  �*�� ���������� �����'

����������' �� F − y′Fy′	 F
′
yy
′ − Fyy′y

′2 − Fy′y′y
′y′′ =

d

dx
(F − y′Fy′).

)������������� ��!���� ����������'
d

dx
(F − y′Fy′) = y′F ′y + F ′y′y

′′ − y′′Fy′ − F ′′yy′y
′2 − Fy′y′y

′y′′ =

= y′(F ′y − F ′′yy′y
′ − Fy′y′y

′′).
-������������� ��+������� ������ �������� F −y′ ·Fy′ = C1� ���&

!" #�� ��������� ������� ������ �� �����*�� ���� x � ��#�� � ���
 �*�� ����������������� �������� ���� ����� ��� ����� ���� ����



��������	�
� ������ ��� ��������� ������ ���

������ ����� ����� ���	
�� y(x)� �� 	��� ���	
����

V [y(x)] =

1∫
0

y′3y dx ������

��������� ���������� ������ ��������� ������ y(0) = 0�
y(1) = 8�

�	
����������� ������� F �� ������ ���	 	 x� �	�	 � ����!
����� "#���� 
�� ������	���� ������

y′3 − 3
d

dx

(
yy′2
)
= 0 ����$�

� �� �����# ������� F − y′ · Fy′ = C1� �		��#  	%�	 ������� �
��
�

y′3y = C̃3
1 . ����&�

'���	� ��(���� ��������� ����$� y = 0 �� �
	����	��� �����)!
�� ���	��� � 
	�%�	 *�� 	*�	(��	�

+� ����&� ��,	
� 

y′ =
C̃1

3
√
y

� y = (Ĉ1x+ C2)
3/4.

+��	����� �����)��� ���	���� �	��)� Ĉ1 = 16, C2 = 0, 	��
�

y = 8x3/4,

���  ��� ����	� ���)���� ������	���� ������ � ��
���� � �����)!
�� � ���	��� � 
	������� �� ����*	�� ������ -./�

��������	�
� ������ ��� ��������� ������

������ �0�0� �� 	�	�� 	����� ���� ��������  	��������

���	
����!

v[y(x)] =

π
2∫

0

((y′)2 − y2) dx; y(x) = 0, y
(π
2

)
= 1 ?

1 � ( � � � �2 3�������� "#���� � �� ��
2 y′′ + y′ = 0� ��	
	*4�� ��(���� y = C1 cosx + C2 sinx� +� �����)��, ���	��# �	!
��)�� C1 = 0� C2 = 1� ��� ���� ����� � ��4������ 	 	�  	%�

	������� 	���	 �� �����	�
� y = sin x�



��� �����	
���� �����	� ��� �������	� ������

������ ����� �� ����� ������ 	
�� �
����� �����	�	�

������
����

v[y(x)] =

1∫
0

[y′2 + 12xy] dx y(0) = 0, y(1) = 1 ?

� � � � � 	 �
 ������	� ����� 	���� �	�
 y′′ − 6x = 0� �����

y = x3+C1x+C2� �� ���	���� �����	� ����	� C1 = C2 = 0 �����!

����"��� #�������� ��$�� ����	��"�% �	�" � ��&	������ '�&���

y = x3�

������ ���(� ���� �����	��� ������
����

V [y(x)] =

3∫
1

(3x− y)y dx,

��
����
������ ��������	 ���
���	 y(1) = 1, y(3) = 4, 5�

� � � � � 	 �
 ������	� ����� 	���� �	� 3x − 2y = 0� �����

y(x) ����	��% ���������
 y(x) = 3
2
x�

)� �� ������% #�������" y = 3
2
x �� ����������%�� �����	*

y(1) = 1� ��	+	���% ��� �� 	���� �����	%�

������ ���,� �� �� �������
���� !�����

v[y(x)] =

x1∫
x0

(y + xy′) dx⇐⇒ v[y(x)] =

x1∫
x0

y dx+ x dy.

� � � � � 	 �
 ������	� ����� '����-���% � ��$������

1 ≡ 1� .���������"��� ���$��	� %��%���% '����� �	//����+	!

���� ���������"��� v = const� 0��	�� � ��'���	��� ��	��� ��	!

+	���% ��� ���%�� ������

������ ���1� ���� 	���	����
� ���	�" !��������	
� �� #�$

��	������ #
 ���

�
� ����
� y = y(x) �! 
��� A(x0, y0) � 
�$

�� B(x1, y1)" ���� ��
�
��
ds

dt
= v(y′) !����� 
���
 
 ����
��

����
��

� � � � � 	 �
 2���% '�����-��	% 3 #�� /���+	��� t[y(x)] �	�

t[y(x)] =

x∫
x0

√
1 + y′2

v(y′)
dx ,



��������	�
� ������ ��� ��������� ������ ���

��� ���
ds

dt
= v(y′); dt =

ds

v(y′)
=

√
1 + y′2

v(y′)
dx� ����	
������	� ������

���� ���� ������ ������

������ ����� ����� �������	�
� ���� t� ����������
� �� ���
�������� �
 ���
�

� ���
� y = y(x) �� �
��� A(x0, y0) � �
���

B(x0, y0)� ���� ��

��	 v = x�

� � � � � � �� ����� ����������� ���� ���� �	���

t[y(x)] =

x∫
x0

√
1 + y′2

x
dx,

�	��	���� ����
ds

dt
= x� �	 dt =

ds

x
�

!	�����"������� ���� �� F �� #�
���� 	� y� �	�	�� ������
���
���
�$ ����"��� ���
����� %$���� F ′y′ = C1� �	�	��$ ����� 
��

y′

x ·
√
1 + y′2

= C1.

%�	 ���
����� ���&	��� ��	��	 ����"��������� ���� �� 

���� ���

������ y′ = tg t' �	"��

x =
1

C1

y′√
1 + y′2

=
1

C1

sin t

��� x = C̄1 sin t� "�� C̄1 =
1

C1

� (����

dy

dx
= tg t; dy = tg t dx = tg t C̄1 cos t dt = C1 sin t dt;

����"������ �	��)���

y = −C1 sin t+ C2 ⇒ x = C̄1 sin t; y − C2 = −C1 cos t.

(���*)�� t� �	��)�� x2+(y−C2)
2 = C̄2

1 + ����$��
	 	���,�	���$

�  ������� �� 	�� 	�������

������ ���-� ����� ��������	 ������
����

V [y(x)] =

b∫
a

√
1 + y′2

y
dx,

�
�
����� ���� �������� �
��� (a, A) � (b, B) � ������ �
����
��

�
����



��� �����	
���� �����	� ��� �������	� ������

� � � � � � �� ��	 	�	 
������������� ���	��� �� �������� ����
x� ��������� ������ ����� ����� 
���� �������� F − y′ · Fy′ = C1�
	����� ����� ��
����� � ����√

1 + y′2

y
− y′

y′

y
√

1 + y′2
= C1. � !"!#

$���� �
��%���� 
���&�� y
√

1 + y′2 = C̃1� ��� C̃1 =
1

C1

" '������(

��� )�� ���������������� ���������� 	������ �������� ���������� �
�������*%����� 
���������� ������ )	�������� (x+C2)

2+y2 = C̃2
1

+ ��������� �	��������� � �������� �� ��� �,�����" '�	���� ,����
�� )	��������� 	������ 
��-���� &���� ��� ������� ��&	�" .���&�
����� ������������ �������� ��	 	�	 &���� �*,� ��� ��&	�� ����(
%�� � ���-��� 
���
���	����� 
��-���� ����� ���� 
����	��������
� ������� �� ��� Ox"

����������	
��� �����

������  !" � ���������	
 �� ��	����� ���������

v[y(x)] =
x1∫
x0

(y2 + 2xyy′) dx; y(x0) = y0; y(x1) = y1.

������  !"/� ���������	
 �� ��	����� ���������

v[y(x)] =
1∫
0

(xy + y2 − 2y2y′) dx; y(0) = 1; y(1) = 2.

������  !"!0� ���	� ��	������ ����������

v[y(x)] =
1∫
0

yy′2 dx; y(0) = 1; y(1) = 3
√
4.

������  !"!!� ���	� ��	�����
 ����������

v[y(x)] =
0∫
−1

(12xy − y′2) dx; y(−1) = 1; y(0) = 0.

������  !"!1� ���	� ��	�����
 ����������

v[y(x)] =
2∫
1

(y′2 + 2yy′ + y2) dx; y(1) = 1; y(2) = 0.

������  !"!2� ���	� ��	������ ����������

v[y(x)] =
1∫
0

√
y(1 + y′2) dx; y(0) = y(1) = 1√

2
.



��������	�
� ������ ��� ��������� ������ ���

��������	�
� ������ ��� ��������� �������
������ 
 �����	�
��
��

������ ����� ������ � ����	�
�	� ��	������� ����	���� ����

�� ������ � ��������� ���������� �������� �� ����	��� �����

��� ������ ��� ��� ��� ������	��� ��	������
 ����	�
�	� !����

���

� � � � � 	 �
 ������ ��������	 ������	� ���� �����	���

S[y(x)] = 2π

x∫
x0

y

√
1 + y′2 dx.

�������������� �����	� ���	�	� �	�� � y 	 y′ 	 ����������!

� �����" 	������� �������	� #"���� 	$��� �	�

F − y′Fy′ = C1 ,

	�	 � ����$ ���%��

y

√
1 + y′2 − yy′2

y
√

1 + y′2
= C1.

���� ������	" ���%��$

y

y ·
√

1 + y′2
= C1.

&�����$ ���������
 y′ = sh t, ���� y = C1 ch t� ���%	$

dx =
dy

y′
=
C1 sh t dt

sh t
= C1 dt, x = C1t+ C2.

'��	$ (���$ 	��$�� ��������� (�������� ������	�$ �	!

�		 �������	� ���" � ����$���	%���" ��$� 	$��� �	�


y =

{
x = C1t+ C2

y = C1 · ch t .

���� 	���)%��	� t (���$ 	$���
 y = C1 ch
x− C2

C1

* ��$�"���

������ �	�	" � ������	� ����� (����)��� ��������	 ����!

���$�� �����	��$	� �������� C1 	 C2 �������)��� 	� ����	�

���+���	� �	�		 %���� �%�	 A 	 B� , ���	�	$��	 � �����+�!

�	� A 	 B $+�� ����������� �� ��� 	�	 �	 ��� �����	��



��� ������	
���
 �����
 ��� �����
��
 ���
��

������ ����� ������ � ����	
������� ����	 ��	���� 
��	���
���� ����	 � 	 �� ��	 ��	��		 �� ������� ����	������ �����

���	�
� 	 � � �  � �������! ���� "���	 	 
�����	���	

��# ��
��
�����$�

� � � � � � �	 
��� ������ �������� �������� � ����� �� ���

Ox ���������� ������������� ��� Oy � ����������� ������� ����

 ���! "���������� ����
ds

dt
=
√
2gy� ����� ���"! t ����"�#���!

�� A(0, 0) � B(x1, y1) �����

t[y(x)] =
1√
2g

x1∫
0

√
1 + y′2√
y

dx

��� �������� �� y(0) = 0, y(x1) = y1�
$�������� %����� �"�� ����&� �������	

F − y′Fy′ = C,

����&� � ����"������"�" ������ �����&����! � ����√
1 + y′2√
y

− y′2√
y(1 + y′2)

= C.


���� ����#���� ������"

1√
y(1 + y′2)

= C =⇒ y(1 + y′2) = C1.

'� �� �������� (� ��������� ���������� y′� ������ ���)���
����� ����"�� t� ������! y′ = ctg t* ���� ������"

y =
C1

1 + ctg2 t
= C1sin t

2 =
C1

2
(1− cos 2t);

dx =
dy

y′
=

2C1 sin t cos tdt

ctg t
= 2C1sin t

2dt = C1(1− cos 2t)dt;

x = C1(t− sin 2t

2
) + C2 =

C1

2
(2t− sin 2t) + C2;

x− C2 =
C1

2
(2t− sin 2t); y =

C1

2
(1− cos 2t).



��������	�
� ������ ��� ��������� ������ ���

����� ������	
��	� �	�	���� �����	������ 2t = t1� �� ������	��
��� C2 = 0 ��	� �	� ����	� �������� ����
 ����� x = 0� y = 0��
������� ��	������ ��������	 ������� � ����{

x = C1

2
(t1 − sin t1)

y = C1

2
(1− cos t1),

��� C1

2
�	���� �	�������� ����	� ������� ������������ �
 �������

����������� �������� ����
 ����� (x1, y1) 
!	��� ���	
��� �����������	� 
��� ������� 

����������	
��� �����

������ "# $� ����� ����
���� ��	���	���

v[y(x)] =
1∫
0

(y′2 − y2 − y)e2x dx; y(0) = 0; y(1) = e−1.

������ "# %� ����� ����
���� ��	���	���

v[y(x)] =
1∫
−1

(y′2 − 2xy) dx; y(−1) = −1; y(1) = 1.

������ "# &� ����� ����
���� ��	���	���

v[y(x)] =
e∫
1

(xy′2 + yy′) dx; y(1) = 0; y(e) = 1.

������ "# '� ����� ����
���� ��	���	���

v[y(x)] =

x1∫
x0

(y′2 + 2yy′ − 16y2) dx.

������ "# (� ����� ����
���� ��	���	���

v[y(x)] =

x1∫
x0

(xy′ + y′2) dx.

������ "# "� ����� ����
���� ��	���	���

v[y(x)] =

1∫
0

(y2 + y′2 − 2y sin x) dx.



��� �����	 
�� ����������� �����	��� �� �������

������ ��	 
���������� ���������

� ��������� �������� ������� ���������

� ������� �� �� ����������

���������	
� �������� �� �����	���� �������� ������

��� ��	���� ���������	
� �������� �� ������� ��������

�
�� �������� ��	������������� ���������	
� ��������

�� ������� �����	���� ������� 
� ���� ���
�� ��������

!����"������"�� ���	�#���� ����������"�  �����

����� ����	
����� ���
���
� �� �������
� ����	
�

$	� ��"� %��&
 ��	�%��� ���&���� 
� ��	��� '����� � � �����

�����	�

v[y1, . . . , yn] =

x1∫
x0

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx

��� �������	 
�������	 ������	

y1(x0) = y10, y2(x0) = y20, . . . , yn(x0) = yn0,

y1(x1) = y11, y2(x1) = y21, . . . , yn(x1) = yn1,

����� ����������� ���� �� ������� yj(x)(j = 1, . . . , n)� ������� ��
�������� ��� ����������

��
�� ����������� �������� �� n ������� y1, . . . , yn� ����������
� � ����������� �������� �� � �� ����� ����������� ��������

�������� �� yi(x) : v[y1, y2, . . . , yn] = ṽ[yi]� ������� ��� ��������
�� �� �� ������������� �������� �������!��� "�������� ���#��

������������� ��������! $�����%

Fyi −
d

dx
Fy′i

= 0 (i = 1, . . . , n).

&��� i = 1, . . . , n� ��� ��� "�� ����� ��� �!��
� yi�
����� �������� �� �������� ����� n ���������������	 �����

����� �����
� �������� $�� ����� ���������� 2n���������������
������� ����
������	 �����	 � ���������� x, y1, y2, . . . , yn ' ��
������ "��������� ������������� ������������ �������



������ ��	 
���������� ��������� � ������� ���

���� ����	�
��� ������ ���� 
� ��� ����	�� y(x) � z(x)

v[y(x), z(x)] =

∫
x0

x1F (x, y, z, y
′, z′)dx

y(x0) = y0, y(x1) = y1, z(x0) = z0, z(x1) = z1,

���� 
����������� ��
�
� ��
����������
� ���
�{
y = y(x),
z = z(x),

�
 �
�������� ������� ��� �������� �������{
Fy − d

dx
Fy′ = 0,

Fz − d
dx
Fz′ = 0.

������ � �!� ����� �����	�
����
�� �	��
�
�� 	���	���	��


�
�� ����� � ��������� 
���
�	��
�� �	���� � ����	�� ���	���

	���	���	�
�
�� ����� ��� ����

�� ��
���� ���	��
�� v(x, y, z)�

"
#����
 ����	��� $����% ��� �����
���������� �� 
��
� �
���
A(x0, y0)  �
��� B(x1, y1) �
 ���
�% ��� �
�
�
� ���� T �#
 ��
&
�
'����� ����� �����������

���� �������� ���
�
� ���
� ���� y = y(x) � z = z(x)% �


T =

x1∫
x0

√
1 + y′2 + z′2

v(x, y, z)
dx.

"������ �������� ������ ��� (�
#
 ����	�
���� ����� ��⎧⎪⎨⎪⎩
∂v
∂y

√
1+y′2+z′2

v2
+ d

dx
y′

v
√

1+y′2+z′2
= 0

∂v
∂z

√
1+y′2+z′2

v2
+ d

dx
z′

v
√

1+y′2+z′2
= 0

� ����� ������
�% 
�������)*�� ����� �����
��������� �����

����� ����	
����� ���
���
� �� �����
� ���
�������

+�������� �� (�������� ����	�
���

v[y(x)] =

x1∫
x0

F (x, y, y′, . . . , y(n))dx, ,� �!-



��� �����	 �
� ����������� �����	��� �� ������

��� F ∈ Cn+2� ����� �	���
������ �
 �	������� ���
��� ���� ���

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 , ������

y(x1) = y1, y′(x1) = y′1, . . . , y
(n−1)(x1) = y

(n−1)
1 .

����� 
�	� 
�� � �	������! 
���!  ����� �� 
���
 "���#���
�
 � �$ �	
� �
���� �
 (n− 1)%�
 �
	���� ����������
�

&	���
�
'��� �
 (��	���� �
������� �� �	��
) y = y(x) ∈ C2n

� ȳ(x) % �	���� �	������� % ��'� �	������'� ������ C2n�
*����
	�� 
��
��	���	�����
� ����)��
 "���#�)

y(x, α) = y(x) + α[ȳ(x)− y(x)] ��� y(x, α) = y(x) + αδy.

&	� α = 0 y(x, α) = y(x)� �	� α = 1 y(x, α) = ȳ(x)� +�%
�� 	�����	����  ������� "���#�
���� v[y(x)] 
���
 �� �	���!
����)��� y = y(x, α)� 
 "���#�
��� �	��	���� � "���#�� ��%
	���	� α� �
�����,�� (��	����� �	� α = 0� ����
������
�
∂

∂α
v[y(x, α)]α=0 = 0� -� �	
� �
���� � �

������ � 	���� ��� ��%

��� �� ������ ��������� �	
����
�� v � 
�
 ������� δv.

δv =
∂

∂α

x1∫
x0

F (x, y(x, α), . . . , y(n)(x, α))dx

∣∣∣∣∣∣
α=0

= ������

=

x1∫
x0

[
Fyδy + Fy′δy

′ + Fy′′δy
′′ + . . .+ Fy(n)δy(n)

]
dx.

&	
����	�	��� �
	
� �������
� � �	��
) ���� �
 ����� 
���
	� .

x1∫
x0

Fy′δydx = [Fy′δy
′]
∣∣∣x1

x0

−
x1∫

x0

d

dx
Fy′δydx,

	��� �������
� / � 	� �.
x1∫

x0

Fy′′δy
′′dx = [Fy′δy]

∣∣∣x1

x0

−
[
d

dx
Fy′′δy

]∣∣∣∣x1

x0

+

x1∫
x0

d2

dx2
Fy′′δydx,

� ���� �
������� �n+ 1�%
� �������
� % n 	� .
x1∫

x0

Fy(n)δy(n)dx =
[
Fy(n)δy(n−1)

]x1

x0
−
[
d

dx
Fy(n)δy(n−2)

]x1

x0

+ . . .



������ ��	 
���������� ��������� � ������� ���

+(−1)n
x1∫

x0

dn

dxn
Fy(n)δydx.

��� ��� ������	 
�������	� ��������� ���� ��� x = x0 � x = x1
�������� δy = δy′ = . . . = δy(n−1) = 0� ������

δv =

x1∫
x0

(
Fy − d

dx
Fy′ +

d2

dx2
Fy′′ + . . .+ (−1)n d

n

dxn
Fy(n)

)
δydx.

�������� �� ��������� �������� δv = 0� �� � ��� ����
����
����� δy � ������	������ ������� ��������� �� ���� ��������
�����

Fy − d

dx
Fy′ +

d2

dx2
Fy′′ + . . .+ (−1)n d

n

dxn
Fy(n) ≡ 0.

����� ����
��� ������� y = y(x)� ����
� !�� ��������� �����
������ "#$%&'� ����� �	�� ��(����� ��������� 	
������������)

Fy − d

dx
Fy′ +

d2

dx2
Fy′′ + . . .+ (−1)n d

n

dxn
Fy(n) = 0. "#$%*'

+�� ��������������� ��������� ������� 2n� ��� ��(���� ���
� ��� ����������� ��������������, �����������, 
�����% -��
����	 ������������ 2n �������	� ������� "#$%&'%

������ #$%&� ���������� ���������� �����������

v[y(x)] =

l∫
−l

(
1

2
μy′′2 + ρy)dx,

��������������� ��������� ���������

y(−l) = 0, y′(−l) = 0, y(l) = 0, y′(l) = 0.

. ���, 
����� �������� ��/������� ��� �
������, ������, ���
����������, ����� 
�������, �� �����/% 0�� ���� ����������
�� ρ = 12345 � μ = 12345� � ��������� +,������������ ����� ���

ρ+
d2

dx
(μy′′) = 0 �� yIV = −ρ

μ
,

������ ������

y = − ρ

24μ
x4 + C1x

3 + C2x
2 + C3x+ C4.



��� �����	 �
� ����������� �����	��� �� ������

�� �������	
 ������ ���� ��
����� ���

y =
−ρ
24μ

(x4 − 2l2x2 + l4) �� y = − ρ

24μ
(x2 − l2)2.

��� ��������� ����� ���

v[y(x), z(x)] =

x∫
x0

F (x, y, y′, . . . , y(n), z, z′, . . . , zm)dx,

��� �������� ����� ������� y(x) � ������ z(x) ������������� �
��������� ������� ��� ������� y(x) � z(x)� �� �����	
 ����������
���������� �� �	 ������������ ������� ���
 ���������

Fy′ − d

dx
Fy′ + . . .+ (−1)n d

n

dxn
Fy(n) = 0

Fz′ − d

dx
F ′z′ + . . .+ (−1)m dm

dxm
Fz(m) = 0.

!�������� �	���	������ ������� ��������� �� ����� ����"

������� ������#��� �� m �������$

v[y1, . . . , ym] =

x1∫
x0

F (x, y1, . . . , y
(n1)
1 , . . . , ym, . . . , y

(nm)
m )dx.

%� ����� ����������� �������� ����� �������� yi(x) � ��
��"
��� ������	� ��������	��� ������ ����
����	� ������ ������"

���� � ����

Fyi −
d

dx
Fy′i

+ . . .+ (−1)ni
dni

dxni
F
y
(ni)
i

= 0, i = 1, . . . , m .

����� �����	
���� ���	���	� 
� �����	� ����
���	�

�����	�	�� ���������

&��������� ���������

v[z(x, y)] =

∫∫
D

F

(
x, y, z,

∂z

∂x
,
∂z

∂y

)
dxdy,



������ ��	 
���������� ��������� � ������� ���

������ �� 	����
� C ������ D �������� ����
�� z(x, y) �������

���� ����� ���������������� ������ C̃� ����� ������� ������ ������
���� ��� ���������� �����������  ���� !"#� $�� �����%���� ������

��������
∂z

∂x
= p;

∂z

∂y
= q� &����������� ��� F ∈ C3(D), z ∈ C2(D).

���� ��� ��������	
 ���������� � �	�	���� �	�����

'��������� ������������������� ��������� ������������

z(x, y, α) = z(x, y) + αδz,

	�� δz = z̄(x, y) − z(x, y), ��� ��� ��� α = 0 ����� �����������
z = z(x, y)� �� ������� ����������� (��������� � ��� α = 1 ) �������
��* ���������* ����������� z = z̄(x, y).

+����� ��� � ����,�� �� ����
��� ��������� z(x, y, α) ����
���
��� v ������%����� � ����
�* ��������� α� ������� ������ �����

(�������� ��� α = 0� ��������������
∂

∂α
v[z(x, y, α)]

∣∣
α=0

= 0 - (�� ���

������ �	
����
�� δv  ��	����� ������ �����#� $�� ��� �����

δv =
∂

∂α

∫∫
D

F (x, y, z(x, y, α), p(x, y, α), q(x, y, α))dxdy

∣∣∣∣∣∣
α=0

=

=

∫∫
D

[Fz δz + Fp δp + Fqδq]dxdy,



��� �����	 �
� ����������� �����	��� �� ������

���

z(x, y, α) = z(x, y) + αδz,

p(x, y, α) =
∂

∂x
z(x, y, α) = p(x, y) + αδp,

q(x, y, α) =
∂

∂x
z(x, y, α) = q(x, y) + αδq.

��� ���

∂

∂x
[Fp δz] =

∂

∂x
[Fp]δz + Fp δp,

∂

∂y
[Fq δz] =

∂

∂y
[Fq]δz + Fq δq,

�� 	�
�� 	��
������ 	�������∫∫
D

(Fp δp + Fq δq)dxdy =

=

∫∫
D

[
∂

∂x
{Fp δz}+ ∂

∂y
{Fq δz}

]
dxdy −

∫∫
D

[
∂

∂x
{Fp}+ ∂

∂y
{Fq}

]
δzdxdy,

���
∂

∂x
{Fp} � ��� ��������� ������ ���	��� �
�������� 	� x� ����

	�� �� ���
����� 
������
�� ��� y = ������ �� ���
���
� !���"�#

z, p� � q �� x ��������
��

∂

∂x
{Fp} = Fpx + Fpz

∂z

∂x
+ Fpp

∂p

∂x
+ Fpq

∂q

∂x
,

� ���������� ��� 	����# ��
���# 	��������# 	� y �����

∂

∂y
{Fq} = Fqy + Fqz

∂z

∂y
+ Fqp

∂p

∂y
+ Fqq

∂q

∂y
.

$� !������ %���� 	������∫∫
D

(
∂N

∂x
+
∂M

∂y

)
dx dy =

∮
C

N dy −M dx,

������∫∫
D

[
∂

∂x
{Fp δz}+ ∂

∂y
{Fq δz}

]
dx dy =

∮
Γσ

(Fp dy − Fq dx)δz = 0.



������ ��	 
���������� ��������� � ������� ���

��������	 ��
���� ���� ����� 
� �� � ���
��� C ������
δ��� ���� �����
���� ���������
� �������
 ����� ���� � 
�
 �� ��� 

�
���
�����	 ���
�� C̃!" #�����
��$���∫∫
D

[Fpδp + Fqδq] dx dy = −
∫∫
D

[
∂

∂x
{Fp}+ ∂

∂y
{Fq}

]
δz dx dy,

�
��� ������
� �
� ���%������� ������� &��
�����∫∫
D

(Fz δz + Fp δp+ Fq δq) dx dy = 0

����
 ���' ∫∫
D

(Fz − ∂

∂x
{Fp} − ∂

∂y
{Fq})δz dx dy = 0.

(� �� δz ��������$� �� δz ������� ��)$ ���������� �% 
*��� ���
�� �
����
��$�� �����������
� � ��++����������� 
�
�� δz

∣∣
C
= 0 � 
"�"!� 
� �� �������	 ����� ,���� � ���������
�

z = z(x, y)� �������*�	 &��
������

Fz − ∂

∂x
{Fp} − ∂

∂y
{Fq} ≡ 0.

#�����
��$��� z(x, y) �����
�� ��)����� ��������'

Fz − ∂

∂x
{Fp} − ∂

∂y
{Fq} = 0.

-
� �������� � ��
��� ����������� �
����� ������ . �������

��� 	
������
��� �/012!"

������ 01"1� ��

������ ����������

v[z(x, y)] =

∫∫
σ

[(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2
]
dx dy,

� ������� �� ������ Γσ ����
�� σ ������ �������� ������� z� ���

��� z = f(x, y) �� Γσ�

3������� 4�
���������� ��� &
��� +�������� ����
 ���'

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0.



��� ������ �	
 ���������� ��������� �� ������

��� � ������	 
�����

Δz = 0,

�� �������� �
������� ���������� 	�
����� ��� �������� ���� ��	��
����������� � ������� σ �������� ����������� 
������� 
�������
�� ������� ��� ���� �
 �������� 
���� �������������	 ��
���� ���
��
������� ����� �������

������ � !� ���������� ����������

v[z(x, y)] =

∫∫
σ

[(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

+ 2zf(x, y)

]
dx dy,

� �������� �� Γσ ������� z ������

"�������� #������������� ��� $���� �%��������� ����� ���&

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= f(x, y),

��� � ������	 
�����

Δz = f(x, y)

��� %��������� ��
������� ���������� ��������� ���'� �����
����������� � %��������� �������������	 ��
���( ��������� ���
��������� ������������ ������������� $������������� ����� ���%)
����������� 
������ � ��������*� f(x, y)

����� ����	
��� �������	��	�	 ���	��

������
 ����������� �������� ���������� �������� ��������
������������ ��������� � ��������& ����� ��
��'���� �� �����)
������ �� ���
���� ���'���	 ������� ��������*��� ����� � ��	)
�������*����� ��%����������� ���'����� ������ ������������ 
��)
����� +�� ������ ��� ������� �������� �%��������� ����� �%��,
��������%&

t∫
t0

(T − U) dt,

��� T - ������������� � U - ���������*��� $������ ������� .��)
����� $��� ������� � ������*��� 
������ ��������



������ ��	 
���������� ��������� � ������� ���

������ ����� ���� ��������	 
�
���� ����������� ����� 

��

��� mi (i = 1, ..., n) � ������������ (xi, yi, zi) �� ������� ����

����� 
�� Fi� ��������� 
����� �������� �������������  ��
��
	��� ����� �� ���������!

Fix = −∂U
∂xi

; Fiy = −∂U
∂yi

; Fiz = −∂U
∂zi

,

"�� Fix, Fiy, Fiz � �������� �� ������������ �
� 
�� F̄i� ���
�����
��� �� ����������� ����� �xi, yi, zi�# $�%�� ����� �����������
����� ��������� ���%���	 
�
����#

����	�
���� ������� ���	��� ����	 ����

T = 0.5
n∑

i=1

mi(ẋi
2 + ẏi

2 + żi
2),

 ��	�������� ������� ��� U �

���	�� �������� ����� ��� ��	����
t∫

t0

(T − U) dt ����	 ����

−∂U
∂xi

− d

dt

∂T

∂ẋi
= 0; −∂U

∂yi
− d

dt

∂T

∂ẏi
= 0; −∂U

∂zi
− d

dt

∂T

∂żi
= 0,

����

miẍi − Fix = 0; miÿi − Fiy = 0; miz̈i − Fiz = 0 (i = 1, ..., n).

 ��� ���!���� �	�������" 	�
�� ���
����� �������	�����
����	���� ���	��� ��#������" ���#��

ϕj(t, x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, z1, z2, . . . , zn) = 0, j = 1, 2, . . . , m,

m < 3n $	� � ����%�& �������� ���#�� ��!�� ����&
�	� m ����'
�����" � ����
�	� s = 3n −m ��#������" ���������" (�� �
�	�
������� t)$ �#�����" �����&����� �������������

q1, q2, . . . , qs,


���# ��	���� ( 	�!� �" ����#������ � ����� t) ���!&	�� T � U �
* �	�� ���
� T−U �#���	�� +������� ,���! L = L(q, q̇, t)$

 ���	��	�	��&%�� ��	����

S =

t1∫
t0

L(q, q̇, t) dt



��� �����	 �
� ����������� �����	��� �� ������

���������	 
������� �� ��������� �� �������� 
������	� ������

������ ����� �� 
����� 
�������� ������

������� ���������� 
������	  ����������	 ���!

δS = δ

t1∫
t0

L(q, q̇, t) dt = 0.

"��
� �� ��������� #����� 
�	 S ���
�$� ��������	 ��������!

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, i = 1, 2, . . . , s.

������ %&�'� �����������	
��� �������� �������� ��	������

�������

(������ �
�� �� ������ ������ � ������ ����
����� ) ���

���	��� ����	 ������ ��
 
������� ���� ���	����	 �����������

�
��� ��������� ��	��* �� ������� ������� ��� �+������ ,�������

��� ������ �� ��������	 ���������	 u = u(x, t) 	��	���	  �������
�+������ x � ������ t�
������������	 -�����	 U ���������� -������ ������ ���������

������� ����	����$ ������� ( ��������$ 
� +��������� ���� ����

���� ���	
�� ������� ������ dx � 
� ���������� �����	��� ����

����

ds =
√
1 + ux′2dx,

���
� �
������� �������������� -������ �����

(
√
1 + ux′2 − 1)dx.

��  ����� "������ ��� (
√
1 + ux′2 − 1) ≈ 1

2
ux
′2� (����	 u′x

��� � �����+����	 ������ ������� ���	
��* ���
�* ��� ������

�������	 -�����	 -������ �����

dU =
1

2
kux

′2dx,

�
� k . ��������� �������� ��������* ���
� ������������	 -����
��	 ���� ������ �����

U =
1

2

l∫
0

kux
′2 dx.



������ ��	 
���������� ��������� � ������� ���

����������	
 �����
 ������ �	��	

T =
1

2

l∫
0

ρut
′2 dx,

�� ρ � ��������� �������

� �	���� ����	� �����	�
t1∫
t0

(T − U) dt = v[u(x, t)] ������	�� ���

v[u(x, t)] =

t1∫
0

l∫
0

[
1

2
ρut

′2 − 1

2
kux

′2
]
dx dt.

��	������ �������
 ������ ����� ��	������� ������	�����

��
 ��������	�	 v[u(x, t)] 

∂

∂t
(ρut

′)− ∂

∂x
(kux

′) = 0.

!��� �����	 ��������	" �� ���� ρ = #$%&' � k = #$%&'" �� ��


�����	��( ������ ��	������ ����)	���
 

ρ
∂2u

∂t2
− k

∂2u

∂x2
= 0.

!��� �	 ������ ��(������ �)* � ���+�

 ���	 f(x, t)" �����	
 ���,

��������
��	 ������ � �* ��������� �	�������
 � �	�����	�	 �	 ���,

���� �	���" �� ��	 ���	 ����� ������- ������- ρf(x, t)udx � ����,

�	� .	�������	 ������	�� ���

t1∫
t0

l∫
0

[
1

2
ρut

′2 − 1

2
kux

′2 + ρf(t, x)u

]
dx dt,

	 ��	������ ����������/ �����	��( ������

∂

∂t
(ρu′t)−

∂

∂x
(ku′x)− ρf(x, t) = 0,

���" ���� �����	 ��������	"

∂2u

∂t2
=
k

ρ

∂2u

∂x2
+ f(x, t).

0�	������ ����� �������� ��	������ �����	��( �����	���



��� ������	
���
 �����
 ��� �����������
 ���	�

��������	�
� ������ ��� �������
���� �������
����	��� 
� ��	�
����� �������� 	������
��
���
���� � �������  �
!�� ���� �����

������ ����� ����� ����	
���� ����������

v[y(x), z(x)] =

π
2∫

0

(y′2 + z′2 + 2yz)dx,

y(0) = 0, y
(π
2

)
= 1, z(0) = 0, z

(π
2

)
= −1.

� � � � � 	 �
 �	���� �������	� ������ 	��� �	�


y′′ − z = 0,
z′′ − y = 0.

�������� ���� 	� ��	�������  ���!	�" ��#�	��� z" #����	�

yIV − y = 0.

$��	��%�	����� &� �	������ �������	� � #��������	 ��&  	'

!	����	" (���� 	��)

y = C1e
x + C2e

−x + C3 sin x+ C4 cosx;

z = C1e
x + C2e

−x − C3 cosx− C4 sin x.

�� %���	���� �����	� ������
 C1 = 0, C2 = 0, C3 = 0, C4 = 1,
���������)��" &�������	 	��� �	�

y = sin x, z = − sin x.

������ ���*� ����� ����	
���� ����������

v[y(x), z(x)] =

x1∫
x0

F (y′, z′)dx.

� � � � � 	 �
 �	���� �������	� ������ 	��� �	�
{
Fy′y′y

′′ + Fy′z′z
′′ = 0;

Fy′z′y
′′ + Fz′z′z

′′ = 0,



��������	�
� ������ ��� �������
���� ������ ���

������ ��	 Fy′y′Fz′z′ − (Fy′z′)
2 �= 0 ��
��	� y′′ = 0 	 z′′ = 0 ���� ����

�����
	 {
y = C1x+ C2,
z = C3x + C4,

�������� ��������� ������ � �������������

������ ����� ����� ����	
��� �����������

v[y(x)] =

1∫
0

(1 + y′′2)dx,

� �	�������� ���������

y(0) = 0, y′(0) = 1, y(1) = 1, y′(1) = 1.

� � � � � 	 � !������	� "�
����#������� 	���� �	�
d2

dx2
(2y′′) = 0

	
	 yIV = 0$ �%� ��&�� �����	� ���'

y = C1x
3 + C2x

2 + C3x+ C4.

(� %���	���� ��
��	� ������ 

C1 = 0, C2 = 0, C3 = 1, C4 = 0,

������� ��������� ��)�� ����	%��'�� �� ������ y = x.

������ ���*� ��	
�
��� ����	
��� �����������

v[y(x)] =

π
2∫

0

(y′′2 − y2 + x2)dx,

�����
���	����� ��������

y(0) = 1, y(
π

2
) = 0, y′(0) = 0, y′

(π
2

)
= −1.

� � � � � 	 � !������	� "�
����#������� 	���� �	� yIV − y = 0�

+%� ��&�� �����	�

y = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sin x.

(���
'��� %���	���� ��
��	� ��
��	�

C1 = 1, C2 = 0, C3 = 1, C4 = 0,

������� ��������� ��)�� ����	%��'�� 
	�' �� ���	����	�� y = cosx.



��� �����	
���� �����	� ��� ���	��	���� ����
	

������ ����� ������ � ����	
���� ����������� �������� ���
����� �� ����	 Γ� ������� � ������������ �� ������� �����
������� ����� ��� ������ ��� ��	���� �� !"#

S[z(x, y)] =

∫∫
σ

√
1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2

dx dy,

$�� σ % �&���� �� �������� XY � �$	��������� �	������� ����	�
Γ �� '� �������� 

� � � � � 	 �
 ������	� ������������� 	���� �	�


∂

∂x

(
p√

1 + p2 + q2

)
+

∂

∂y

(
q√

1 + p2 + q2

)
= 0

���

∂2z

∂x2

[
1 +

(
∂z

∂y

)2
]
− 2

∂z

∂x

∂z

∂y

∂2z

∂x∂y
+
∂2z

∂y2

[
1 +

(
∂z

∂x

)2
]
= 0,

�� ���� ���	
�� �����
�  ����� ����� �����
���� ��
� 
����

����������	
��� �����

������ ����� ����� ����	
���� ����������

v[y(x)] =

x1∫
x0

(16y2 − y′′2 + x2) dx.

������ ����� ����� ����	
���� ����������

v[y(x)] =

1∫
0

(y2 + 2y′2 + y′′2) dx

� �	�������� ��������� y(0) = 0, y(1) = 0, y′(0) = 1, y′(1) = −sh1.
������ ����� ����� ����	
���� ����������

v[y(x)] =

0∫
−1

(240y − y′′′2) dx

� �	�������� ��������� y(−1) = 1, y(0) = 0, y′(−1) = −4,5,
y′(0) = 0, y′′(−1) = 16, y′′(0) = 0.



��������	�
� ������ ��� �������
���� ������ ���

������ ����� ����� ����	
���� ����������

v[y(x)] =

1∫
0

(2y′2 + y′′2) dx

� �	�������� ��������� y(0) = 0, y(1) = sh1, y′(0) = 1, y′(1) = ch1.

������ ������ ����� ����	
���� ����������

v[y(x), z(x)] =

x1∫
x0

(2yz − 2y2 + y′2 − z′2) dx.

������ ������ ����� ����	
���� ����������

v[y(x)] =

π/4∫
0

(2z − 4y2 + y′2 − z′2) dx

� �	�������� ��������� y(0) = 0, y
(π
4

)
= 1, z(0) = 0, z

(π
4

)
= 1.

������ ������ ����� ����	
���� ����������

v[y(x)] =

1∫
−1

(
2xy − y′2 +

z′3

3

)
dx

� �	�������� ��������� y(1) = 0, y(−1) = 2, z(1) = 1, z(−1) = −1.
������ ������ ����� ����	
���� ����������

v[y(x)] =

1∫
0

(
y′2 + z′2 + 2y

)
dx

� �	�������� ��������� y(0) = 1, y(1) = 1, 5, z(0) = 0, z(1) = 1.

������ ������ �������� �	���
��
 ���	��	������� ��� ������

�����

v[z(x, y)] =

∫∫
D

[(
∂z

∂x

)2

−
(
∂z

∂y

)2
]
dx dy.



��� �����	 
�� ���� � ���������� �������

������ ������ �������� �	�
����� ��	��	������� ��� �������

�����

v[u(x, y, z)] =

∫∫∫
D

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

+ 2uf(x, y, z)

]
dx dy dz.

������ ��	 
���������� ������ � ���������

���������

���	
���� ������ 	 ���������� ���������� ������ 	 ���
�������� ��������� ��� � �!��������" ����	�#�$ �
 �� $
� �!����

����� ����	
��� ��� � ���������� �������

%���� ��� �		��������� � �!�������

v[y(x)] =

x1∫
x0

F (x, y(x), y′(x))dx &�'��(

������������	)" �
� ��������� 
��!� (x0, y0) � (x1, y1) ������� *�� �
	
�� 
����)" �
� ���� ��� �+� ��������� 
��!� ��� 
 ������#�
)	��
,���� !��		 ��� 	
���$ !����$ ��	����
	�" ��-
�� " �	�� �� !�!���
��+� !����� y = y(x) ��	
����
	� -!	
��� � � ������ 	 ����������

��!���" 
� �� 
�� +���� ��	
����
	� �� �
�����. ! +����  �!��
� !��		 !����$� /������
��)��" ������ +�
) ��������� �	������
���+$������  	����� 0  �������� 1����� ��� � �!������� &�'��(2

Fy − d

dx
Fy′ = 0,


��� !�����" �� !�
���$ ������ �
	� -!	
��� � � ������ 	 ���������
�� ����������  	�������" ������ +�
) -!	
���������

3+#�� ������  �������� 1����� 	������
 ��� ��������)��$ ���
	
�����$" ��� ����������� !�
���$ ���+$����� ���
) ���  	������
4 ������ 	 ������������ 
��!��� -
� +���  	����� y(x0) = y0 �
y(x1) = y1� 5��� ��� �
	 
	
� .
" � ����	
�.#��  	����� ������
+�
) ��� ���� �� �	������� ���+$�������  	����� -!	
��� �� δv = 0�
,�! !�! � ������ 	 ���������� ��������� -!	
��� � ��	
����
	�
��) �� ������$ y = y(x, C1, C2)  �������� 1�����" 
� ����� �����



������ ��	 
���� � ���������� ��������� ���

������������� 	
���
�� �
����
��� ���� 
� �
����� ����� ������
����� ��� ���� �
����
�� v[y(x, C1, C2)] ������������ � �
����
���������� C1 � C2 � �������� �
���������
�� x0 � x1 � ��������
�
����
��� ��������� � �����
������ ���� �
�����

!�� �������" #���� ������� ��� ��
� �	 ���
��
"� ����� 
��
������ (x0, y0) 	�������
� � ������ (x1, y1) ��$�� ������������ �
��������� � ����� (x1 + Δx1, y1 + Δy1) ��� ��� ���
��� � ��������
�

�� �������
�� � ����� (x1 + δx1, y1 + δy1)�

!�������"� ����"� y = y(x) � y = y(x) + δy ��������� #��	���� 
���� ���" ������ �������� δy � δy′ � ������ �������
�� δx1 �
δy1 %�������
�� δx1 � δy1 �#"�
� 
�	"���� ���������� �������
"�
	
���
�� x1 � y1&�

'��������� ���������� ����	 ����� (x0, y0) �#��	��� �����
����������� y = y(x, C1)� (�
����
�� v[y(x, C1)] 
� ����"� ����
�� ����� ������������ � �
���� C1 � x� )��� ����"� �����
y = y(x, C1) � ������
���� ��������������� ���������� 
� ���������
���� �� v[y(x, C1)] ��$
� ������������� ��� ��
�	
��
�� �
����
x1 � y1 ��� ��� 	���
�� x1 � y1 ���������� ���������� ����� %���� **&
� ��� ���"� ���������� 	
���
�� �
����
����

���� ��� ����� ����	
��
�

+"������ �������� �
����
��� v[y(x, C1)] 
� ����������� ����
�� y = y(x, C1) ��� ��������
�� ���
��
�� ����� �	 (x1, y1) � �����
$�
�� (x1 + δx1, y1 + δy1)� ,�� ��� �
����
�� v 
� ����"� �����
������������ � �
���� x1 � y1 �� ��� �������� ��������� � ���
���
������ ���� �
����� +"����� �	 �������
�� Δv ����
��



��� ������ 	�
 ����� � ��������� ���������

�������� �	 	
�	����� � δx1 � δy1 ��
��

Δv =

x1+δx1∫
x0

F (x, y + δy, y′ + δy′)dx−
x1∫

x0

F (x, y, y′)dx =

=

x1+δx1∫
x1

F (x, y + δy, y′ + δy′)dx+

x1∫
x0

[F (x, y + δy, y′ + δy′)− F (x, y, y′)]dx.

������

����	� �������	� � ������ ���	������� �	 
�	���� 	 ������� ��� 
���� ���
� !!" ���#�$ �%" ��	��
�	 %��

x1+δx1∫
x1

F (x, y + δy, y′ + δy′) dx = F
∣∣
x=x1+θδx1

δx1, ��� 0 < θ < 1.

&�� ��� '���#�$ F ������(���" 
	

F
∣∣
x=x1+θδx1

= F (x, y, y′)
∣∣
x=x1

+ε1,

��� ε1 → 0 ��� δx1 → 0 � δy1 → 0�
&���� 	����	�" ��$ ����	�	 �������	�	 � ������ �	����

x1+δx1∫
x1

F (x, y + δy, y′ + δy′) dx = F (x, y, y′)
∣∣
x=x1

δx1 + ε1δx1.

)
	�	� �������	� � ������ ���	������� � �	�	*�� '	����( &�� 
�	�� ���
� !" ���#�$ +,��

x1∫
x0

[F (x, y + δy, y′ + δy′)− F (x, y, y′)] dx =

=

x1∫
x0

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx+ R1,

��� R1  ����	���	 ����$ �(����	 �	�$��� ���	�
� �	 ��������� �
δy � δy′� -������� ��
� ���	�������" ��
������$ �	 ��
$��

x1∫
x0

(Fyδy + Fy′δy
′) dx = [Fy′δy]

∣∣x1

x0
+

x1∫
x0

(
Fy − d

dx
Fy′

)
δy dx.



������ ��	 
���� � ���������� ��������� ���

��� ��� �������	 
��������� ������	 �� ���������	�� � �����
����� ������ ������� ����������

Fy − d

dx
Fy′ ≡ 0.

��� ��� ���� (x0, y0) ����������� δy
∣∣
x=x0

= 0�  ���!

x1∫
x0

(Fyδy + Fy′δy
′) dx = [Fy′δy]

∣∣
x=x1

.

"��������� δy
∣∣
x=x1

�� ���� δy1 # �����$���% y1� ��� ��� δy1
# �� �����$���� y1 ��� ������$���� &������� ���� � �������
(x1 + δx1, y1 + δy1)� � δy

∣∣
x=x1

# �� �����$���� ������� � ���� x1
��� ������� � ����������� ����	$�� ����� ���� (x0, y0) � (x1, y1)�
� ����������� ����	$�� ����� ���� (x0, y0) � (x1 + δx1, y1 + δy1)
'���� ()*�

���� ��� �������� � ������	
�	 � ���
�
�� ���	

 � ���� () ����� �� BD = δy
∣∣
x=x1

� FC = δy1� � ��� ���

EC ≈ y′(x1)δx1, BD = FC − EC,

���������+��

δy
∣∣
x=x1

≈ δy1 − y′(x1)δx1

'�� �������� ���� � �������� ����� ���,�& ��	��� ������*�







��� �����	 ��
 ����� � ��������� ���������

������ ������	 
����
�� ��� ���
������� ����������	 � �� �����
����
� ���� ����
� ����� 
���� ��� ��� �������
�	 ������� ����
�� ���� ������� 
� ����
� δv = 0	 ��
��� ��
 ���
���

 ���
�
��

 �� ����� ��������
���� �����
��� 
 � �� �� ��
�� �
����
�� �������
! "!���# $���� �����
��� v ������������ � �����
�
Φ(x1, y1, z1) �����
��� ����
 B(x1, y1, z1)	 
 ���
��
� ������������ �
�
�������
� %��! �����

#
&��
��
� �����
���� v ����� ���� ���
���� �����
���

�����������# '� %���� ���
 �� ��
�����
� Δv � �
��

Δv =

x1+δx1∫
x0

F (x, y + δy, z + δz, y′ + δy′, z′ + δz′)dx−

−
x1∫

x0

F (x, y, z, y′, z′)dx =

x1+δx1∫
x1

F (x, y + δy, z + δz, y′ + δy′, z′ + δz′)dx+

+

x1∫
x0

[F (x, y + δy, z + δz, y′ + δy′, z′ + δz′)dx− F (x, y, z, y′z′)]dx.

(�
���
� ������� � ������� � ������� 
�������	 � �� ������
����
� ������ 
��!��� ����� �� ������ $�!���# (��� ������
�������
!	 �����
���� ���	 ��� ��������� �� �	 ����
�

δv = [F − y′Fy′ − z′Fz′ ]
∣∣
x=x1

δx1 + Fy′
∣∣
x=x1

δy1 + Fz′
∣∣
x=x1

δz1 = 0.

)�
 ���
��

 δx1, δy1, δz1 �����
�
��	 �� 
� ����
� δv = 0 ���
����*

[F − y′Fy′ − z′Fz′]
∣∣
x=x1

= 0, Fy′
∣∣
x=x1

= 0, Fz′
∣∣
x=x1

= 0. +,-#./

)�
 ����
���� ����� B(x1, y1, z1) ����� ������������ �� �������
��! ��
��! y1 = ϕ(x1), z1 = ψ(x1)	 �� δy1 = ϕ′(x1)δx1 
 δz1 = ψ′(z1)δx1

 ����
� +,-#./ �������
� � ����
�

[F + (ϕ′ − y′)Fy′ + (ψ′ − z′)Fz′ ]x=x1δx1 = 0,


 � �
� ���
��������
 δx1 ����
�

F + (ϕ′ − y′)Fy′ + (ψ′ − z′)Fz′ = 0. +,-#,/

"�� ��� ���������� ������� �	
����	�
������� � ���
��
����!
������ �� �����
���� +,-#0/# 1���
� +,-#,/ ������ � �������
��

y1 = ϕ(x1) 
 z1 = ψ(x1) ���� ���������
� �������
� �� ��������
�





��� ������	
���
 �����
 ��� ����	� � ���������� ���������

����������	
 ��� A(x, y) �= 0  ��������� �����
 ������� 1 + y′ϕ′ = 0
��� y′ = − 1

ϕ′ 
 ���� ������ ���������������� ������ � ������ �����

����������� ����� y = ϕ(x1) � �����������

������ ����� ���������	
 �� ��	����� ���������

x1∫
0

√
1 + y′2

y
dx

��� ������� ��������� ������� y(0) = 0, y1 = x1 − 5.

� � � � � � ��  ������������� �������� !�����

−
√
1 + y′2

y2
− d

dx

(
y′

y
√

1 + y′2

)
= 0.

 ������√
1 + y′2

y2
+

−y′2
y2
√
1 + y′2

+
1

y

√
1 + y′2 − y′2√

1+y′2

(
√
1 + y′)2

y′′ = 0;

1

y2
√

1 + y′2
+

1

y

y′′

(1 + y′2)
3
2

= 0;

(1 + y′2) + yy′′ = 0, y′ = p(y), y′′ = p
dp

dy
;

1 + p2 + yp
dp

dy
= 0,

pdp

1 + p2
= −dy

y
;

ln (1 + p2) = −2 ln y + C2
1 , 1 + p2 =

C2
1

y2
, p =

√
C2

1 − y2

y
;

ydy√
C2

1 − y2
= dx,

√
C2

1 − y2 = −x+ C2.

"���� �#��$��
 ����������%�� ���%�� �������	 !����� 	�	�

���	 ����&�����

(x− C2)
2 + y2 = C2

1 .

'$ ������ ���������� �����	 y(0) = 0 ������� C1 = C2� (�����

���������������� ������	 � ������ ���������������
 ������� ��	�

��	 y1 = x1 − 5 ���&�� #%�� ��������� ����&�����
 ������������




��������	�
� ������ ��� ������ 	 �
�������� ��������� ���

����� ����	��
�� ��	�� ��������
� � ����� (0, 5)� ������ �������
��������� ������� �� ������� ��	�� ��
������
� ��
�������

(x− 5)2 + y2 = 25.

������ ����� ����������	 �
����
� ����� � ������ � ����
�

�������� ����� ����
���� ����� ����������� � ������ ����� �����

�����	�� ����
���	���

� �  � � � �� !�
�������� "���������

x1∫
0

√
1 + y′2√
y

dx

���#�
� ������$� � �����$� y(0) = 0� %������ �� ��������� ���#�
��� {

x = C1(t− sin t),
y = C1(1− cos t).

&� ���������� C1 �
���'��� �
���� Fy′
∣∣
x=x1

= 0� �' ��������
������

y′
√
y
√

1 + y′2

∣∣∣∣∣
x=x1

= 0,


����������� y′(x1) = 0� ���� �
����� ������� ��	�� ����
�����
�����# x = x1 ��� ����$� ���� �� '������ ����� x = x1, y = y1
�����
� ��� ���� ������$� (�� ��� 
������
����� '������� t = π�

������� x1 = C1π �� '������ C1 =
x1
π
� )���� �*��'��� ��
������

��	�� *$�� ��
������ ����� �� �������{
x = x1

π
(t− sin t),

y = x1

π
(1− cos t).

������ ����� �� �
 �����
� �����������	����
 ��� !����
��

����

v =

x1∫
x0

A(x, y, z)

√
1 + y′2 + z′2dx ,

���
 z1 = ϕ(x1, y1)�



��� �����	
���� �����	� ��� ����
	 � ���	����	 ����	���	

� � � � � � �� ��	
��� ���������	��
��

[F − y′Fy′ + (ϕ′x − z′)Fz′ ]x=x1
= 0 � [Fy′ + Fz′ϕ

′
y]x=x1

= 0

���� ���� 1 + ϕ′xz
′ = 0 � y′ + ϕ′yz

′ = 0 ��� x = x1� �
 ����
��	��


1

ϕ′x
=

y′

ϕ′y
=

z′

−1 ��� x = x1,

��� ��	���� ��	
����� ����		�	��
�� ���
�� �����	��
� � ���
�

�
� �������	� � 
��� (x1, y1, z1) � ���
�� �
���	� � �
�����
��

z = ϕ(x, y) � 
� �� 
���� �	��
���	��
� ��	
��� ���������	��
�

�� ���
���� ��	
���� 
�
 
��	��
�� �������	� � �
�����
��

z = ϕ(x, y)�

������ !"�#� ����� ����	
�����
 	��������
 �
��� �����

���
	�������� z = ϕ(x, y) � z = ψ(x, y)�

� � � � � � �� $	� ������� %����� ��
&�
���
 ���� ������

��� ��� ��	� l =

x1∫
x0

√
1 + y′2 + z′2 dx ��� ��	
���� �
 �

�����'

 ������'� 
��� (x0, y0, z0) � (x1, y1, z1) ��
�	��
��� ����������

z0 = ϕ(x0, y0) � z1 = ψ(x0, y0)� �

�������
�
(�� ��� �
�'�� ��	���� )���*�� %����� 
	��
 
 y′ � z′�


 �������	��� ��	���� ����'� 	����� $���'� )���*�
��	 ���

����'� �	���� )���*�
��	� �% ����'��+� 
 �������� �	��
���	��

�
� ��	
��� ���������	��
�� �����
�� � ��	
��� 
�
 
��	��
��

� �
�
�� �������� �
�� �
�� ���� 	��� �� ����'�� 
�
 
�

��	��'� 
��
�������
 �
�����
�� z = ϕ(x, y) � 
��� (x0, y0, z0) �

�
�����
�� z = ψ(x, y) � 
��� (x1, y1, z1)�

������ !"�,� ����
����� �� ����	
��� ����������

v =

x1∫
x0

(y′2 + z′2 + 2yz)dx ,

�	���� y(0) = 0, z(0) = 0� � ����� (x1, y1, z1) �	�����
��� �������

��� x = x1�

� � � � � � �� ������ ��������� -�	��� ���� ����

{
z′′ − y = 0,
y′′ − z = 0,


���� yIV − y = 0�



��������	�
� ������ ��� ������ 	 �
�������� ��������� ���

���������	 
�� ��������	 �������� 
���������{
y = C1chx+ C2shx+ C3 cosx+ C4 sin x,
z = C1chx+ C2shx− C3 cosx− C4 sin x.

�� ��������� ������� y(0) = 0, z(0) = 0 ������� C1 + C3 = 0
� C1 − C3 = 0 ������������� C1 = C3 = 0� ������� � ���������
��������� �����

(F − y′Fy′ − z′Fz′)
∣∣
x=x1

δx1 + Fy′
∣∣
x=x1

δy1 + Fz′δz1 = 0

��������� � ������	

Fy′
∣∣
x=x1

= 0 � Fz′
∣∣
x=x1

= 0,

��� ��� δx1 = 0 � δy1 � δz1 ������������
� ��������������� ������� Fy′ = 2y′ � Fz′ = 2z′ �������������

y′(x1) = 0 � z′(x1) = 0

��� {
C2 ch x1 + C4 cosx1 = 0,
C2 ch x1 − C4 cosx1 = 0.

���� cosx1 �= 0 �� C2 = C4 = 0 � 
��������  ��	��	 y = 0;
z = 0� ���� �� cosx1 = 0 ���� x1 = π

2
+ πn, n ∈ Z �� C2 = 0, C4  

�����������	 �����	���	

y = C4 sin x, z = −C4 sin x.

!���� ��������� ��� � 
��� ������ ��� �"#�� C4 $���%�����

v = 0�

����������	
��� �����

������ &'�(� �������� ��	
��� ��������	��
��� �	� �������


��	�

v[y(x)] =

x1∫
x0

A(x, y)earctgy
′
√

1 + y′2 dx, A(x, y) �= 0.

������ &'�&� �
	������ 
��
���� ��
��
����� ��	
���� ����

������ δv = 0� ����� �������� �� �
�

� �
��� �
��� �����

�������� ������
��	�

v[y(x)] =

1∫
0

(y′′2−2xy) dx; y(0) = y′(0) = 0; y(1) =
1

120
; y′(1) �� �����
.



��� ������

������
����� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� 	� 
���

����� �� y3 = C
cos 3x

 �� (1−√1− x2) · (1−
√

1− y2) = Cxy

�� y2

2
= 4

3
(x+ 1)3/2 + C �� e3y = ln5 x

5
+ C. ����� 2e

y2

2 =
√
e(1 + ex)�

����� �� y = C
x
− x

2
 �� 2

√
3y
x
+ 4 = ln |Cx| �� cos 2y

x
= Cx

�� y2 = Cxe−
y

x � ����� y = x
√
1− 3

8
x. ����� y = 1

6
x4 + C

x2 .

����	 y = x3
(
sin 2x

2
x4 + C

)
. ����
 y = (x+1)4−(x+1)2

2
� ����� y = x

cosx
�

����� y = 1
x2+Cx

� ����� y2 = 1
cos2 x

(
x3

3
+ C

)
.

���

x2

2
+ 3y2

2
+ xy + 2x+ 4y = C� ����� 2y2 ln x+ 3y

x
= C�

�����
1
2
x2 + x sin y − cos y = C� ����� 2x3 + 2x2y3 − y4 = C�

����� ln |x|− y2

x
= C. ����� x2y− 3x5

5
= C. ����� y = − sin x+C1x+C2�

����� y = 8
3
(x+ 9)3/2 + C1x+ C2� ����� y = (x+ 2)e−x + x− 1�

����	 y = 1
9
cos3 x− 1

3
cosx+ x− 7

9
� ����
 y = C1 + C2 ln |x|�

����� y = C1

(
x
2
+ 1

12
sin 6x

)
+ C2� ����� y = C1(e

x + 2x) + C2�
����� y = ex(x−1)� ����� ln y = C1e

x+C2e
−x� ����� ln |y+1| = C1x+C2�

�����
1
2
arctg y

2
= C1x+ C2� ����� y = x2

4
− 1

2
.

���� ��� ���	 ���� ���
 y = C1 cos 3x + C2 sin 3x� ����� y = e−x.
�����y = e−2x(C1 + C2x)� ����� y = C1e

4x + C2e
−4x� ����� y =

= ex(C1 cos 4x+C2 sin 4x)� ����� y = sin 2x. ����� y = C1e
−5x+C2xe

−5x.

���� y = (e−x+e−2x) ln(ex+1)+C1e
−x+C2e

−2x� ���� y = x3++C1+C2x
2�

���� y = (C1+ln | sin x|) sinx+(C2−x) cosx. ���� y = − 1
x
+C1e

x+C2e
−x.

���� y = 1
4
sin 2x ln(tg 2x) + C1 cos 2x+ C2 sin x.

���� y = 5
2
x2 − 2x+C1 +C2e

−x� ���� y = x
8
(x+ 7

2
)e3x +C1e

−x +C2e
3x�

���	 y = 2
5
(3 sin 2x+ cos 2x) + C1e

x + C2e
−2x� ���
 y = 1

4
ex + (C1 +

+ C2x+
1
2
x2)e−x. ����� y = C1 cosx + C2 sin x+ (2x− 2)ex.

����� y = C1 cosx + C2 sinx − 2x cosx. ����� y = C1e
x + C2e

−4x −
−x
5
e−4−

(
x

6
+

1

36

)
e−x. ����� y = e2x(C1 cos 2x+C2 sin 2x)+ 0, 25e2x+

+0, 1 cos 2x+ 0, 05 sin 2x.

���	 y =
x4

48
+ x2

8
+ cos 2x

32
� ���
 y = x4 + x3 + C1x2

2
+ C2x+ C3�



������ ���

����� y = C1e
2x+e−x(C2 cosx

√
3+C3 sin x

√
3). ����� y = C1e

x+C2e
−x+

+C3 cosx+ C4 sinx. ����� y = C1 + C2e
x + C3e

−x + C4e
3x + C5e

−3x.
����� y = ex(C1+C2x+C3x

2). ����� y = C1+C2x+C3e
x+C4xe

x+C5e
−x

�

����� y = C1 cosx+C2 sinx+C3 cos 2x+C4 sin 2x� ����� y = −1
6
sin 2x+

+C1 +C2 cosx+C3 sinx� ����	 y = x5

20
+ x4

2
+ 3x3 + 12x2 +C1 +C2x+

+(C3+C4x)e
x
� ����� y = x4

12
− x3

3
+ 3

2
x2+ex(3

2
x− 15

4
)+C1+C2x+C3e

−x.
���� ����������� ��	� x(t) = 20+80 ·2−t/10; x(t) = 25 ��
 t = 40 �
�.

���� ������� v(t) =

√
g

k
tan
√
kg(C − t), g = 10, k = 0.012,

C =
1√
kg

arctg

√
k

g
v(0) ≈ 1.75; v(t) = 0 ��
 t = C ≈ 1.75 ��� ��
��	��

��� ������ h =
1

2k
ln

(
k

g
v2(0) + 1

)
≈ 16.3 � ���� ����� ������
�	��
�

������� t = 2 ��� h = 20 �� 

���� (2R− h(t))3/2 = 0.45πr2
√
2g t

H
, h(t) = 0 ��
t = 2RH

0.45πr2

√
R
g
≈

≈ 1040 �� 6. H5/2 − [h(t)]5/2 =
3d2H2t

8R2

√
2g; h(t) = 0 ��


t = (4R2/3d2)
√
2H/g ≈ 27 ��. ���� Q(h) = Ce−kh, Q(4) = Q0(

3
4
)4 �

� 0, 316Q0 ���� ������� v(r) =
pρ

2μ
(R2 − r2) ����� y = Cx2.

����� a ln(a ±
√
a2 − y2) ∓

√
a2 − y2 = x + C. ����	 y = C(x2 + y2).

����
 x2 + y2 = Cx.

����

{
x = e2x(C1 cos t+ C2 sin t),
y = e2x((C1 + C2) cos t+ (C2 − C1) sin t).

����

{
x = C1 cos t+ C2 sin t+ et,
y = −C1 sin t+ C2 cos t+ et − 1.

����

⎧⎨⎩ x = C1e
−t + C2e

2t,
y = C3e

−t + C2e
2t,

z = −(C1 + C3)e
−t + C2e

2t.

�����

⎧⎪⎨⎪⎩
x =

C2(t+ C1)

C1 + 1
,

y =
t+ C1

C2 + 1
.



��� ������

�����

⎧⎨⎩ x = C2e
t + C1,

y = −C2
1 + (2C1C2t+ C3)e

t + C2
2e

2t,
z = −C2e

t + (2C1C2t+ C3)e
t + C2

2e
2t − C2

1 .

�����

{
x = C1e

t + C2e
10t,

y = −2C1e
t + C2e

10t.
�����

{
x = e2t(C1 + C2t),
y = −e2t(C1 + C2 + C2t).

�����

{
x = C1 cos t+ C2 sin t

y =
(C1 − C2)

2
cos t+

(C1 + C2)

2
sin t.

�����

{
x = et(C1 cos 3t+ C2 sin 3t),

y = et(C1 sin 3t− C2 cos 3t).
�����

{
x = (C1 + C2t)e

3t,

y = (C1 + C2 + C2t)e
3t.

�	�� ��� �	�� ��� �	�� ��� �	�� ��� �	������ �	�� ���� �	�� ����

�	�
 ���� �	�	 u = x3

2y
+C1(y)x+C2(y)� �	���

x2y
2
+C1(x)+xC2(y)+C3(y)�

�	���
x2

2y
+ x+ C1(y)� �	��� u = x3

3
arctg y + C1(x) + C2(y)�

�	��� u = x
2
ln(1 + y2) + C1(x) + C2(y)� �	��� z = y2

2
arcsinx+ C1(x) +

+C2(y)� �	��� V = z2

2y
+ C1(x, y) + C2(y, z) + C3(y, z)�

���� z = yf
(

x
y

)
� ���� u = 1

y
f(xy)� ���� u = exf

(
1
y
− e−x

)
�

���� F
(

1
u
+ 1

x+y
; 1
y
+ 1

x−y

)
� ���� u = exf

(
x2√
x2+y2

· exp (arctg y
x

))
�

���� u = f
(√

1 + y2/x2 exp
(− arctg y

x

))
� ���� z = 2xy�

���
 z = x2y2(xy − x+ y)−2� ���	 z = x2 − x+ y2

2
� ����� x2 +

+ y2 + 2z2 = 4� �����
y
x

= lnx − z2� ����� 1) x + y + z = 0;
�	 x− y − z = 2� ����� u = x2 + tex − e2x� ����� u = t

2
+ t

x
+ lnx�

���� 
������������� y − x + 2i = c1; y − x− 2i = c2; u
′′
ξξ + u

′′
ηη = 0�

���� ���������������� y + 2x = C. u
′′
ηη =

(
u

′
ξ + u

′
η

)
/4� ���� �������

���������� y + 2x = C1, y + 6x = C2. u
′′
ξη = −

(
u

′
ξ + 13u

′
η

)
/16�

���� ��� xy �= 0 ���������������� y
x
= C1; xy = C2 ���� ��� xy �= 0

�������������� y2 + ix2 = C1, y
2 − ix2 = C2� ���� ��� xy �= 0 ������

���������� xy = C� ���� ��� xy > 0 ����������������
√|y| −√|x| =

= C1,
√
|y|+

√
|x| = C2� ��� xy < 0 ��������������

√
|y| − i

√
|x| =

= C1,
√|y| + i

√|x| = C2� ��� xy = 0 ��������������� ���
 ���

xy < 0 ����������������
√
y = 1

3

√
x3 + C1,

√
y = −1

3

√
x3 + C2� ���

xy > 0 ��������������
√
y = i1

3

√
x3+C1,

√
y = −i1

3

√
x3+C2� ���	 ���





��� ������

����� y(x) = −x
2

2
+ 1, z(x) = x� �����

∂2z

∂x2
− ∂2z

∂y2
= 0.

�����
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= f(x, y, z).

����
ϕ′ − y′

1 + y′ϕ′
= 1� ���� ������	
�� ����� �������
�� ������

y1 = ϕ(x1)� �� ������� �������� ��
����
� ����
� �� ����	
π

4
�

���� y =
x5

120
+

1

24
(x2 − x3)�



���������	 
�������

��������� 	
���� ���
�������
���
� ���
�������� ������������ � ���
��
����� � ���
! 
 ��
�"�� ���
#��
��
 ��	 �$��� � ���
������

���
#$�����"$ �
�

� ���
#$�����"$ �� ��
� ���
#$��� 	����� ���
#������$  ����$�
$� ��%
#"� &'$��"$ ���$���
� ���
(�����
�
� �)�
(�����
*$��� � ���
� ���
(���
*�"$ +���$�"$,  ����
� �)
(���
*�"$  ����
� ��)� �%�
-
���
�
������ ��
��� ��
-
��$�$��
����� ��'�*�� ��%
-
��$�$��
����"$  ����$�


�����	� ���'��� ��
-
��$�$��
����"$  ����$�


�"�.
� ���'���� ���
-
��$�$��
����"$  ����$�


�$���	� ���'��� ��
-�����
�$���"$  ����
� ��)
/���
'��� ������ ���
0�'�*� -
�
��$� �%�� ���
0�'�*� -
�
��$ '� �� 	�� �%�
0�'�*� 1�.
� ��� �)� ���� ���� ����

��)� ��2� �%�
0�'�*� 3$!����� �%�
0�'�*� ���$���
 ��� �"� ��%
0���� ( ��� ���
4����
��� ��

4��$	��� 5 ������� ���
4��$	��� 5 ������� ���
4��$	��� 6 ��$� ���
4��$	��� '
��$�$��
�����	�

 ����$�
� ��
4��$	���  ����$�
� ��2
4��$	������ ��
��� ��� ��� ���
4��$	������ �
�
 �
��$�"� ���
4��$	�
� �7
! ���&
�$��� �)
1����
*$��� �����  ����$�
!� �2)
1���
�
�$!��$  ����$�
$� ��)� ���
1���$��
��"! �$������$�� ���
1���$���� ��'�*�� ���
1�8��
�
$��" 6 ��$� ���
1��$�� ��'�*�� �)� ���
1��$�"$  ����
� ��)
1� �
���"$ ���$���
 ����� ���
9$�� ���$*�� ��������� ���
9$�"! �$��"!  	����� ��2
9
�$!�� ���
�
����� � ���
!� ���
9
�$!�� ����
���
 � ���
!� ��
9
�$!�� ���
�
�"$ �$.$�
� ��
9
�$!�� �$���
�
�"$ �$.$�
� ��
9
�$!��$ '
��$�$��
�����$

 ����$�
$ �"�.$	� ���'��� ���
9
�$!��$ �$�'����'��$  ����$�
$�

�%
9
�$!��$ �'����'��$  ����$�
$� �%
9
�$!��$  ����$�
$� ��)
9
�$!�"$ '
��$�$��
����"$

 ����$�
 n:	� ���'�� �
�������"�
 ��8��
�
$����
�
���

���



��� ������	
�� ����	���

�������� �����	��
������

�	������� ���	��� ��	����� ��

�������� �����	��
������

�	������� ��	���� ��	����� ��

�������� ����	�����

�����	��
������ �	�������

���	��� ��	���� � �����������

������
�������� ��

�������� ����
������ ���

 ���� ����!����� ��"

 ���� #�	�� ���

 ���� $����!�	�� �%&

 ���� '����()����� &*�

 ���� #�	�� �&"� �"�� ���

 ���� +���	�� &*�

 ���� ��	��
�� �	��,������

����������� ��

 ���� ��	��
�� �	��,�����-

���������-� *�

 ���� �����	�	����- ���!���
���

&%&

 ���� ����./���� ���,������-� &��

 ���� ����/��- 	�,������� "�"

 ���� ����	����0���-

������
������� &��

 ���� �����	�����������

�����	�	������� "�*

 ���� ���!�	� /������� 	�1�����

&��

 ���� �	������� "��� ���

 ���� ������ "�"

 ��	�/����� �	���	������ � ���

2�/����� �������� ��� &&%� "��� ���

2���,��� "%�

2�����	����� �������� �	��������

��

2�����	����� �	�������� &"&

2������ �-���� "�*� ��"

2�	��	������� ��������

�	���	������ � ���

3!�	���� ���

3!	����� ������ �%&

3!4�� 	�1����� &&%� "��

3!4�� 	�1���� �����	��
�������

�	�������� &�

3!4�� �����	���� "*%

3!4�� �����	��� ��� &&%� "��

3!4�� �����	��

�����	��
������� �	��������

&�

3!���������� ��/��� �&

3!���������� �����	��
������

�	�������� &"

3���	����� ��������� ��&

3���	����� �������� �	�������� ��

3���	����� �	�������� &"&

3���	����� �����	��
������

�	�������� "%

3�	�������� 5	�������� ��� &""

3������� ����� ��	��
�������

��/�������� �%"

3������� ���� ���

3��!�� �����	����� �	����� �"

3��!�� ������ �"

3��!�� ��/��� �"

3��!�� 	�1����� �"

6�	��� �����	���� "��

6������ ,���/� $�	�-��� ��%

6������ ����	�/��� ����!����� ��&

6��� ���	�������� &�

6���!������/��� ��	���� �%�� �%�

6�	���� ���	������
��� "%�

6�	���� �����	��
�������

�	�������� &"

6�	���� �-��������� "%�

6�	���� �	�������� "��

6	���� ����/��� 	�,����� "�%

6	���� ������� ������� "�*

6	������- ����!����- ���	7���

���

6	��,������� �	���	������ ���

6	���� ������ �%&

'�,������� ,���/�� "��

'�,������� �-���� "��

'�,������ &��

'�1���� $����!�	�� �%&

'�1���� �����	��
�������

�	�������� &�



���������	 
������� ���

������� ������	


������������	� ����������

���

������� ���������� ���

��
	 ������ ���

��� �
�	� !��� ���� ����"��� ���

���!�� ���

����#��� ���!��� ���

������	 
������������	�

���������� ���

����� ���

��������� $�
�#�� �%�� �&�

��������� $�
�#� '���� �%(

�� �������� #������� ��%

�� �������� #������ !��� ����� �%�

�� �������� $��#����� ��%

�� ������	� !��� ����� ���

�� ������	� ���!��� ��%� ���

�� ������	� #����� ��%� ���

�� ������	� ��!���� ���

��������� ����#�	� ���!��� ���

���������	� ���������� �&�

����#�� ����	� ��%

����!���� � )�*� �������

������	� ���
����
�	�


������������	� ���������

�����*� +���
!�� (�

���
������ �������� ��%

,������ -������������ %%�

,������ .������� ���

,������ '���� ��� ��� /%� ���

,������ 0�*���"�� %%(

,������ � ���
��� $��#����� %%(

,������ ��)���������� �

�
������������ $�
�#� '����

�%�

,������ ��)���������� �

�
������������ �������� ��

1$���	� ��#!�� ���

1�������� ��� �
�	� !��� ����� �%&

1�������� 2�������� ��

1�������� 0�+����� �&�� %&�

1�������� 0�+���� � +�����	�

!���
������� %&/

1�������� 3������ %��

1�������� � +���	�


������������� %%

1�������� �	��"
���	� !��� �����

�%&

1�������� *�+�� ���#��!�*� ��+��

�(/

1�������� +��� ���#��!�*� ��+��

�(/� �((

1�������� +�������� ��&

1�������� ��� �
�	� !��� ����

�����	� �&%

1�������� ��+��+����
������ �&%�

�&/

1�������� 4���5�����*� ��+�� �&�

1�������� 4���+��#��!�*� ��+��

�(/� �&�

1�������� � ��$
���5)�����

+�������	�� � ��

1�������� ����!�������!� �%�� �(�

1�������� 4���5�����*� ��+�� �%�

1������ .������� ���

1������ '������� ���
������ 0����

���

1������ 6������� �/&� �/�

1����#������� ��/

��$�� ��%

������� .���� ���� ���

������� ,������� %�&

���
�����������

+����
������������� %%/

���
����������� ������� ��������

/(� ���

���!������ %��

7���!�������!� ���������� �(�

7���!�������#��!�� �������� �%�

7���!�������#��!�� ���������� �%

8���������� !���#��� ��$������ ���

9������ �������� ���

9������ �������


�������������*� ����������

�%

:� ���� ��/

:�* ���!�� ���

;���� ������ �%�



��� �����	 
�������

������ ���	
���


�� �������� 	�
�� ������� 	�
�� ���� ��	� ����������

���������� � 
�� ������ �����

 � ��������! ��"�� #��� 	�$� %������& �������!����' ()*

�� � 
�� ������ ��+��

,� ������- 	�$� �./�������/� -((����0����/� �������&� �


�� ������ ��12�

2� 3����� ���� 4������� ������ 567896:� ���������	 � 
��


"$%�  ;;+� < �, =�

>� 3����� ���� 4������� ������ 56?@A6� 
��������	 � 
�


"$%�  ;;�� <�1� =�

+� 3����� ���� 4��B���������� �� C@DE6F G6D@=� %!�.��� ����*

.�� � 
�� 
"$%� ����� < �, ��

�� ���� 3������ ��$� 
���/������ 	�3� 
���0��� H���4�I�����

��H� JI���� K��� �/�I�' �������� ��- ��-� 	�3 
���0����

L���� MMM� 
�� 
"$%�  ;;��

1� "����� N�
�� ������� 	�
� K����' ���� ���� O���������*

�/� )�-�!� � 
�� 
"%� ��1��

� "�-���� ��K� %������& �������!����' ()�� 
�� "�����&

��-��0& ()��*�������!����' ��������/ )-*�� P�����Q� �����

�;� "�-���� ��K�� R&.����' 	��� R�)�����/� ����/� 	��-��� �

����S� � 
�� ������ �����

��� T���� 4�H�� 4���� ��"�� K�U������� ��V� 	/�I�& ���������

� ����U���&�  )�-�!��� L���� MM� � 
�� 	/�I�& I����� ��1+� < 2�> ��

� � T�&����� 	�4�� �.��������� $�	� 5678=6: 1 WXY � �������*

��� ()��  MZ7[\Z[7� �
�� ���-U� ����� < >� ��

�,� K����� ���� L�����/� ����-/� � 
�� ������ ���1�

�2� K��� �������� -�& ����!���� �/�I� �!�.�/� )���-��'�

%!�.��� ����.�� L���� M� 4�- ��-� 	�3�
���0���  H���4�I���& �


�� 
"$%�  ;���

�>� K��� �������� -�& ����!���� �/�I� �!�.�/� )���-��'�

%!�.��� ����.�� L���� MM� 4�- ��-� 	�3�
���0���  H���4�I���&

� 
�� 
"$%�  ;���

�+� 4�������' $� "� #��0 �� ���� �./�������/� -((����*

0����/� �������'� � 
�� ������ ���;�

��� 4�� ��$�� ����� ���� 567=6:� �������!���' ��������

-�& O���������  �U������� %!�.��� ����.�� � 
�� �����/ 

��������� ����� < +>+ ��



������ ���	
���
 ���

��� �����	
�� �� � ������������ ���������������� �������

��	� � ��� ����� �!�"�

�!� ��#���� $�%� &��������������� ��������	� '(����� )�*��

���� ��� �+,' -../�

-.� ��#���� $�%� &��������������� ��������	 � 0���(�1 � )���

2���1� '(�����2�����(�*��� )�*����� ��� �+,' -../�

-�� ������ �������������1 0�����3 )� 45��*� 2���2����� ��	

��1��(�*��1 ��*#�1 �(����1 0�������36� ��� ���� 7�8� ����*���� �

$�%� ��#���	� 9�*�� :� ��� �+,' -.���

--� ������ �������������1 0�����3 )� 45��*� 2���2����� ��	

��1��(�*��1 ��*#�1 �(����1 0�������36� ��� ���� 7�8� ����*���� �

$�%� ��#���	� 9�*�� ::� ��� �+,' -.���

-;� ������ ��*��� )� 45��*� 2���2����� ��	 ��1��(�*��1 ��*�

#�1 �(����1 0�������36� ��� ���� 7�8� ����*���� � $�%� ��#���	�

9�*�� ::� ��� �+,' -.���

-"� ��)���� 7� 7� 5��* ���������������1 ��������3� � ��� +��

*����*������� �0������*��� ��1������������(�*��3 ���������� �!<;�

-<� %��� =�1���� � %�%� �2��*��3� '�������	 2���2���(�*��3

��0���� ��� ����� �!//�

->� ?���))�� %� ?� ������ 0���( )� ���������������2 �����

����	2� � ��� ,���
�������** �!!��

-/� @��3��� 7�$� �����3 %�,� @�2�� %�� 5�����3 ���* ��*�

#�3 2���2������ =� -� � ��� 7�*#�	 #���� �!/��

-�� A��*
���� ��A� &��������������� ��������	 � ������������

�*(�*������ � ��� ����� �!>!�



�������	
�������	�������
�����	���������	�������

��������	��������	� ��!"���
�������	
�����������	#�$�
�%

�������	
��	���
���	
����
�����������

��
��������
�
���
���	���

���������� !"�#��$� %����&'
�� %����&�( )�( )�*�+,-.���/�,�'

	�-��&�-0)�(�/ ���
���������	��
�������������������������

� � � �  � � � � � � � � � �

�������	
�����	����
������

Подписано в печать 25.07.13.
Бумага офсетная. Гарнитура Школьная. Формат 84×108 1/

32
.

Печать офсетная. Усл. п. л. 27,72. Тираж 1000 экз.

Заказ №              .

Отпечатано в полном соответствии
с качеством предоставленного оригинал$макета

в ОАО «Издательско$полиграфическое предприятие «Правда Севера».
163002, г. Архангельск, пр. Новгородский, д. 32.

Тел./факс (8182) 64$14$54; www.ippps.ru

���� ���	���
��������
����������������������������������������������	��


�����	������� �!"#���$�%&'�!�%�(

�������	
���������
)*+,)*+-../�012�333�)*+-../�4.5

����� �%����6�����(7�� �8(9���!���"��:��� ���

;�<�=����>�?��@�	�6��6�� �	�6��6�� �	�6��6���
A��:<���"��B!
�
��:
��
����>��6���6���6	�6�



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 350
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 350
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /CreateJDFFile false
  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308030d730ea30d730ec30b9537052377528306e00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /FRA <>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for high quality pre-press printing. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later. These settings require font embedding.)
    /RUS ()
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [666.142 467.717]
>> setpagedevice




