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Предисловие 
к русскому изданию

По замыслу авторов этой книги, она представляет собой введение в теорию 
принятия решений, которое включает и классическую теорию оптимизации 
(теорию принятия решений одним лицом), и теорию торга — модели ситуа
ции, где контрагенты сделки (продавцы и покупатели) последовательно делают 
предложения и контрпредложения об условиях сделки, и (некооперативную) 
теорию игр. Последняя изучает принятие решений несколькими лицами в так 
называемых стратегических ситуациях, т.е. в ситуациях, когда на результат 
решений одних индивидов влияют решения других. Таким образом, авторы 
данного учебника рассматривают эти три теории как части единого целого, 
подчеркивая взаимосвязь между проблемами принятия решений одним лицом 
и несколькими (взаимодействующими друг с другом) индивидами.

Напомним, что идеи, модели и методы теории принятия решений, и 
прежде всего теории игр, в отличие от других математических дисциплин, 
мотивируются не физическими, а социальными феноменами. И в частности, 
теория игр — это фактически «математика конфликта и сотрудничества». Это 
обстоятельство, кстати, существенно обесценивает аргументы противников 
применения математических методов в обществоведении, многие из которых 
формулируются как претензии к моделям и методам, сформировавшимся 
при исследовании физических феноменов, и сводятся к тому, что успех этих 
моделей и методов в одной области исследований вовсе не оправдывает их 
некритическое использование в другой.

Как раздел математики теория игр формируется «почти» на наших глазах, 
за какие-нибудь 40 лет, с 50-х по 80-е годы прошлого века, одновременно 
совершая революцию в обществоведении, внося существенные изменения 
как в способы моделирования общественных феноменов, так и в методы 
их исследования. Концепции решения игр, которые обсуждает теория 
игр, можно рассматривать как развитие концепции рационального поведе
ния — краеугольного камня в фундаменте неоклассической экономической 
теории — и ее распространение на стратегические ситуации. Это предоста
вило возможность исследователям освободить экономическую теорию от во 
многом искусственных предпосылок типа гипотезы совершенных рынков, 
симметричной информации и т.д. и распространить плодотворную идею 
рационального поведения на новые области исследований. Фактически 
при активном участии теории игр экономическая теория, прежде всего 
микроэкономика, превращается из науки, занимающейся производством и 
распределением материальных благ (по содержанию), в науку о стимулах, 
порождаемых социальными институтами, и влиянии этих стимулов на по
ведение и приложение теории игр (по форме). Поэтому изучение теорети
ко-игрового инструментария анализа социально-экономических феноменов 
представляется необходимым этапом обучения обществоведа, экономиста в
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частности, — что и отражают программы подготовки таких специалистов в 
ведущих университетах.

По прошествии определенного времени, «когда была найдена форма, 
адекватная простоте содержания дисциплины», стали появляться много
численные учебные пособия по теории игр, прежде всего на английском 
языке, ориентированные на разные целевые аудитории. И хотя некоторые 
великолепные монографии, отражающие состояние теории игр на более 
раннем этапе ее жизни, переведены на русский язык (Р.Д. Льюс, X. Райфа 
«Игры и решения; Г. Оуэн «Теория игр»; Дж. Мак-Кинси «Введение в тео
рию игр» и др.), переводов книг, представляющих современное ее состояние, 
практически нет, за исключением изданной на русском языке замечательной 
презентации возможностей современной теории игр в популярной форме — 
книги А.К. Диксита и Б. Нэлбаффа «Теория игр. Искусство стратегического 
мышления в бизнесе и жизни», которая вряд ли может служить пособием 
для, в частности, полноценного бакалаврского курса.

Представляется, что лежащая перед вами книга таким пособием являет
ся. Она поможет хотя бы частично заполнить указанный пробел, а также 
станет хорошим дополнением к соответствующим учебным пособиям рос
сийских авторов. По замыслу авторов этого учебника, он представляет собой 
«междисциплинарный бакалаврский курс с существенным математическим 
содержанием» и призван продемонстрировать возможности и ограничения 
математических методов анализа общественных феноменов. Для этого в 
него включены многочисленные примеры приложений теории к экономике, 
политологии, финансам и менеджменту.

Изложенный материал будет доступен читателю с достаточно скромной 
математической подготовкой, включающей вводные разделы дифферен
циального исчисления и дискретной математики. Впрочем, все необходимые 
сведения из указанных дисциплин представлены в самой книге. Тем не менее 
усвоение некоторых разделов курса, прежде всего доказательств существова
ния соответствующих концепций решения (равновесия) игр, приведенных в 
заключительной, девятой главе, требует известной аналитической культуры. 
Но, как представляется, читатели, интересующиеся главным образом прило
жениями теории и предлагаемыми методами анализа, могут соответствующие 
разделы, по крайней мере при первом чтении, опустить.

Книга может служить в качестве учебника для студентов бакалавриата 
многих специальностей, желающих ознакомиться с теорией принятия реше
ний, например, студентов экономических, бизнес- и даже математических 
факультетов, а также для тех, кто желает самостоятельно овладеть приемами 
анализа решений. Кроме того, она может использоваться как учебное посо
бие при изучении более продвинутых курсов по теории принятия решений, 
теории игр.

В.П. Бусыгин, 
научный редактор перевода



Посвящается нашим женам и детям: 
Бернадетт и Тухине;
Клэр, Диониссн,
Анише, Девике и Шармите



Предисловие

Второе издание книги «Игры и принятие решений» по
строено на характерных для первого издания сильных сторонах и расширяет и 
развивает их, чтобы книга представляла собой достаточно полное и детальное 
изложение теории игр. Так, во втором издании добавлены две новые главы 
и несколько новых разделов в семи первоначальных главах. В то время как 
первое издание соединяет элементы теории принятия решений и теории игр 
и делает это достаточно оригинальным способом, второе издание идет дальше 
в направлении более полного представления собственно теории игр. В нем 
сохранен почти в полном объеме материал первого издания с небольшими 
модификациями некоторых примеров и некоторой реорганизацией глав.

Изменения во втором издании
• Глава 2 включает достаточно много нового материала с существенно 

более тщательным обсуждением смешанных стратегий, раздел о наилуч
ших ответах и равновесии по Нэшу, более обширный список известных 
примеров матричных игр и новый раздел об играх в стратегической 
форме с неполной информацией и равновесии Байеса — Нэша. До
бавлено несколько новых примеров и в раздел о приложениях, прежде 
всего о приложениях к теории игр экономической теории.

• Глава 4, как и глава 2, расширена достаточно сильно, добавлено не
сколько новых примеров приложения динамических игр. В разделе о 
приложениях динамических игр есть теперь несколько приложений из 
экономической теории.

• Главы 5 и 6 — главы об аукционах и торге из первого издания. В главе 5 
появился новый раздел об эквивалентности доходов. Глава 6 в основ
ном повторяет главу о торге из первого издания, хотя мы перенесли 
материал о торге при неполной информации в главу 8.

• Глава 7 «Повторяющиеся игры» в первом издании отсутствовала.
• Глава 8 «Секвенциальная рациональность» основана на материале гла

вы 5 первого издания. В ней появились два новых раздела: «Совершен
ное байесовское равновесие» и «Сигналинговые игры». Она включает 
также скорректированный материал о торге при неполной информации, 
а также несколько новых примеров в разделе «Приложения».

• Последняя, девятая глава — новая и ориентируется на литературу о 
существовании разных типов равновесий, рассмотренных в предыдущих 
главах. Материал этой главы — важная часть основы теории игр. Она 
дает возможность понять, как выводятся и конструируются различные 
равновесные точки.
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• В то время как первое издание книги ориентируется на то, чтобы дать 
возможность достаточно подготовленному студенту серьезно изучить 
сочетание теории принятия решений и теории игр на основе диффе
ренциального исчисления как основного инструмента анализа, второе 
издание приближается скорее к достаточно обстоятельному учебному 
пособию по теории игр. Мы полагаем, что материал книги окажется 
полезным даже для достаточно подготовленных студентов.

• Второе издание теперь покрывает большую часть стандартного мате
риала по теории игр, включая повторяющиеся игры и игры с несовер
шенной и неполной информацией. Оно также содержит достаточно 
строгое изложение фундаментальных результатов относительно су
ществования.

И хотя книга включает ббльшую часть проблематики теории игр, в ней 
рассмотрены не все вопросы. Так, хотя материал и включает некоторые уси
ления концепции равновесия по Нэшу, он, тем не менее, не покрывает эту 
проблематику теории игр исчерпывающим образом. В результате остались не 
освещенными понятия, подобные совершенному равновесию дрожащей руки 
и собственному равновесию, хотя вполне можно утверждать, что они являются 
и полезными, и интересными. Не представлен и материал по эволюционной 
теории игр. При выборе материала мы отдавали предпочтение наиболее по
лезным и значимым понятиям, имеющим широкое приложение.

В целом книга является попыткой представить достаточно проница
тельным читателям теорию игр и теорию принятия решений в сочетании, 
насколько это возможно, с их приложениями к экономике и другим дисцип
линам. Следовательно, при каждом удобном случае мы добавляли раздел о 
приложениях, который иллюстрирует использование теории. Мы старались 
представить понятия теории в достаточно строгом виде, но в то же время 
привести примеры использования теории при анализе важных основных 
проблем в экономике и других дисциплинах.

Наконец, мы хотели бы высказать благодарность всем тем, кто обсуждал и 
рецензировал текст, и особенно д-ру Эфе Оку из Университета Нью-Йорка, 
д-ру Катри Сиберг из Университета Бирмингема и д-ру Кларку Робертсону 
из Северо-Западного университета.



Глава 1 ВЫБОР

Индивиды и группы часто должны принимать решения в 
многочисленных и различных ситуациях. Как индивиды, мы должны прини
мать решения о том, как распределить наш доход. Фирма должна принимать 
решения относительно действий, которые ей необходимо предпринять для 
того, чтобы эффективно конкурировать на рынке. Правительствам нужно 
принимать решения относительно их внешней политики, внутренней поли
тики, фискальной и денежной политики. Студентам нужно выбирать курсы 
в каждом семестре. Многообразие ситуаций, в которых индивиды должны 
принимать решения, действительно очень впечатляет.

Столкнувшись с необходимостью принять решение, мы всегда пытаемся 
понять, какое решение было бы наилучшим. Зачастую мы тратим огромное 
количество времени и энергии, прилагая отчаянные усилия, чтобы решить, 
что же делать. В одних и тех же условиях различные индивиды могут делать 
совершенно разный выбор. Кто из них прав? Принял ли один индивид хоро
шее решение, а другой — плохое? Очевидно, что ответы на данные вопросы 
зависят от критерия, который используется для оценки решений. Как хорошо 
известно, индивиды преследуют различные цели и имеют разные интересы, 
которые могут влиять на принимаемые ими решения.

Задача принятия решения обычно содержит поставленную цель и мно
жество альтернативных выборов для ее достижения. Следовательно, задача 
принятия решения, или оптимизационная задача, имеет целевую функцию 
(желаемую цель) и допустимое множество, или множество выбора (множество 
альтернативных выборов). Тогда вопрос состоит в том, какой выбор окажется 
лучшим для достижения заданной цели.

В этой главе мы обрисуем некоторые основные принципы математической 
теории оптимизации. Мы стремимся не засыпать вас техническими деталями, 
а представить некоторые наиболее важные результаты в этой области. Мы 
также продемонстрируем, как методы оптимизации могут быть использованы 
не только для принятия правильных решений, но и, что более важно, для 
того, чтобы показать, как формулировать и моделировать задачи принятия 
решений.

1.1. Функции
Функция — основное понятие в математике. Понятие функ

ции существенно для изучения как самой математики, так и ее приложений. 
Здесь оно также будет иметь фундаментальное значение.

В дифференциальном исчислении обычно полагают, что функция — это 
«формула» у - f(x), которая устанавливает отношение между двумя перемен-
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ГЛАВА 1. ВЫБОР

ными х и у. Переменная х называется независимой переменной, а у — зависимой 
переменной. Например,

у = х2, у = л/х-2, у = -Y + ' 
х —1

являются функциями. Множество всех значений переменной х, для которых 
формула/(х) имеет «алгебраический смысл», называется областью определе
ния функции. Например, область определения функции у = х2 — множество R 
всех вещественных чисел1, а область определения /(х) = Vx- 2 состоит из 
всех вещественных чисел, для которых х - 2 > 0 , т.е. [2; .

Понятие функции является намного более широким, чем было показано 
выше, и оно тесно связано с понятием множества. Вспомним, что множество 
может быть интуитивно определено как набор объектов (или элементов), 
рассматриваемых как единое целое; как это принято, будем обозначать мно
жества прописными буквами. Функция /обычно определяется как «правило», 
по которому каждому элементу х из множества X ставится в соответствие 
единственный элементу = /(х) из множества Y. Элементхназывается входом, 
а элемент/(х) — выходом. Схематично функцию/обозначают как /: X Y , 
и ее геометрическая иллюстрация приведена на рис. 1.1. Множество Xтеперь 
называется областью определения функции. В случае если Y- А,/называется 
функцией вещественной переменной.

Вот некоторые примеры функций.
• Определим функцию вещественной переменной /: /? —> R с помощью 

формулы /(х) = Зх. Таким образом, правило/информирует нас о том, 
что если х — вещественное число, то для нахождения выхода/(х) нужно 
умножить х на 3. Например,/(2) = 6, /(-3) = -9и /(0) = 0.

• Пусть X обозначает собрание книг в вашей библиотеке, N = {1,2,3...} 
(множество натуральных чисел). Определим функцию / :Х —> N по 
правилу: /(х) = число страниц в книге х. Например, если книга b со
держит 235 страниц, значит, /(Ь) = 235.

• Пусть А обозначает собрание всех машин в вашем городе, а В — мно
жество всевозможных цветов. Тогда можно рассмотреть функцию с, 
которая присваивает каждой машине какой-то цвет. То есть с: А -> В — 
правило, которое выбранной машине х ставит в соответствие ее цвет 
с(х). Если машина а желтого цвета, следовательно, с(а) = желтый, и 
если х — красная машина, то с(х) = красный.

1 Всюду в этой книге символ R обозначает множество всех вещественных чисел.
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• Пусть множество В — множество всех птиц в лесу, а Т — множество 
всех деревьев в том же лесу. Можно определить функцию f .В —>Т 
по правилу: если b — птица, то f (b) — дерево, на котором находится 
ее гнездо.

• Предположим, что Р обозначает множество всех людей, живущих в 
США, и пусть С — совокупность всех представителей конгресса США. 
Определим функцию f: Р -^С так, что f (а) — представитель конгресса 
того района, где проживает индивид а.

Предлагаем читателю подумать над примерами других функций из по
вседневной жизни.

Упражнения
X 4*  11. Найти область определения функции f(x) = ~—। •

2. Рассмотрим множество Р всех индивидов, проживающих в настоящее 
время в вашем городе. Определите, какие из нижеперечисленных пра
вил являются функциями.
(а) Для каждого человека х его отец — fix).
(b) Для каждого человека х его сын — g(x).
(с) Для каждого человека х его рост — h(x).
(d) Для каждого человека х его вес — w(x).

3. Пусть А — множество всех почтовых адресов в вашем городе и I — со
вокупность всех отправлений в заданный день в почтовом отделении 
города, которые должны быть доставлены адресатам. Для каждого 
отправления i пусть

f (z) = почтовый адрес, 
по которому оно должно быть доставлено.

Определяет ли это правило функцию на множестве I со значениями 
во множестве А (из I в А)?

4. Рассмотрим множество натуральных чисел X = {1789,1790,1791,..., 2008} 
и множество Рвсех президентов США. Определим функцию f :Х -> Р 
по правилу:

f (х) = президент США на первое декабря года х.

Например, f (1826) = Дж.К. Адамс, f (1863) = А. Линкольн, /(1962) = 
= Дж.Ф. Кеннеди,/(1971) = Р.М. Никсон. Каковы значения функции 
/(1789),/(1900),/(1947),/(1988),/(1996),/(2004) и/(2008)?

5. Пусть X и Р — множества, определенные в предыдущем упражнении. 
Для каждого года х из X положим

/ (х) = президент США на 22 ноября года х.

Определяет ли это правило функцию из X в Р?
6. Пусть В обозначает собрание книг в вашей библиотеке, и пусть для 

каждой книги х/(х) будет автором этой книги х. Является ли предло
женное правило функцией? Если не является, каким образом можно 
модифицировать его, чтобы оно стало функцией?
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1.2. Оптимизационные задачи

Не будет преувеличением сказать, что каждый раз, принимая 
решение, мы сталкиваемся с задачей оптимизации. Когда мы идем в магазин, 
например «Волмарт» (Wallmart), у нас имеется список вещей, которые хотели 
бы купить. Но каковы бы ни были наши намерения, приходится сталкиваться 
с выбором. Следует ли приобрести самый дешевый бренд? Или лучше выбрать 
бренд подороже, но более высокого качества? Или вопрос может состоять в 
том, нужны ли нам еще брюки или же взять еще одну юбку? Собираясь купить 
дом, семья должна решить, нужен ли ей большой дом или дом поменьше, но 
в нужном месте. Каждый год федеральное правительство должно утверждать 
бюджет после принятия решения о том, какое финансирование получит каждая 
программа. В экономике центральным моментом теории потребления является 
выбор, который делает потребитель. В теории фирмы фирма решает, каким 
образом максимизировать прибыль и минимизировать издержки.

Все эти задачи с принятием решений имеют общую характерную черту. 
Существует множество альтернатив Q, из которых нужно выбирать. Если 
индивиду, зашедшему в «Волмарт», нужно купить брюки, у него может быть 
более десятка альтернатив. В случае семьи, приобретающей дом в заданном 
диапазоне цен (т.е. при данном бюджете), может быть доступно много раз
личных вариантов домов, расположенных в самых разных местах. Тогда эти 
варианты определяют множество Q альтернатив для семьи. Как мы вскоре 
увидим, у потребителя в теории потребления есть множество выбора, как и 
у фирмы в теории фирмы.

Еще одна общая характеристика всех решений состоит в том, что лицу, 
принимающему решение, необходимо выработать некоторый критерий выбо
ра из альтернатив. Другими словами, лицо, принимающее решение, должно 
иметь некоторое «ранжирование» различных альтернатив из множества вы
бора. Эти «ранжирование» представляется вещественнозначной функцией 
f: Q -> R , причем более высокое значение, приписываемое альтернативе этой 
функцией, означает, что она имеет более высокий «ранг», чем альтернатива 
с более низким значением.

Понятия множества и функции, представленные в предыдущем разделе, 
являются основными инструментами для описания оптимизационных задач. 
В абстрактной форме оптимизационная задача состоит из множества Q (кото
рое называется множеством выбора или допустимым множеством1) и функции 
f R (которая называется целевой функцией). Цель при этом — выбор 
такой альтернативы из множества Q, которая максимизирует или миними
зирует значение целевой функции f То есть лицо, принимающее решение, 
решает одну из задач:

1 Множество выбора также называют множеством ограничений, достижимым множеством 
или даже множеством альтернатив.

(1) максимизироватьf (со) при условии coeQ;
(2) минимизировать f (со) при условии со е Q.

17



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

Поскольку минимизация f (со) при условии со е Q эквивалентна макси
мизации —f (со) при условии со g Q (объясните, почему), то обе задачи могут 
быть объединены в следующую общую оптимизационную задачу1:

1 Слово оптимизация происходит от латинского слова optimum, что значит «наи
лучший».

Оптимизационная задача

Максимум f (со) 
при условии со е Q

Любой выбор со*  е Q, на котором достигается максимум целевой функции f 
(т.е./(со*)  >/(со) для всех со е Q), называется точкой максимума (или точкой 
оптимума) / на множестве выбора Q.

Проиллюстрируем идею оптимизационной задачи на некоторых общих 
примерах.

Пример 1.1. Предположим, что потребитель зашел на рынок, чтобы ку
пить яблок и апельсинов, затратив при этом не более 12 долл. Яблоки стоят 
1 долл, за фунт, а апельсины 2 долл, за фунт.

Потребитель не только хочет приобрести наибольший возможный «набор» 
яблок и апельсинов, но и получить наибольшее возможное «удовлетворение». 
На практике удовлетворение (или вкус) потребителя выражается в терминах 
функции, известной как функция полезности. В данном случае будем полагать, 
что функция полезности задана в виде м(х,у) = ху.

Пара (х,у) представляет возможный «набор» яблок и апельсинов, который 
потребитель может купить. Поскольку w(2,3) = 6 > 4 = z/(4,1), то он предпочтет 
набор (2,3) (2 фунта яблок и 3 фунта апельсинов) набору (4,1) (4 фунта яблок 
и 1 фунт апельсинов).

Стоимость (в долларах) набора (х,у) — это просто число х + 2у. Огра
ничение в 12 долл., таким образом, говорит нам, что допустимые наборы 
должны удовлетворять условию х + 2у<12. Другими словами, множество 
альтернатив покупателя имеет вид

Q = {(x,y)e R2:x>0, у>0 и х + 2у<12}.

Теперь можем записать, что задача покупателя состоит в максимизации 
и(х, у) = ху при условии (х, у) е Q. ■

Пример 1.2. Промоутер общественных мероприятий хочет определить 
цену билета на предстоящее событие исходя из максимизации своего до
хода. По своему недавнему опыту он знает, что если установить цену в 
размере 12 долл, за человека, то мероприятие посетит порядка 1200 людей. 
Опыт также подсказывает ему, что каждое увеличение стоимости билета на 
1 долл, приведет к снижению посещаемости на 150 человек, а уменьшение 
стоимости на тот же 1 долл. — к увеличению на 150 человек. Дополнительно 
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ему известно, что каждый посетитель потратит в среднем 6 долл, в торговых 
лотках на товары, продаваемые по концессии. Задача промоутера состоит 
в определении, какой должна быть входная цена, чтобы максимизировать 
совокупный доход.

Чтобы сформулировать эту задачу как задачу оптимизации, действуем 
следующим образом. Обозначим через х величину, на которую цена входного 
билета превышает 12 долл, (отрицательная величина х означает, что цена 
ниже 12 долл, на —х долл.). То есть пусть цена за билет равна 12 + х долл. 
Тогда мероприятие посетит 1200-150% человек, а концессия принесет до
ход 6(1200-150%) долл. Обозначим через /?(%) доход промоутера, который 
был бы получен при увеличении цены входного билета на % долл, (сверх 
12 долл.). Тогда

А(%) = Доход от билетов + Доход от концессий =

= (Число людей) х (Цена билета) + 6(Число людей) =

= (1200 -150%)(12 + %) + 6(1200 -150%) =

= (1200-150х)(18 + х) =

= -150%2 -1500% + 21 600.

Таким образом, задача промоутера — максимизировать

/?(%) = -150%2 -1500% + 21 600

при условии %>-12, или %е(-12,0°). ■

Пример 1.3. Экспериментальные данные позволяют предположить, что 
концентрация наркотика в крови человека (измеренная в миллиграммах на 
литр) через t часов после инъекции описывается уравнением

Когда наблюдается максимальная концентрация?
То есть через сколько часов после инъекции концентрация наркотика 

максимальна? В терминах теории оптимизации требуется решить следующую 
задачу: максимум С(/) при условии г>0. ■

Пример 1.4. Предположим, что цена бушеля пшеницы составляет 4 долл., 
а цена удобрения за фунт — 0,25 долл. Фермер подметил, что при исполь
зовании п фунтов удобрения на акр он получает Vn + ЗО бушелей пшеницы 
на акр. Сколько фунтов удобрения на акр посевной площади максимизирует 
прибыль фермера?

Из формулы Прибыль = Доход - Издержки видно, что прибыль на акр 
составляет

Р(п) = + Ш - 0,25л .

Фермер должен максимизировать Р{п) при условии п > 0. ■
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Пример 1.5. Владелец автосалона ежегодно продает 200 машин. Скла
дирование одного автомобиля обходится ему в 100 долл, в год. Стоимость 
заказа новых автомобилей с завода составляет фиксированную величину в 
100 долл, и 80 долл, дополнительно за каждую машину. Сколько раз в год 
и какой объем партии следует заказывать, чтобы минимизировать годовые 
расходы на создание и хранение запасов!

Чтобы сформулировать соответствующую задачу оптимизации, обозначим 
через х объем партии заказа (конечно, х > 0). Тогда количество заказов будет 
равным 200/х. Поскольку стоимость заказа партии объемом х составляет 
величину 100 + 80х, совокупная стоимость всех заказов будет равна

ллл ол х 200 20 000 1ГПЛП(100 + 80х) х----- =----------+16 000 долл.
X X

С другой стороны, будем предполагать, что из х машин в среднем по
ловина находится на хранении, так что годовая стоимость складирования 
составит 100 х у = 50х долл. Таким образом, совокупные издержки владельца 

автосалона за год составят

х 20 000 1<ппп С(х) = 50х +—-— + 16000 долл.

Для решения задачи остается лишь минимизировать функцию С(х) при 
условии х > 0 . ■

Упражнения
1. По эмпирическим данным компанией был оценен спрос на опреде

ленный продукт:
D(p) = 120 - 2jp ,

где р — цена продукта в долларах. Сформулируйте оптимизационную 
задачу для компании, максимизирующей выручку по цене продукта р. 
[Ответ: R(p) = 120р-2р3/2.]

2. Производитель телевизоров определил, что для продажи х телевизоров 
цену нужно установить равной

р = 1200-х.

Издержки при производстве х телевизоров составляют

С(х) = 4000 + ЗОх .

Сформулируйте оптимизационную задачу для максимизации прибыли 
производителя. [Ответ: Р(х) = -х2 -ь 1170х — 4000 .J

3. Вы заходите в цветочный магазин с 20 долларами в кармане и плани
руете потратить все деньги на букет из гвоздик и роз. Каждая гвоздика 
стоит 1 долл., роза — 3 долл. Пусть ваше удовлетворение описывает
ся функцией полезности и(х,у) = х2у3 (где х — количество гвоздик, 
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у — количество роз в букете). Решение какой оптимизационной задачи 
даст наиболее удовлетворительный для вас букет?

4. Владелец магазина электроники прогнозирует, что будет продавать 
каждый год 6000 батарей для калькуляторов. Стоимость каждой ба
тарейки 0,25 долл. Издержки, связанные с заказом каждой новой 
партии батареек, составляют 20 долл. Хранение батарейки в течение 
года стоит 0,96 долл. Предположите, что владелец магазина размещает 
в год п заказов, так что размер х партии батареек при каждом заказе 
равен 6000/л. Сформулируйте соответствующую задачу оптимизации 
в терминах размера партии, минимизирующего готовые издержки соб
ственника магазина. [Ответ: владелец магазина должен минимизировать 
, z-v ч а „о 120 000 ,_ЛЛ ,функцию издержек С(х) - 0,48х + —-— +1500 .]

1.3. Условия первого и второго порядка

Решение оптимизационной задачи тесно связано со скоро
стью изменения целевой функции. Скорость изменения функции известна в 
математике как производная функции. Производной функции f \ R в 
точке с е {а, Ь) называется предел (если он существует)

f (с) = lim .*-»<• х - с

Если функция имеет производную в точке с, то говорят, что она диффе
ренцируема в этой точке. Как отмечалось ранее, производная f'(c) представ
ляет скорость изменения функции f (х) в точке с относительно изменения х. 
Постоянные функции имеют нулевую скорость изменения, поэтому их 
производные также равны нулю.

Перечислим основные правила вычисления производных. Более деталь
ная информация может быть найдена в любом вводном курсе по дифферен
циальному исчислению, например, см. [23] в библиографическом списке в 
конце книги.

Правила вычисления производных для:
• степенной функции: (хр)' = рхр~х
• суммы функций: (f + g)' =f + g'
• произведения функций: (fg)' = f'g + fg'

/f A f'g — fg'
• частного функций: = 2

Цепное правило: [/(g(x)] = /'(g(x))gz(x)

Мы готовы теперь представить следующий основной результат теории 
оптимизации функций одной переменной, определенной на открытом ин
тервале множества вещественных чисел. Точка с называется критической или
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а)
Функция, достигающая 
минимального значения 

в точке с

Функция, достигающая 
максимального значения 

в точке с

Рис. 1.2

стационарной точкой функции / если значение ее производной в с равно 
нулю, т.е. /'(с) = 0 .

Тест первого порядка на оптимальность
Пусть f Aa,b) -» R дифференцируема и имеет единственную критическую 
точку с g (а,Ь), т.е. с является единственной точкой, в которой /'(с) = 0 .
* Если /'(х)>0 для хе (а,с) и f'(x)<Q для х е (с, Ь), то/достигает свое

го максимума в точке х = с, более того, с — единственная точка макси
мума функции/на интервале (a,Z>).

• Если f(x) < 0 для х е (а, с) и f'(x) > 0 для х е (с,Ь), то /достигает свое
го минимума в точке х = с, более того, с — единственная точка минимума 
функции /на интервале (а,Ь).

Данный результат называют тестом первого порядка, поскольку он включает 
только первую производную функции. Геометрический смысл максимума и 
минимума функции на открытом интервале (а,Ь) показан на рис. 1.2.

Если целевая функция имеет вторую производную, можно использовать 
следующий тест второго порядка для выявления природы стационарных 
точек. Напомним, что производная производной /' называется второй про
изводной и обозначается как f".

Рис. 1.3
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Тест второго порядка на оптимальность

Пусть f R дважды дифференцируема и имеет единственную кри
тическую точку се(а,Ь), т.е. с является единственной точкой, в которой
ЛФ = 0. „
• Если f"(c) < 0, то/достигает своего максимума в точке х = с, более того, 

с — единственная точка максимума функции/на интервале {а,Ь).
• Если /"(с) > 0, то/достигает своего минимума в точке х- с, более того, 

с — единственная точка минимума функции /на интервале (а,Ь).

Продемонстрируем использование теста первого порядка на примере 
решений оптимизационных задач из предыдущего раздела.

Решение оптимизационной задачи из примера 1.1. Множество Q пока
зано на рис. 1.3. Обычно его называют бюджетным множеством потребителя. 
Линия х+ 2^ = 12 называется бюджетной линией. Заметим, что увеличение 
в наборе х и у строго увеличивает значение функции полезности и = ху. Это 
гарантирует, что точки максимума и(х,у) будут лежать на бюджетной линии 
х + 2у = 12 (объясните, почему). Тогда замечаем, что

и = и(х,у) = ху = (12- 2у)у = -2у2 + 12у

и 0<у<6. Следовательно, мы должны максимизировать и(у) = -2у2 +12у 
при условии 0 < у < 6. Так как и(0) = w(6) = 0 ', то достаточно максимизировать 
и(у) = -2у2 + 12у при условии 0<у<6.

Вычисляя производную, получим: и'(у) = -4у +12 = -4(у-3). Из соотно
шения z/'(y) = O находим единственную критическую точку у = 3. Нетрудно 
видеть, что и'(у) > 0 при у < 3 и и'(у) < 0 при у > 3. В соответствии с тестом 
первого порядка получаем, что функция и достигает своего максимума при 
у = 3. Тогда х = 12-2у = 12-2x3 = 6.

Таким образом, набор (6,3) максимизирует функцию полезности 
и{х, у) = ху на множестве Q.

Решение оптимизационной задачи из примера 1.2. Необходимо найти мак
симум функции

Я(х) = -150х2 -1500х + 21600 при условии хе(-12;°°).

Вынося за скобки -150, перепишем выражение в виде

Я(х) = -150(х2 -Юх+ 144).

Дифференцируя, получаем

Я'(х) = 150(-2х -10) = -300(х + 5),

откуда находим, что х = -5 — единственная стационарная точка функ
ции /?(■). Более того, /?'(х) > 0 при х < -5 и R'(x) < 0 при х > -5, следова
тельно, функция Я(х) достигает своего максимума в точке х = -5.

1 А и(1) = 10. — Примеч. пер.
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Таким образом, уменьшение стоимости билета на 5 долл, позволяет по
лучить максимальный доход R(-5) = 25 351 долл. Другими словами, входная 
стоимость билета в размере 12-5 = 7 долл, максимизирует доход. График 
функции R(x) представлен на рис. 1.4, а.

Мы можем использовать также и тест второго порядка на оптимальность, 
заметив, что R"(x) - -300 , так что R"(-5) = -300 < 0.

Решение оптимизационной задачи из примера 1.3. Дифференцируя функ
цию С(/) = —----- , использовав правило взятия производной от частного двух

г +9
функций, получим

C'(t) =
(W+9)-(/2+9)T Р+9-2/2 9-Г2

(t2 + 9)2 (/2+9)2 (Г2+9)2
Для нахождения критических точек С(/) мы должны решить уравнение 

C'(t) = 0. В нашем случае это означает, что мы должны решить уравнение 
9-^=0. Решая, находим, что t-±3. Однако, поскольку оптимизация осу
ществляется на интервале [0,°о), нужно рассматривать только критическую 
точку t = 3.

Теперь заметим, что С'(/)>0 при 0</<3 и С'(/)<0 для всех t>3. 
Согласно тесту первого порядка, С(/) достигает максимума в точке 
t = 3. Соответственно максимальная концентрация наркотика равна 

3 1С(3) = ^—- = -£• = 0,1666 миллиграмм на литр и достигается через 3 часа 

после инъекции. График функции C(t) показан на рис. 1.4, б.

Решение оптимизационной задачи из примера 1.4. В данном случае нужно 
найти оптимум функции

। у |
Р(/?) = 4-7/7+ 30 - —л = 4(/7 + 30)2 --^п при условии /7е[0,°°).

Дифференцируя, получаем
ч 1 8-V/7 + 30

Р (п) = 4у(/? + 30) 2 -- = —=_- 
4 4V/7 + 30
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Решив уравнение Р'(л) = 0, или 8-V« + 30 =0, найдем критические точ
ки. Последнее уравнение может быть переписано как >М + 30 = 8. Возводя в 
квадрат левую и правую части уравнения, получим п + 30 = 64, или п = 34.

Легко видеть, что Р'(л)>0 при 0<л<34 и Р'(п)<0 при /?>34. Со
гласно тесту первого порядка, Р(п) достигает максимума в точке п = 34. 
Таким образом, для максимизации прибыли фермеру следует использовать 
34 фунта удобрений на акр. Величина максимальной прибыли на акр при 
этом составит

Р(34) = 4V34 + 30 - ^-34 = 4 х 8 - 8,5 = 23,5 .

Решение оптимизационной задачи из примера 1.5. Дифференцируем функ- 
20 000 ,,плл

цию издержек С(х) = 50х +—-—+16000 и получаем

20 000 _ 50(х2 - 400) _ 50(х - 20)(х + 20)С (X) — эи ? — - --------------- ------------.
X X X

Откуда видно, что С'(х) < 0 при 0 < х < 20 , С'(х) > 0 при х > 20, С'(20) = 0. 
Так что, согласно тесту первого порядка, х = 20 является точкой минимума 
функции С(х) на интервале (0,°°).

Другими словами, для минимизации затрат хранения владелец автосалона 
200 1Лдолжен заказывать-^-= 10 раз в год партии в объеме 20 машин.

Упражнения
1. Найдите максимум и минимум следующих функций на указанных 

интервалах:
(а) /(х) = х2-2х + 2 при 0<х<3;
(b) g(/) = -Г2 + It + 4 при 0 < t < 3.

2. Функция издержек производителя имеет вид С(х) = 2х2 + 40х + 5000. 
Продажная цена единицы товара на рынке равна 1000 долл. Сколько 
единиц продукции нужно производить, чтобы максимизировать при
быль? Какова величина максимальной прибыли? [Ответ: 240 единиц 
обеспечат максимум прибыли размером НО 200 долл.]

3. Температура больного (по Фаренгейту) в момент времени t (измерен
ного в днях с начала болезни) в первые пять дней может определяться 
как Т(/) = —0,3/2 +1,2/ + 98,6. Какова наивысшая температура больного 
и в какой день она должна наблюдаться? [Ответ: значение наивысшей 
температуры равно 99,8, наблюдается на второй день болезни.]

4. Производитель телевизоров определил, что для продажи х единиц 
новых телевизоров необходимо установить цену в размере р = 960 - х. 
Общие затраты на производство набора из х телевизоров описываются 
функцией издержек С(х) - 4000 + ЗОх . Сколько телевизоров необходи
мо производить, чтобы прибыль была максимальна? [Ответ: 465.]
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5. Владелец 80-местного отеля знает, что все места окажутся занятыми, 
если плата за проживание составит 60 долл, в день. Обслуживание 
каждого занятого номера обходится в 4 долл, в день. По своему опы
ту владелец также знает, что если увеличить плату на х долл, свыше 
60, то х мест при этом останутся свободными. Какая цена за номер в 
отеле принесет владельцу максимальную прибыль? [Ответ: 72 долл.]

6. Фирма по предоставлению кабельного телевидения обслуживает 
20 000 домохозяйств, взимая плату в размере 30 долл, в месяц. Мар
кетинговое исследование выявило, что каждое снижение платы на 
1 долл, увеличит число клиентов фирмы на 500, а увеличение платы 
на 1 долл. — уменьшит на 500 соответственно. Какой размер платы 
позволит фирме получать максимальную прибыль и какова величина 
этой прибыли? [Ответ: увеличение на 5 долл. (35 долл, в месяц) поз
волит получать максимальную прибыль в размере 612 500 долл.]

7. Магазин бытовой техники продает 810 телевизоров в год. Стоимость 
хранения телевизора составляет 12 долл, в год. При заказе партии 
новых телевизоров магазин несет фиксированные затраты в 60 долл, 
и дополнительные затраты в 10 долл, за каждый телевизор в партии. 
Сколько раз в год потребуется магазину делать заказ, чтобы мини
мизировать затраты создания и хранения запасов? Каков при этом 
оптимальный объем партии? [Ответ: 9 раз в год, объем партии 90 те
левизоров.]

8. Дерево, посаженное в момент времени t = 0, имеет текущую стоимость 
в момент 1 (после посадки), определяемую соотношением P(f) = 2/ -10. 
Предположим, что ставка процента составляет 5% в год, дисконтиро
вание непрерывное. Когда следует срубить дерево, чтобы максимизи
ровать текущую дисконтированную стоимость? [Подсказка: текущая 
дисконтированная стоимость дерева равна Q(t) = (2/ - 10)е°'()5'.]

1.4. Использование метода Лагранжа 
при оптимизации

В двух предыдущих разделах обсуждались методы нахож
дения оптимума в случае, когда множество альтернатив — интервал (число
вой прямой). Однако в некоторых ситуациях необходимо искать оптимум, 
когда множество альтернатив описывается набором уравнений. Далее будет 
рассмотрен случай, в котором множество альтернатив является подмножест
вом плоскости ху и описывается уравнением g(x,y) = c. То есть множество 
альтернатив задается в виде

Q = {(x,y)e A2 :g(x,y) = c}.
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х
Рис. 1.5

Обычно предполагается, что функция-ограничение g(x,y), так же как и 
целевая функция, имеет непрерывные частные производные на открытом 
множестве О, содержащем Q. В данном случае наша оптимизационная задача 
формулируется так:

Максимум и(х,у) при условии g(x,y) = с.

Геометрический смысл ограничения g{x,y) - с показан на рис. 1.5.
Оптимизационная задача в этом случае имеет прозрачную физическую 

интерпретацию. Можно представить, что уравнение g(x,y) = с задает форму 
проволоки, а и(х,у) — температуру (или плотность массы) проволоки в точке 
(х,у). В таком случае решение нашей задачи даст расположение самой нагре
той точки проволоки (точки с самой высокой плотностью массы).

Для решения подобного типа оптимизационных задач необходимо при
менить метод, известный как метод Лагранжа1 *. Метод использует частные 
производные. Напомним, что частной производной df/dx функции двух 
переменных f (х,у) по переменной х называется производная f (х,у) по х 
при фиксированном значении у. Аналогично, частной производной df/dy 
функции f (х,у) по переменной у называется производная f (х,у) по у при 
фиксированном значении х. Например, если /(х,у) = хг + 2ху3 + у1, то

1 Жозеф Луи Лагранж (1736-1813) — выдающийся французский математик. Известен
благодаря его знаменитым уравнениям движения в механике.

^ = 2х + 2у3 и ^- = Ьхуг +2у. 
дх ду

Таким же образом можно находить частные производные функции более 
чем двух переменных. При вычислении частной производной по переменной 
нужно помнить о том, что в процессе дифференцирования все остальные 
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переменные полагаются константами. Рассмотрим, например, функции 
f(x,y,z) = х2 +2xy/y+xz2 и g(x,y,z,v) = ху + zv2 -cosv.

Их частные производные равны

df х df dg 2 dg ~= -p~ = 2xz, -^- = v и -T^- = 2zv + sinv.
dy y[y dz dz dv

Использование метода Лагранжа состоит в следующем. С функциями и 
и g ассоциируем новую функцию L, известную как функция Лагранжа, или 
лагранжиан, и определенную формулой

Цх, у, X) = и(х, у) + Х[с - g(x, у)].

При определении функции Лагранжа вводится новая переменная А, на
зываемая множителем Лагранжа.

По аналогии с тестом первого порядка на решении нашей оптимиза
ционной задачи обращаются в нуль все частные производные функции 
Лагранжа, т.е.

dL _ dL _ 8L _ -
дх ду Ок

Рекомендации по применению метода Лагранжа состоят в следующем.

Рекомендации по применению метода Лагранжа
Для нахождения решения задачи

«Максимум (или минимум) и(х, у) при условии g(x, у) = с» 
необходимо решить систему уравнений

dL п dL п dL п-х- = 0, ^- = 0 и -jjr- = O, дх ду dL
или, в более явном виде, необходимо решить систему уравнений:

ди(х, у) dg ди(х, у) dg
~d^~-Xd^’g{x’y)-c

с тремя неизвестными: х, у и X.
Тогда все точки максимума и минимума целевой функции и(х,у) окажутся 
среди найденных наборов (х,у).

Заметим, что решение этой системы уравнений не обязательно дает не
пременно максимум или минимум. Для того чтобы понять, каким типом 
экстремума оказывается решение этой системы, требуется некоторая допол
нительная информация относительно оптимизационной задачи.

Приведем несколько примеров для иллюстрации метода.

Пример 1.6. У компании есть две фабрики, производящие один и тот 
же товар. Фабрика А производит х единиц продукции с издержками в 
2х2 +50 000 долл., а фабрика В может производить у единиц товара с из
держками в у2 + 40 000 долл. Если требуется выполнить заказ на производство 
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1200 единиц товара, как следует распределить производство между двумя 
фабриками, чтобы совокупные издержки были минимальны?Какими будут эти 
издержки ?

Для решения задачи сначала вычислим функцию издержек С(х,у) про
изводства х единиц товара на фабрике А и у единиц на фабрике В. Это будет 
сумма издержек производства на каждой фабрике, т.е.

С(х, у) = (2х2 + 50 000) + (у2 + 40 000) = 2х2 + у2 + 90 000.

Если требуется произвести в общей сложности 1200 единиц товара, то 
будем иметь ограничение g(x,y) = х + у = 1200. Таким образом, по методу 
Лагранжа, нам необходимо решить систему уравнений:

дС dg 9С dg
= -5- = Л-^-, g(x,y) = 1200.дх дх ду ду

Вычисляя соответствующие производные, получим
4х = А, (1.1)

2у = Х, (1.2)

х + у = 1200. (1.3)
Из (1.1) и (1.2) находим, что у = 2х. Подставив это соотношение в (1.3),

получим, что х + 2х = 1200 , или х = 400, и у = 1200 - 400 = 800 .
Таким образом, полные затраты на производство будут минимальны, если 

фабрика А будет производить 400 единиц товара, а фабрика В — 800 единиц. 
Общие затраты на производство составят

С(400, 800) = 2 х 4002 + 8002 + 90 000 = 1 050 000 долл. ■

Пример 1.7. Изготовление Q единиц продукции осуществляется по тех
нологии ( t

Q(K,L) = 60K1I2 , 

где К— количество использованного капитала; L — количество часов труда. 
Цена капитала равна 20 долл, за единицу, а заработная плата составляет 
15 долл, за час. Какие значения К и L позволят произвести 4200 единиц про
дукта с минимальными издержками? Каковы эти минимальные издержки?

Функция издержек C(K,L) для К единиц капитала и L часов труда — 
это

C(K,L) = 20K + 15L.

Так что наша задача может быть сформулирована в терминах оптимизации 
следующим образом:

минимум C(K,L) = 20К + 15А 
у у 

при условии Q(K, L) - 6QK2 1} = 4200.
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Решим эту задачу, используя метод Лагранжа. Для начала вычислим про- 
dQ dQ изводные ~ и — 
дК dL

дК 2 Л 2К ’ dL ~ 3 л L ~ 3L '

В соответствии с методом Лагранжа нужно решить систему уравнений:

дк к эк’ эь к dL' 6QK L ~ 4200 •

Подставляя производные, получаем систему

15 = Л

60 Д'2!3

20 = Х
2К ’ (1.4)

Q
3L ’ (1.5)

= 4200. (1.6)

20 3L 4 3LРазделив (1.4) на (1.5), получаем -г?- = , или откуда
ij 2К 3 2К

(1.7) 
1^/8 1

Подстановка в (1.6) вместо L этого значения дает 60К2 К3 =4200.
V9 

~+— 4200 • л/9 $
Отсюда следует, что Д'2 3 = —-г-— = 72,8 . То есть К*  = 72,8 и, таким об
разом,

К = (72,8)3 =171,62.

'Г /1 14 Z 8x171,62Теперь, используя (1.7), получаем £ =------$------= 152,55.

Другими словами, с помощью 171,62 единиц капитала и 152,55 часов тру
да будут произведены требуемые 4200 единиц продукции с минимальными 
издержками в размере 20x171,62 + 15x152,55 = 5721 долл. ■

Следующий пример касается использования метода Лагранжа в цент
ральной задаче теории потребителя. Основной задачей является нахождение 
набора товаров, доставляющего максимум функции полезности потребителя 
при его бюджетном ограничении.

Пример 1.8 (максимизация полезности). Бюджетное множество потреби
теля — это

Q = {(х,у) е R2:x > 0, у > 0, р}х + р-,у < т}, 

где pt и р2 — (положительные) цены товаров, а т — доход потребителя.
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Мы предлагаем воспользоваться методом Лагранжа, чтобы проиллюст
рировать другой метод решения задачи, поставленной в примере 1.1. Итак, 
требуется решить следующую задачу оптимизации:

максимум и(х,у) = ху при условии х>0, у>0 и х + 2у<12.

Нетрудно убедиться в том, что искомый набор лежит на «бюджетной ли
нии» х + 2у = 12. Следовательно, мы решаем оптимизационную задачу:

максимум и(х,у) = ху при условии х>0, у>0 и х + 2у = 12.

Согласно методу Лагранжа требуется решить систему уравнений:

+ xt2y^2,
дх дх ду ду

или
У = А, (1.8)

х = 2Х, (1.9)

х + 2у = 12. (1.10)

Подстановка выражений для хи у из (1.8) и (1.9) в (1.10) дает 2Х + 2Л = 12, 
откуда Л = 3, х = 6 и у = 3. Таким образом, (6,3) — искомая точка макси
мума. ■

Упражнения
1. Решите задачу 3 из раздела 1.2. [Ответ: букет из 8 гвоздик и 4 роз при

носит максимальное удовлетворение.]
2. Производитель выделил 10 000 долл, на разработку и продвижение 

нового продукта. По своему опыту он знает, что если х тыс. долл, 
пойдут на разработку и у — на рекламу, то зарплаты будут примерно 

2 1
равны Q(x,y) = ЮОх2 у2 единицам. Сколько тысяч долларов нужно по
тратить на разработку и сколько на рекламу, чтобы в дальнейшем иметь 
максимально высокие зарплаты? Чему равна максимально возможная 
зарплата? [Ответ: х = 7,5; у = 2,5; максимальная зарплата 3248.]

3. Найдите максимум функции полезности и(х,у) = х3у2 на бюджетном 
множестве

Q = {(х,у): х > 0, у > 0, Зх + 5у < 15}.

4. У компании есть три фабрики, А, В и С, производящие один и тот 
же товар. Фабрика А производит х единиц продукции с издержками 

в 400+ ~х2 долл., фабрика В может производить у единиц товара с 

издержками в 200 + у + ^уу3 долл. Фабрика С может производить 

Z единиц товара с издержками в 300 + 10z долл. Если требуется выпол
нить заказ на производство 500 единиц товара, как следует распределить
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производство между тремя фабриками, чтобы совокупные издержки 
были минимальны? Какими будут эти издержки?

5. Вы заходите в супермаркет, чтобы купить три продовольственных то
вара. У вас в кармане 108 долл., и вы хотите их все потратить. Первый 
товар стоит 1 долл, за фунт, второй — 3 долл, за фунт, третий — 4 долл, 
за фунт. Если ваше удовлетворение от набора (x,y,z) представляется 
функцией полезности u(x,y,z) = xxyxz, какой набор дает вам наи
большее удовлетворение?

6. Имеется 80 ярдов забора, с помощью которого требуется оградить 
прямоугольный участок. Каковы размеры (т.е. длина и ширина) ог
ражденного участка с наибольшей возможно площадью? Чему равна 
площадь такого участка? [Ответ: длина = ширина = 20 ярдов.]

7. Цилиндрическая банка содержит 4л кубических дюймов яблочного сока. 
Стоимость монтирования одного квадратного дюйма металлической 
крышки и дна в 2 раза превосходит стоимость монтирования одного 
квадратного дюйма боковой поверхности. Каковы размеры наименее 
дорогой банки? [Ответ: радиус = 1 дюйм, высота =4 дюйма.]

8. Найдите кратчайшее расстояние от точки (0, 1) оси ординат до пара
болы х1 2 - 4у = 0.

1 Восхитительный рассказ об этом можно найти в книге Питера Бернштейна «Против 
Богов» (Bernstein Р. Against the Gods. N.Y.: John Wiley & Sons, 1996).

2 Альтернативные названия S — выборочное пространство, пространство выборок. — 
Примеч. пер.

1.5. Неопределенность и случайность

В разделе рассмотрены математические основы, необходи
мые для моделирования принятия решений при неопределенности. В нем 
в сжатом виде представлены теория вероятностей и случайные величины. 
На этом материале основывается значительная часть материала других глав.

1.5.1. Теория вероятностей

Кто-то однажды сказал, что в этом мире неизбежны только 
смерть и налоги. Все остальное подвластно случаю. Для того чтобы понять 
феномен случайности (в рамках систематического подхода), математиками 
была разработана теория вероятностей', которая основывается на концепции 
вероятностного пространства.

Под вероятностным пространством мы будем понимать пару (S,P), где 
5— конечное множество, называемое пространством элементарных событий2, 
а Р — функция, которая каждому подмножеству А с 5 ставит в соответ
ствие вещественное число Р(Л)е[0;1]. Если мы в качестве 5 рассмотрим
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Ц,s2,.И ПОЛОЖИМ # = Р({5,}) (вероятность события 5,.), то функция Р 
должна удовлетворять следующим условиям:

п
(1) р, > 0 для всех I и Р/ = 1;

/=1

(2) если А является подмножеством S, то Р(А) = У д-.
S;eA

В частности, мы имеем

Р(0) = О и P(S) = I1.

1 Символ 0 обозначает пустое множество, множество без элементов.
2 Я от английского Heads, Тот английского Tails, в соответствии с названиями изоб

ражений на монетах. — Примеч. пер.

Вместо того чтобы говорить, что (S,P) — вероятностное пространство, 
довольно часто говорят, что Р— вероятностное распределение на множестве 
исходов S.

Вот простой пример, показывающий, как можно использовать вероят
ностное пространство для моделирования неопределенности. Рассмотрим 
двухпериодную модель с периодами 0 и 1 (или «сегодня» и «завтра»), в ко
торой все известно о сегодняшнем дне, но присутствует неопределенность 
относительно завтрашних исходов. То, что может случиться завтра, описы
вается множеством S возможных исходов. Вероятностное распределение Р 
на S характеризует (чаще всего субъективные) шансы каждого из возможных 
исходов. Например, рассмотрим турнир NCCA (Национальной ассоциации 
студенческого спорта) по баскетболу среди мужских команд, который прово
дится ежегодно в марте. В турнире участвуют 64 лучшие команды колледжей, 
и, следуя определенной процедуре выбывания, определяется наилучшая муж
ская баскетбольная команда года Национальной ассоциации студенческого 
спорта. Таким образом, «сегодня», т.е. перед началом турнира, пространство 
элементарных событий имеет вид 5 = {1,2,...,64}, а неопределенность заклю
чается в том, какая из команд окажется победителем «завтра», т.е. к концу 
турнира. При спецификации распределения вероятностей на S определяем 
шансы каждой из команд выиграть турнир.

Подмножества пространства элементарных событий 5 называют собы
тиями. Если А — событие, то Я (4) — вероятность этого события, т.е. шанс 
его наступления. Пространство элементарных событий S может быть и 
бесконечным. Однако в таком случае функция вероятности Р является 
особой функцией на подмножествах S (называемой вероятностной мерой), 
определенной на особом наборе подмножеств S (событий), который обычно 
включает не каждое подмножество 5.

События можно рассматривать как представляющие случайные исходы 
вероятностных экспериментов. Например, при подбрасывании монеты могут 
быть два исхода: «орел» (Н) или «решка» (7)2. В данном примере пространство 
элементарных событий — это множество S = {Н,Т}. Если монета правильная 
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(или симметричная), мы полагаем, что Р(Н) = Р(Т) = у. Если же мы полагаем, 
что монета неправильная, мы можем приписать другие вероятности собы-

1 2тиям Н и Т; например, положить, что Р(Н) = ^, а Р(Т) = — .
В вероятностном эксперименте с подбрасыванием кости (игрального 

кубика) вероятностное пространство — это множество 5 = {1,2,3,4,5,6}, 
где каждое число i представляет событие: после подбрасывания кости число i 
оказывается на верхней грани кубика. Если мы предполагаем, что кубик «пра

вильный», то мы приписываем вероятности />. 1 «любому I. о

1.5.2. Случайные величины

Удобный способ описания исходов случайных событий — 
использование понятия случайной величины. Мы начали с обсуждения веро
ятностного пространства (5, Р), чтобы далее рассмотреть эту концепцию.

Случайной величиной называется функция X : S -^> R (из вероятностного 
пространства во множество вещественных чисел). Со случайной величи
ной X мы ассоциируем некоторые подмножества (события) выборочного 
пространства. Если А — подмножество R (множества вещественных чисел), 
то под записью X е А мы подразумеваем событие выборочного пространства 
{5 е S: X(s) е А}. То есть мы будем использовать крайне удобные статисти
ческие обозначения

X&A = {s&S:X(s)eA}eA.

Например, если х — произвольное вещественное число, то

X <x-{seS : X(s) < х}.

Кроме того, а< X <b = {seS:a<X(s)<b}.
С каждой случайной величиной связана некоторая функция, называемая 

функцией распределения. Функция распределения указывает вероятности, с 
которыми случайная величина принимает различные значения, и определя
ется следующим образом.

Определение 1.9 (распределение случайной величины). Пусть X :S -у R — 
случайная величина. Тогда функцией распределения X называется функция 
F .R-^ R, определенная для (каждого) вещественного числа х соотношением

F(x) = Р(Х < х).

Проиллюстрируем понятие функции распределения случайной величины 
на двух примерах.

Пример 1.10. Рассмотрим случайный эксперимент с подбрасыванием 
монеты. Ранее мы упоминали, что вероятностным пространством здесь 
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является множество S = {Н,Т} и (предполагая, что монета идельно ровная) 

вероятности событий Р(Н) = Р(Т) = ~.

Рассмотрим случайную величину X: S R , определенную следующим 
образом:

%(Я) = 1, Х(Т) = 2.
Легко видеть, что

0, если х< 1, 
{Н}, если1<х<2, 
{Н,Т}, если х>2.

Это приводит к следующей функции распределения:

F(x) = P(X<x) =

О, если х<1, 

у, если 1 < х <2, 

1, если х >2.

График этой функции представлен на рис. 1.6, а. ■

Пример 1.11. Теперь рассмотрим эксперимент с бросанием кости. Вы
борочное пространство — это 5 = {1,2,3,4,5,6} и р,,= для каждого /.

6
Определим случайную величину X:S—>R как X(i) = i. Тогда функция 

к 
распределения F случайной величины X будет следующей: F(x) = , где

6
кх — число целых чисел из множества 1, 2, 3, 4, 5, 6, меньших или равных х.
График F(x) изображен на рис. 1.6, б. ■

Форма графиков функций распределения на рис. 1.6 отражает фундамен
тальные свойства всех функций распределения. Они описаны в следующей 
теореме.

Теорема 1.12 (свойства распределений). Пусть F: R—> R — функция рас
пределения случайной величины X. Тогда

(1) 0 < F(x) < 1 для любого х;
(2) F— неубывающая функция, m.e. F(x)<F(y) при х<у;
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Рис. 1.7. График типичной функции распределения

(3) lim F(x) = 0 и lim F(x) = 1;

(4) Р(а < X <b) = F(b) - F(a) при a<b\
(5) Р(Х = а) = скачок функции распределения F(x) в точке х= а.
Пример типичной функции распределения показан на рис. 1.7.

1.5.3. Ожидаемое значение случайной величины

Со случайными величинами связаны следующие три их 
характеристики: математическое ожидание, дисперсия и стандартное откло
нение. Они определяются следующим образом.

Определение 1.13. Пусть X.S R — случайная величина.
1. Математическое ожидание или ожидаемое значение Е(Х) случайной 

величины X — это

Е(Х) = ^Р;Х(8;).
1=1

2. Дисперсия Var(X) случайной величины X — это

3. Стандартным отклонением о случайной величины X является положи
тельный квадратный корень из дисперсии X, т.е.

о = ф¥аг(Х) .

Ожидание (или ожидаемое значение) измеряет среднее значение случай
ной величины (или среднее значение). Дисперсия и стандартное отклонение 
служат мерой «рассеяния» или «разброса» значений случайной величины 
относительно ожидаемого значения. Как мы увидим далее, данные пара
метры представляют собой очень полезные обобщенные характеристики 
распределения случайной величины.

Проиллюстрируем данные понятия на случайных величинах из приме
ров 1.10 и 1.11.
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Что касается примера 1.10, имеем следующие значения: 

£W = |xl + lx2 = j,

If 3 V 1 ГVar(X) = 1-|] +1[

В примере 1.11 получаем

£(Х) = -хХ|+гх2 + -гхЗ + -гх4 + -гх5 + -гх6 = -^ = -г-, о 6 6 6 6 6 62
6 / 7 -,2 тсад=1б£()-|) =||,

am=^т =Щ=i,7os.
Во многих ситуациях случайности и неопределенности функция распреде

ления случайной величины достаточно хорошо предоставляет информацию, 
касающуюся рассматриваемого случайного эксперимента. По этой причине 
выборочные пространства (и даже случайные величины) во многих приложе
ниях отодвигаются на второй план, и вместо них рассматриваются функции 
распределения случайных величин. Рассмотрим следующий пример.

Пример 1.14. Рассмотрим акцию, доходности которой и их вероятности 
описываются в табл. 1.1. Можно трактовать доходность акции как случайную 
величину R, которая принимает значения 0%, 5%, 8% и 10% с указанными 
вероятностями. В данном примере не указано пространство элементарных со
бытий, на котором определена случайная величина R, хотя события, которые 
приводят к искомым доходностям, являются элементами этого пространства. 
Так обычно и поступают во многих приложениях, где подходящая инфор
мация о том, что может произойти, исчерпывающим образом описывается 
распределением случайной величины. В таком случае существует много спо
собов определить пространство элементарных событий. Например, положим, 
что 5 = {а, Ь, с, d}, и определим профиль вероятностей на 5 в виде Р(а) = 0,3, 
Р(Ь) = 0,2, Р(с) = 0,4 и P(d) = 0,1. Теперь можно рассмотреть случайную вели
чину R: 5 -> R , определенную как R(a) = 0, R(b) = 5, R(c) = 8 и R(d) = 10. Как

Таблица 1.1

Доходность акции

Вероятности

0,3 0%
0,2 5%
0,4 8%
0,1 10%
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видно, не требуется специфицировать пространство элементарных событий, 
и для нас здесь важно только распределение. (Попробуйте построить другие 
пространства элементарных событий для этого примера.)

Заметим, что ожидание случайной величины R равно
E(R)~ 0% хО, 3 + 5%х0,2 + 8% хО, 4 +
+ 10%х0,1 = 1% + 3,2% + 1% = 5,2%.

Ее дисперсия имеет вид
Var{R) = [Q-5,2]2 х0,3 + [5-5,2]2 х0,2 + 
+ [8 - 5,2]2 х 0,4 + [10 - 5,2]2 х 0,1 = 13,56, 

а стандартное отклонение

о(Я) = jVar(R) = л/13,56 = 3,6824 .

Ожидаемое значение в 5,2% представляет среднюю доходность акции, 
а стандартное отклонение 3,6824% показывает рассеяние фактически реа
лизованных доходностей вокруг среднего значения 5,2%. Стандартное от
клонение часто используется в качестве меры волатильности, или «риска», 
доходности. ■

Некоторые виды распределений являются универсальными и часто воз
никают во многих задачах. В разнообразных приложениях распределения 
являются также непрерывными функциями и могут быть выражены в тер
минах плотности распределения следующим образом.

Определение 1.15. Говорят, что функция распределения Fслучайной величи
ны X имеет функцию плотности, если существует неотрицательная функция 
f : R^> R {называемая функцией плотности или просто плотностью), такая 
что для всех xeR выполнено

F(x)=]f{t)dt.

Кроме того что функция плотности всегда положительна, она также 

удовлетворяет соотношению ^f(t)dt-l. Функция плотности позволяет 

находить вероятности случайной величины X в терминах интегралов. Для 
любых вещественных акЬ {а<Ь) выполняется соотношение

ь
Р{а < X < b) = Р{а< X <b) = Р{а< X <b) = f(t)dt. 

а
Заметим также, что

P{X>a) = ]f{t)dt. 
а

В терминах функции плотности ожидаемое значение (математическое 
ожидание) и дисперсия случайной величины могут быть вычислены по 
формулам
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Е(Х)=

Var(X)=]\t-E(X)]2f(t)dt.

1.5.4. Равномерное и нормальное распределение

Заканчивая раздел, приведем два важных примера функций 
распределения, которые часто встречаются на практике. Первое из них — рав
номерное распределение.

Пример 1.16 (равномерное распределение). Говорят, что случайная вели
чина X имеет равномерное распределение на конечном замкнутом интервале 

если функция плотности X имеет вид

О,

/(%) =

еслих < а, 

если а < х < Ь, 

еслих > Ь.

Функция распределения выглядит следующим образом:

F(x)= ] f(F)dt =
О, если х < а, 
х-а ---- , если а < х <
Ь-а
1, еслих >6.

Графики функции плотности и функции распределения равномерной 
случайной величины представлены на рис. 1.8.

Вычислим математическое ожидание, дисперсию и стандартное отклоне
ние равномерно распределенной случайной величины X:

со 1 b 1 2 2 tс г, 1 г , b -а а + Ь£ % " I ~ ~ 2(й-«) ~ '

а(X) = JVar(X) = ■

Мы будем использовать равномерно распределенные случайные величины 
в дальнейшем изложении. ■

Приведем пример с использованием равномерного распределения.

Пример 1.17. Некий индивид обнаружил, что случайная величина X — 
время, которое он тратит на дорогу до офиса, равномерно распределена на
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интервале от одного часа до одного часа и 15 минут. Ему необходимо прийти 
на работу к 8 часам утра. Используя свойства равномерного распределения, 
мы можем ответить на следующие вопросы.

(1) Когда ему нужно выйти из дома, для того чтобы прийти на работу 
к 8:00 (i) с вероятностью 1 и (й) с вероятностью 0,9?

(2) Когда он рассчитывает прийти на работу, если выйдет из дома 
в 7:00?

(3) Каково стандартное отклонение времени прибытия при выходе из 
дома в 7:00?

В этом примере время прихода равномерно распределено на замкнутом 
интервале [d + !,</ +1,25] часов, где d — время выхода из дома. Таким об
разом, если индивид выйдет из дома в 6:45, то время его прихода на рабо
ту будет расположено в интервале [7:45,8:00] с вероятностью 1. Если ему 
необходимо прийти на работу к 8:00 с вероятностью 0,9, а X — случайная 
величина времени его прихода, то время отправления должно удовлетворять 
соотношению

P(d +1 < X < 8) = 0,9.

Поскольку плотность распределения времени прибытия имеет вид

Ж> =
q-^5=4, если </ + 1 <x<d+1,25,

0, если х < d +1 или х > d + 1,25,

то из соотношения P(d +1 < X < 8) = 0,9 следует, что

[8-(</ + 1)]х4 = 0,9 .

27 1Следовательно, d = —= 6,7777. Это значит, что этот индивид должен 
отправиться на работу через 48 секунд после 6:46, если хочет прийти на 
работу в 8:00 с вероятностью 0,9.

Если он отправится на работу в 7:00, то он придет на работу между 8:00 и 
8:15. Ожидаемое время прихода составит 30 секунд после 8:07. Стандартное 
отклонение времени прихода
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OV271

0,25^3 п
—т— = 0,0722 часа, о

или 4,33 минуты. ■
Теперь перейдем к нормальному распределению.

Пример 1.18 (нормальное распределение). Говорят, что случайная величи
на X имеет нормальное распределение с параметрами т и о2, если ее функция 
плотности имеет вид

(Х-'Л)2 
е 2о2 .

То есть функция распределения нормально распределенной случайной ве
личины X с параметрами т и о2 задается формулой

ф'<х,=^1г

(В статистике общепринято использовать прописную греческую букву Ф для 
обозначения нормального распределения.)

График функции плотности f(x) представляет собой кривую в форме 
колокола, симметричную относительно прямой х = т. Графики функций 
f(x) и ФДх) изображены на рис. 1.9.

Оказывается, что математическое ожидание и дисперсия нормально рас
пределенной случайной величины X имеют простой вид

Е(Х) = т и Var(X) = о2.

В случае т = 0, о = 1 мы имеем дело со стандартным нормальным распре
делением {стандартным нормальным законом). Функция распределения Ф для 
стандартного нормального распределения имеет вид

Значения функции Ф можно найти в табл. 1.2. Для отрицательных значе
ний х значение Ф находится из соотношения

Ф(х) = 1 - Ф(-х).
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Таблица 1.2. Значения функции Ф(х)

X 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7919 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7398 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0.8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1.0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1.6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9485 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0.9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0.9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2.8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9929 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1 0.9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0.9992 0,9993 0,9993
3.2 0.9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995 0,9995
3,3 0,9995 0.9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998

В общем случае, если X — нормально распределенная случайная величи
на с параметрами т и о2, то ее распределение может быть выражено через 
распределение стандартной нормальной случайной величины по формуле

\ яЛ х~тФх(х) = Ф[——

По этой формуле и на основе табл. 1.2 значений Ф(х) можно вычислять 
значения любого нормального распределения.

Приведем пример с использованием нормального распределения.
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Пример 1.19. Вернемся к примеру 1.17, в котором рассматривалось, сколько 
времени требуется некоему индивиду на дорогу до работы. Но теперь пред
положим, что время прихода имеет нормальное распределение со средним 
т = 1 час и стандартным отклонением о = 8 минут, или 0,1333 часа.

(i) Если он выйдет на работу в 7:00, то какова вероятность быть на ра
бочем месте в 8:00?

(ii) Чему равна вероятность прихода на работу к 8:00, если он выходит 
в 6:45?

Вероятность прихода на работу до 8:00 в случае выхода в 7:00 равна ве
роятности нахождения в пути не более часа. А это может быть вычислено 
следующим образом:

Р(Х<1) = Р(Х< Mean) = 0,5’.

Вероятность дойти до работы к 8:00 при условии, что выход состоялся в 
6:45, составляет

Р(Х < 1,25) = (1,25) = Ф^^у) = Ф(1,8755) = 0,9696 .

Последнее значение вероятности получено таким образом: по табл. 1.2 
вероятность для стандартной случайной величины быть меньшей или равной 
1,87 составляет 0,9693, а быть меньшей или равной 1,88 — 0,9699. Мы взяли 
среднее двух величин и получили вероятность 0,9696. ■

Упражнения
1. Изобразите функцию распределения случайной величины из при- 

1 2мера 1.10 с вероятностями Р(Н) = — и Р(Т) = ^. Вычислите ее 

математическое ожидание, дисперсию и стандартное отклонение. [Ответ: 
5 2Е(Х) = ^; Var(X) = j.]

2. Доходность акций может рассматриваться как случайная величина. 
Изобразите распределение случайной величины У «доходность акции», 
приносящей доход в 3% с вероятностью 1/3, 6% с вероятностью 1/3 
и 10% с вероятностью 1/3. Что является выборочным пространством 
случайной величины X?

3. Транспортная компания южного направления каждые 30 минут с не
которой станции отправляет на юг автобус. Некая женщина приходит 
на станцию в случайный момент времени. Пусть X — случайная ве
личина, представляющая время (в минутах) ожидания ею следующего 
автобуса. Будем полагать, что утверждение «она приходит на станцию 
в случайный момент времени» означает, что X имеет равномерное 
распределение на интервале [0,30]. Нарисуйте график распределения и 
вычислите вероятность того, что ей придется ждать автобуса не более 
21 минуты. [Ответ: 70%.]

1 Mean — среднее значение или ожидаемое значение. — Примеч. пер.
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4. Пусть X — случайная величина, представляющая количество ошибок 
на одной странице книги. Если %равномерно распределена на отрезке 
[0;1,1], какова вероятность, что найдется хотя бы одна типографская 
ошибка на этой странице? [Ответ: 9,1%.]

5. Годовое количество осадков (в дюймах) на конкретной территории яв
ляется случайной величиной X. Предположим, что Xимеет нормальное 
распределение с параметрами т = 30 и о = 5. Какова вероятность, что в 
данном году на данной территории выпадет более 35 дюймов осадков? 
[Ответ: 15,87%.]

6. Пусть X— случайная величина, измеряющая количество миль, которые 
способен проехать автомобиль до момента выхода из строя его акку
мулятора. Будем считать, что распределение X задается формулой

H_e-o,oooix еслих>0, 
F (х) = ] 

[0, еслих<0.
Водитель собирается проехать 5000 миль: с какой вероятностью это пу
тешествие обойдется без замены аккумулятора? [Ответ: е“0,5 =60,65.]

7. Время работы (в годах) некоей электронной трубки можно описать 
случайной величиной X с функцией плотности

8.

9.

10.

. [хе х, еслих>0, 
/(*)  = л п 

[0, если х < 0.
Чему равно ожидаемое время работы такой трубки? [Ответ: 2 года.] 
В рекламе некоего бренда хлопьев «Мюсли» утверждается, что среднее 
количество изюма в каждой коробке составляет 80 штук со стандартным 
отклонением в 6 штук. Если изюм окажется нормально распределен
ным, с какой вероятностью в произвольной коробке будет: а) меньше 
чем 70 штук; б) больше чем 90 штук?
Как изменится ответ в случае равномерного распределения?
Предположим, что единожды подбрасываются две игральные кости. 
Исход такого эксперимента выражается парой чисел (х,у), представляю
щих собой числа на верхних гранях этих костей. Чему равно ожидаемое 

35 значение абсолютной разницы этих чисел? [Ответ: —.]
1о

Предположим, что Ф — стандартное нормальное распределение, т.е. 
что

1 х 
Ф(х) = -■== [ е 2 dt.

(а) Покажите, что для любого вещественного х верно, что Ф(х) = 1 - Ф(-х).
(Ь) Докажите, что если X имеет нормальное распределение с пара

метрами т и о2, то для любого вещественного числа х выполнено
соотношение

, / , х-т\Фх(*) = Ф[-^— J
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1.6. Принятие решений в условиях 
неопределенности
Цель раздела — ввести понятие ожидаемой полезности и 

убедить читателя в том, что это понятие — очень важный (и полезный) ин
струмент анализа принятия решений при неопределенности.

1.6.1. Концепция ожидаемой полезности

Во многих ситуациях результат решения зависит от случая. 
При покупке акций или облигаций индивид обычно не знает в точности 
будущей стоимости своих инвестиций. Когда фермер принимает решение 
о выращивании той или иной сельскохозяйственной культуры, он не знает, 
какой будет ее цена на момент сбора урожая. Подобным же образом, поку
пая лотерейный билет, индивид совсем не уверен в том, что выиграет. Тем 
не менее принимать решения в условиях неопределенности необходимо, и 
вопрос состоит в том, существует ли систематический и непротиворечивый 
метод, позволяющий принимать решения в таких неопределенных условиях. 
В разделе будут изучены основные положения теории принятия решений при 
неопределенности, известной как теория ожидаемой полезности.

Каждое решение в условиях неопределенности можно рассматривать как 
решение о выборе лотереи. Лотерея L — это не что иное, как вероятност
ное пространство (S,P), т.е. L = (S,P). Другими словами, лотерея состоит 
из множества альтернатив (или исходов) S = {5,,...,5,,}, характеризующих 
неопределенность (т.е. возможные «завтрашние» состояния мира) вместе 
с распределением вероятностей Р на S, где р, = Р({$(}) представляет собой 
вероятность того, что завтра реализуется состояние Часто с исходом 5, 
связывают богатство w, и интерпретируют р, как вероятность получения бо
гатства wt при принятии решения или розыгрыша лотереи. Таким образом, 
мы можем представлять лотерею L как набор пар L = {(w,.,p;): i = , ког
да лотерея имеет п возможных альтернативных исходов 1,2,..., я , и каждый 
исход i реализуется с вероятностью р;. Ожидаемое богатство от лотереи L 
определяется вещественным числом

= ■ 
i=i

Приведем пример, предвосхищающий дальнейшую дискуссию.

Пример 1.20. Для простоты предположим, что индивиду требуется решить, 
куда вложить 100 долл. Альтернативы следующие:

(1) купить облигацию, которая принесет доход в 6% (6 долл.);
(2) инвестировать в акцию, которая принесет доход в 3% с вероятностью 

1/3, 6% с вероятностью 1/3 и 10% с вероятностью 1/3.
В наших терминах, индивиду необходимо выбрать из двух лотерей:

ц = {(6,1)} И 4 = (з 1),[б, ’ )(ю,1.
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Понятно, что вложение в акцию связано с риском, поскольку имеется 
шанс, что ее доходность окажется равной 3%. Но с другой стороны, есть 
хороший шанс получить высокий доход в 10%. Какой выбор сделает индивид 
в данной ситуации? Очевидно, ответ будет зависеть от склонности индивида 
к риску. Если он готов на некоторый риск, то будет оценивать ожидаемый 
доход от обоих вложений

£(£1) = 1х6 = $6, 
£’(4) = |хЗ + |х6 + |х10 = $6,33.

Таким образом, ожидаемый доход по акции оказывается выше, чем ожи
даемый доход по облигации. Как уже отмечалось, решение о том, какая из 
двух лотерей лучше, полностью зависит от склонности индивида к риску и 
от его выбора. Эта тема и будет предметом нашего обсуждения. ■

При принятии решений в условиях неопределенности различные (воз
можные) исходы могут привести, вообще говоря, к различным уровням 
богатства. Богатство чаще всего может быть преобразовано в потребление 
и, следовательно, в полезность. Таким образом, мы можем говорить о по
лезности, порожденной богатством w, и записывать это как u(w). На более 
абстрактном и формальном языке математики мы бы сказали, что если ре
шение, т.е. выбор лотереи, скажем, £ = {(w1,pl),(w2,p2),(w3,p3)}, приводит к 
одному из альтернативных уровней богатства v\, w2, w3, то это же решение 
имеет результатом один из трех альтернативных уровней полезности «(wj, 
w(w2), w(w3). Пусть известно, что эти исходы реализуются с вероятностями 
pt, р2, р3. Тогда ожидаемая полезность лотереи L равна

Eu(L) = р}и(ъ\) + p2u(w2) + p3u(w3).

Функция u(w) называется функцией полезности на богатстве или функцией 
полезности Неймана — Моргенштерна'. Она является «внутренней» для индиви
да и характеризует его предпочтения среди различных уровней богатства.

В дальнейшем мы будем игнорировать отрицательные значения богатства, 
поскольку законы о банкротстве не позволяют индивидам иметь отрицатель
ный уровень богатства1 2.

1 Альтернативное, и как представляется, более распространенное название для функции 
полезности на исходах (или соответствующих этим исходам богатствах) — элементарная 
функция полезности или функция полезности Бернулли (по имени исследователя, который 
впервые, при объяснении так называемого Петербургского парадокса, ввел и использовал 
частный случай такой функции u(w) = In w). Функция полезности Неймана — Морген
штерна в этом случае — альтернативное название функции ожидаемой полезности — адди
тивная по вероятностям оценка лотереи или, другими словами, аддитивная по вероятности 
функция полезности, представляющая предпочтения на лотереях. — Примеч. ред.

2 В некоторых случаях полезность на богатстве w = 0 полагают равной -<», т.е., «(0) = 
В принципе можно было бы определить функцию полезности на (-«», «■), однако это 
приводит к некоторым неудобствам при интерпретации функции полезности. Заметим, 
что при этом функция полезности может принимать отрицательные значения.
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Определение 1.21. Функция полезности Неймана — Моргенштерна {или 
функция полезности на богатстве) — это строго возрастающая функция 
и: [0, оо) -> [0, о°), удовлетворяющая м(0) = 0 .

Теперь мы готовы определить величину ожидаемой полезности лотереи.

Определение 1.22. Если и — функция полезности индивида на богатстве, то 
его ожидаемая полезность от лотереи L = {(w;,/?,.): z =— это вещест
венное число, равное

Eu(L) = '^Piu(wi). 
i=]

Нашей следующей задачей является демонстрация того, что понятие ожи
даемой полезности представляет собой центральную идею теории принятия 
решения при неопределенности. Как уже говорилось, любое решение при 
неопределенности можно рассматривать как выбор подходящей лотереи. Это 
значит, что если обозначить через £ множество всех лотерей, то индивид 
должен иметь предпочтение на этом множестве £ (задаваемое отношением 
предпочтения >), где запись £, > £2 означает, что «лотерея Lt как минимум 
настолько же хороша (для данного индивида), как и лотерея £,». Конечно, в 
соответствии с отношением предпочтения >, индивид, поставленный перед 
выбором из двух лотерей, А, и £2, либо предпочтет лотерею £, лотерее £2, 
либо предпочтет лотерею £2 лотерее Ц, либо не будет делать различий между 
ними, т.е. £, > £2 или £2 > £, или и то и другое одновременно. Возникает 
следующий вопрос.

• Каким свойствам «рациональности» должно удовлетворять типичное 
отношение предпочтения > на множестве лотерей £?

Три очевидных стандартных условия «рациональности» любого отношения 
предпочтения на множестве £ следующие.

1. Полнота, т.е. для любых двух лотерей L, и £2 верно, что либо £, > £2, 
либо £2 > £15 либо и то и другое одновременно (случай безразличия).

2. Рефлексивность, т.е. Lt L для любой лотереи £.
3. Транзитивность, т.е. если выполняются соотношения L} > £2 и £2 > £3, 

то должно выполняться соотношение £, > £3.
Ясно, что любая (определенная на множестве лотерей £) функция по

лезности U, U '.£—?R, представляет следующее отношение предпочтения > 
на £: Ц £2 когда и(Ц)>и(1Д), которое должно удовлетворять трем вы
шеперечисленным свойствам. В частности, ожидаемая функция полезности 
Еи :£-э R индивида с элементарной функцией и на богатстве, определенная 
для каждой лотереи £ = {(w1,/?1),(w2,p2),...,(w„,p„)}правилом

£//(£) = £p,zz(w,.), (*)
1=1

порождает такое предпочтение.
Напомним теперь, что функция полезности U: £-э R представляет собой 

отношение предпочтения > на £, если £, > £2 имеет место тогда и только 
тогда, когда {ДЬ^иЩ). Рассмотрим следующий вопрос.
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• Каким дополнительным условиям «рациональности» должно удовлетворять 
отношение предпочтения, для того чтобы гарантировать существование 
представляющей его функции ожидаемой полезности вида (*)?

1 Лотерея pL, + (1 - p)L2 называется составной лотереей и определяется так: если две 
лотереи £, и £2 имеют одно и то же множество альтернатив, скажем,

Li={(wl,pl):i = l,...,n} и £2 = {(и',.,р,
то любая вероятность р (т.е. 0 < р < 1) порождает (составную) новую лотерею

рЦ + (1 - Р)К> = {(/w, + (1 - p)wi, рр, + (1 - р)р'д: i = 1„.., п}.
Если Lx и L, имеют неодинаковые множества альтернатив, то можно рассмотреть 

объединение А всех возможных альтернатив обеих лотерей и считать, что и £2 имеют 
одно и то же множество альтернатив А. Заметим, однако, что при этом альтернативы из L,, 
которые не содержатся в £р имеют нулевую вероятность в лотерее L,, а альтернативы 
из £и не попавшие в £2, имеют нулевую вероятность в £2. Таким образом, для любой 
вероятности р лотерея pLt + (1 - p)L2 корректно определена.

Для существования представляющей данное отношение предпочтения 
ожидаемой функции полезности необходимо выполнение двух дополни
тельных условий.

(1) Независимость: если £2 и 0 < р < 1, то для любой лотереи £3 ло
терея рЦ + (1 - р)Ц не хуже, чем лотерея рЦ + (1 - р)Ц, или

РЦ + С - Р)Ц Р4 + 0 - Р)Д '•

(2) Непрерывность: для любых трех лотерей Lx, L, и L3 множества 

{ае[0,1]:аД Ц},

{pe[O,IJ: Zg >р£, +(l-p)Z^}

— замкнутые подмножества интервала [0,1].
Следующий пример иллюстрирует аксиому независимости.

Пример 1.21. Рассмотрим лотереи

£, ={(6,1)}, L, ={(3,|}(6,

Лотерею Lx можно трактовать как описывающую ситуацию, когда некто 
покупает актив, приносящий гарантированный доход в 6%, и другую лотерею 
(Л2), описывающую, что случится при покупке актива, приносящего 3%, 6% 
либо 10% с вероятностями по 1/3. Рассмотрим теперь третью лотерею,

= 4/)’(5>4’У(б>4’■

Составная лотерея pLl+(l- р)Ц имеет вид

VM54(i -4(6’^к'°4(1 -rt)} ■
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В свою очередь, составная лотерея рЦ + (1 - р)Ц имеет вид

Предположим, что индивид предпочитает лотерею Ь2 лотерее Lx, тогда, по 
аксиоме независимости, индивид должен предпочитать составную лотерею 
pl^+tt- р)Ц составной лотерее рЦ+(\- р)!^ при любом 0<р<1. ■

Как видно из примера, аксиома независимости налагает существенные 
ограничения на отношения предпочтения среди лотерей. Указывая, каким 
должно быть отношение предпочтения на семействе составных лотерей, 
если определено отношение предпочтения между двух простыми лотереями, 
она не дает возможности рассматривать составные лотереи, получаемые из 
данных простых, иначе, чем требует отношение предпочтения между двумя 
простыми лотереями, даже после включения третьей лотереи. С другой сто
роны, аксиома независимости, налагая ограничения на предпочтения среди 
составных лотерей, элиминирует отношение порядка, которое во многих 
случаях может оказаться достаточно парадоксальным.

Если к требованиям полноты, рефлексивности и транзитивности добавить 
требование непрерывности и независимости, то можно доказать, что удовлет
воряющее им отношение предпочтения представимо функцией ожидаемой по
лезности. Это фундаментальный результат в экономике, известный как теорема 
об ожидаемой полезности, широко изучен в экономической литературе'.

Рассмотрим следующую версию теоремы об ожидаемой полезности.

Теорема 1.24 (теорема об ожидаемой полезности). Если предпочтения ин
дивида на множестве лотерей £ (в дополнение к полноте, рефлективности 
и транзитивности) удовлетворяют условиям независимости и непрерывности, 
то они представимы функцией ожидаемой полезности. Другими словами, при 
данных условиях существует функция полезности и на богатстве w, такая что 
для функции ожидаемой полезности U : £ —> R , определенной на любой лотерее 
L = {(wx,p}),(w1,p1),...,(wn,pn)} по правилу

иЩ = ^рхи^),
/=1

выполняется следующее условие: Lx > L2 тогда и только тогда, когда 
и{Ц)>ищ).

Важное заключение из теоремы об ожидаемой полезности:
• Рациональные индивиды, осуществляя выбор при неопределенности, могут 

использовать свои функции ожидаемой полезности.
В завершение подраздела рассмотрим классификацию индивидов на ос

нове их функций полезности Неймана — Моргенштерна. Классификация

1 Обсуждения теоремы ожидаемой полезности можно найти в: [83, р. 156; 45, р. 76 
(Proposition 3.1)]; 53, ch. 6].
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учитывает отношение к риску, которое может быть отражено в характерис
тиках функции полезности на богатстве.

Определение 1.25. Пусть и — функция полезности индивида на богатстве.
(1) Если функция полезности на богатстве линейна, т.е. имеет вид

u(w) = aw , а> 0,

то индивид нейтрален к риску.
(2) Если функция полезности на богатстве вогнута {соответственно строго 

вогнута), то говорят, что для индивида характерно неприятие риска 
(соответственно строгое неприятие риска, или индивид является рис- 
кофобом).

(3) Если функция полезности на богатстве выпукла (соответственно строго 
выпукла), то говорят, что индивид характеризуется положительным 
отношением к риску (соответственно строго положительным отноше
нием к риску, или является рискофилом).

Чтобы дать экономическую интерпретацию вышеизложенных определе
ний, напомним определения вогнутых и выпуклых функций. Веществен
нозначная функция и: I —> R , где I — вещественный интервал, называется

• выпуклой, если

z/(axj + (1 - a)x2) < az/(X]) + (1 - a)z/(x2)

для любых х,,х2 е / , таких что х, * х2, и 0 < a < 1.
Если неравенство строгое, то и называют строго выпуклой;

• вогнутой, если

и(<хху + (1 - a)x2) > azz(x,) + (1 - a)zz(x2)

для любых Х],х2 е I, таких что хх * х2 и 0 < a < 1.
Если неравенство строгое, то и называют строго вогнутой.

Стоит иметь в виду, что в соответствии с результами, полученными 
методами математического анализа, дважды дифференцируемая функция 
u:(a,b)^> R, где (а,Ь) — открытый интервал числовой прямой, строго вы
пукла (соответственно строго вогнута) тогда и только тогда, когда u"(w) > О 
(соответственно u"(w) < 0 ) для любого w е (а, б).

Экономическая интерпретация предпочтений индивида-рискофоба 
довольно очевидна — индивид со строгим неприятием риска всегда пред
почитает определенные, несомненные вещи играм. Покажем это. Предпо
ложим, что индивид имеет строго вогнутую функцию полезности на бо
гатстве и: [0,оо) -> [0,оо). Предположим, что ему предоставлен выбор между 
фиксированным количеством денег w и лотереей L, которая принесет с 
вероятностью р и w2 с вероятностью 1 - р , как показано на рис. 1.10, а, так 
что ожидаемое значение лотереи L равно w, т.е.

w = Еи(Е) = pw} + (1 - p)w2'.
w2 - w

1 В этом случае, конечно, Р = _ .
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Рис. 1.10

Заметим, что ожидаемая полезность лотереи составляет

Eu{L) = pu(wi) + (1 - p)u(w2).

(См. снова рис. 1.10, а.) Поскольку и строго вогнута, то

u(w) = u(pw{ + (1 - p)w2) > pu(wt) + (1 - p)u(w2) = Eu(E).

Таким образом, индивид предпочтет фиксированное количество w игре 
(лотерее) с ожидаемым выигрышем pw{ + (1 - p)w2. Этот вывод иллюстрирует 
экономическое понятие строгого неприятия риска.

Обратная ситуация имеет место для индивидов с положительным отно
шением к риску. Если предоставлены два предложения, то условие строгой 
выпуклости означает, что

u(w) = u(pw} + (1 - p)w2) < pu(wt) + (1 - p)u(w2) = Eu(L), 

следовательно, индивид предпочтет игру, а не получение фиксированной 
суммы денег (см. рис. 1.10, б.)

Рассмотрим пример, который иллюстрирует теорему об ожидаемой по
лезности.

Пример 1.26. Предположим, что индивиду было предложено поучаствовать 
в двух играх. В одной из них, лотерее Ц, требуется заплатить 100 долл., после 
чего он сможет выиграть либо 500 долл., либо 100 долл, с вероятностью 1/2. 
Пусть функция полезности Неймана — Моргенштерна на богатстве для дан
ного индивида имеет вид u(w) = 4w (следовательно, индивид — рискофоб). 
Тогда ожидаемая полезность от первой игры равна

Еи(Ц) = 1>/500-100 +1V100-100 = 1>/400 = у = Ю .
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Во второй игре, лотерее £2, также нужно заплатить 100 долл., далее он 
сможет выиграть либо 325 долл., либо 136 долл, с вероятностью 1/2.

Полезность от второй игры будет равна

£w(4) = yV325-100 +1V136-100 = y>/225 +1736 = 1(15 + 6) = 10,5 .

Таким образом, индивид предпочтет участвовать во второй игре, хотя в 
первой можно выиграть несколько ббльшую сумму.

Если же предложить поучаствовать в этих играх индивиду с функцией 
полезности на богатстве w(w) = w (т.е. нейтральному к риску), то, поскольку 
ожидаемая полезность от первой игры равна

£«(1^ = 1(500-100) = 200,

а ожидаемая полезность от участия во второй игре равна

Еи^ ) = 1 (325 -100) +1 (136 -100) = 1(225 + 36) = 130,5 ,

второй индивид, в отличие от первого, предпочтет участвовать в первой 
игре. ■

Разница в ожидаемой полезности для двух индивидов возникает, конечно 
же, в силу различий их функций полезности u(w) на богатстве. Функция 
полезности на богатстве нейтрального к риску индивида такова, что ожи
даемые полезности ранжируются точно так же, как и ожидаемые значения; 
и чем больше ожидаемое значение, тем больше ожидаемая полезность. Это 
происходит потому, что функция полезности на богатстве нейтрального к 
риску индивида является линейной по богатству. С другой стороны, функция 
полезности на богатстве индивида с неприятием риска вогнута по богатству, 
в результате чего ожидаемая полезность индивида с неприятием риска всегда 
больше от определенного (гарантированного) богатства w, т.е. богатства, ко
торое он получает с вероятностью 1, чем от лотереи с ожидаемым богатством 
w, в которой есть вероятность получения чего-то меньшего, чем w. Это, как 
мы знаем, делает лотерею рискованной и отражается на выборе индивида с 
неприятием риска.

Достаточно часто ожидаемый доход в лотерее L описывается непрерывным 
распределением «дохода» с функцией плотности /(г) на норме доходности г. 
В этом случае, если индивид, имеющий функцию полезности на богатстве 
m(w), инвестирует Wдолл, в лотерею, то ожидаемая полезность для него от 
такой лотереи выражается формулой

Eu(L)= j«((l + r)W)f(r) dr.

-1

Заметим, что f (г) определена на интервале [-1,°°), где г = -1 является тем 
значением доходности, при котором богатство индивида обращается в нуль.
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1.6.2. Приложение теоремы 
об ожидаемой полезности

В этом подразделе мы представим несколько приложений 
теоремы об ожидаемой полезности.

Пример 1.27 (приложение к страхованию). Предположим, что индивид 
владеет домом стоимостью И7 дол л. Существует некоторая вероятность р того, 
что дом будет разрушен в результате пожара или наводнения. Предположим 
также, что индивид может приобрести страховку — право, при наступлении 
страхового случая, на возмещение (покрытие) ущерба в размере (каждого) 
доллара по цене х долларов. Здесь х является страховой премией. На по
крытие какой величины возможного ущерба (или просто, на какую сумму) 
застрахуется индивид?

В общем случае индивид будет страховаться в соответствии со своим от
ношением к риску (т.е. в соответствии со своей функцией полезности n(w)) 
и стоимостью страхования (ценой страховки). Мы ожидаем, что индивид 
выберет оптимальный размер страховки.

Формально мы представляем этот выбор индивида как выбор, максими
зирующий ожидаемую полезность от его (случайного) богатства. В основе 
его выбора лежит теорема об ожидаемой полезности. Таким образом, размер 
страховки (размер покрытия ущерба) q, который будет выбран индивидом, 
должен максимизировать его ожидаемую полезность:

E(q) = Eu(q) = pu(q - xq) + (1 - p)u(W - xq). (*)

Формула объясняется следующим образом. Если дом будет разрушен, то 
владелец получит возмещение (части) ущерба в размере q за вычетом своего 
страхового взноса xq, в целом сумму в q - xq долларов. Поскольку вероятность 
от величины богатства в случае разрушения дома равна р, то ожидаемая по
лезность богатства в случае разрушения дома составляет величину pu(q - xq). 
С другой стороны, с вероятностью 1 - р дом останется целым, и ожидаемая 
полезность в таком случае окажется равной (1 - p)u(W - xq).

Заметим, что функция и не определена для отрицательных значений
W

богатства, поэтому из (*)  следует, что W - xq > 0 , или q < — . Выполнение

этого неравенства гарантирует, что областью определения функции E{q) в
Гданном случае является замкнутый интервал 0,— .

Теперь предположим, что W- 100 000 долл., р = 0,01 и х = 0,02. Как мы 
сейчас увидим, метод оптимизации E(q) зависит от типа индивида. Проана
лизируем ситуацию отдельно для каждого из трех случаев.

Случай I. Индивид является рискофобом с функцией полезности u(w) - 4w .
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В данном случае из (*)  следует, что

Е(^) = pj(l-x)q + (1 - p)J(W - xq) = 

= 0,01 х >/0,98g + 0,99 х /IK-0,02g - 

= 0,01[>/0,98g + 99 х ■7(ИЛ-0,02g)].

График функции E(q) показан на рис. 1.11. Вычислим теперь производ
ную этой функции:

E'(q) = 0,01 0,98 
2>/0,98g

99x0,02
2-7(И/-0,02g)

1,98 
J(W-0,Q2q)

Приравнивая ее нулю, E\q) - 0 , получим следующее уравнение относи-

тельно q: 0,98 1,98
Q yl(W-0,02q)

. Возведя обе части этого уравнения в квад-

рат, получим, что
0,98 _ (1,98)2

q IT-0,02g или 0,98(ГК — 0,02g) = 3,9204g . Теперь,

положив W- 100 000, получим 98 000-0,019g = 3,9204g или 3,94g = 98 000.
.. 98 000
Или g = ' з ^4 = 24873,10 долл.

Случай II. Индивид является рискофилом с функцией полезности u(w) = w2. 
Вычислим ожидаемую полезность из (*):

Е(д) = 0,01 (0,98д)2 + 0,99( - 0,02д)2 =

= 0,01[0,9604д2 + 99(1К2 -0,041Гд + 0,0004д2)] = 0,01(д2 - 3,96И4? + 991F2).

График этой функции представлен на рис. 1.11. Заметим, что д = 0 явля
ется точкой максимума E(q), откуда получаем, что агент-рискофил не будет 
покупать страховку.

Случай III. Индивид нейтрален к риску и имеет функцию полезности 
u(w) = w.

Рис. 1.11. Индивид с неприятием риска (а); индивид с положительным отношением к 
риску (б); нейтральный к риску индивид (в)
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Ожидаемая полезность здесь имеет вид

£(<?) = XI ~ x)q + (1 - р)(^ - xq) - [р(1 - х) - (1 - p)x]q + (1 - p)W =

= (р - x)q + (1 - p)W = -0,01<у + 99 000 ,

т.е. линейна по q (см. рис. 1.11). Эта функция достигает максимума при 
q = 0. Таким образом, если премия составляет 2 цента на покрытие каж
дого доллара ущерба, то дом стоимостью 100 тыс. долл., который может 
быть разрушен в результате пожара или наводнения в одном случае из ста, 
будет застрахован на сумму в 24 873 долл, агентом-рискофобом с функцией 
полезности m(w) = Jw и не будет застрахован вообще ни агентом-рискофи- 
лом с функцией полезности u(w) = w2, ни нейтральным к риску агентом с 
функцией полезности ii(w) = w. ■

Следующие три примера иллюстрируют выбор оптимального портфеля 
из нескольких инвестиционных возможностей.

Пример 1.28 (выбор оптимального портфеля). Предположим, что инди
виду требуется инвестировать 10 тыс. долл, в акции и облигации. Акция 
представляет собой финансовый актив, который позволяет получить доход 
в 2% с вероятностью 37% и доход в 10% с вероятностью 63%. Облигация 
приносит фиксированный доход в 7%. Индивид является рискофобом и 
обладает функцией полезности на богатстве z/(w) = Jw .

Сталкиваясь с выбором между вложениями денег в акцию или облигацию, 
индивид выберет портфель, который максимизирует ее «достаток».

• Существует ли способ нахождения того оптимального портфеля, который 
скорее всего и будет выбран индивидом?

При заданной функции полезности на богатстве обоснованным прогнозом 
будет выбор портфеля, максимизирующего ожидаемую полезность.

Пусть s — доля (от 10 тыс. долл.), вложенная в акции, где, конечно, 
0 < s < 1. Инвестор имеет шанс в 37% получения

10 000а х 1,02 +10 000(1- 5) х 1,07 = 10 000(1,07-0,05s),

и шанс в 63% получения

10 000 л х 1,1 +10 000(1- л) х 1,07 = 10 000(1,07 + 0,03s).

Ожидаемая полезность инвестора £(s) = Eu(s) имеет вид

£(s) = 0,37^10 000 (1,07-0,05s) + 0,63^/10 000(1,07 +0,03s) =
у 1

= 37>/1,07-0,05s + 63^1,07 +0,03s = 37(1,07 - 0,05s)2 + 63(1,07 + 0,03s)2.

Рациональный инвестор выберет значение s, которое максимизирует его 
ожидаемую полезность E(s). Дифференцируя выражение для E(s), полу
чаем, что

55



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

1 _1 1 Л£'(s) =-37 х-х 0,05(1,07-0,05s) 2 + 63x^x0,03(1,07 +0,03s)’2 =

= 0,945(1,07 + 0,03s)’2 - 0,925 (1,07 - 0,05s)’2
и з

E"(s) = -[0,014175 (1,07 + 0,03s) 2 + 0,023125 (1,07 - 0,05s)’2 ]< 0 .

Доля вложений в акции — величина s — удовлетворяет следующему ус
ловию (первого порядка):

E'(s) = 0,945(1,07 + 0,03s)’2 -0,925(1,07-0,05s)’2 =0, 

или
0,945Vl,07- 0,05s =0,925Л07 +0,03s .

Возведя в квадрат обе части этого выражения, получаем

0,89302(1,07-0,05s) = 0,8556(1,07 + 0,03s),

откуда, после раскрытия скобок,

0,9555 - 0,0446s = 0,9155 + 0,0257s ,

или 0,04 = 0,0703s . Таким образом,

s =-^^-= 0,568" = 56,9%.

Это показывает, что инвестор вложит 51,9% от 10 тыс. долл, в акции, а 
оставшееся 43,1% — в облигации. ■

Пример 1.29 (снижение риска и выбор портфеля). Предположим, что 
индивид желает инвестировать 10 тыс. долл, в акции двух видов, а именно 
в акции компании «Сервис инк.» (Service Inc., 5) и акции компании «Ма- 
нуфекчеринг Инк.» (Manufacturing Inc., М). Оба типа акций представляют 
собой рисковые активы в том смысле, что каждая из них с некоторой ве
роятностью может принести как высокий доход, так и низкий. Доходности 
акций, однако, не являются независимыми, и совместное распределение 
доходов изображено в табл. 1.3.

Это совместное распределение доходности двух активов показывает сле
дующее: вероятность того, что доходность акций одной компании высока, 
когда доходность акций другой низкая, оказывается высокой; в то же время 
вероятность того, что оба актива будут приносить высокий доход, либо оба

Таблица 1.3. Доходность акций 5 и М

Доходность акции М

Доходность акции S
20% 5%

5% 0,4 0,1
20% 0,1 0,4
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этих актива принесут низкий доход, оказывается низкой. Инвестор, который 
рассчитывает вложить в эти активы 10 тыс. долл., является рискофобом и 
имеет функцию полезности на богатстве, заданную в виде u(w) - 4w .

Как и в предыдущем примере, при заданной функции полезности на 
богатстве индивид выберет такой портфель, который максимизирует его 
ожидаемую полезность. Пусть 0 < s < 1 — доля (от 10 тыс. долл.), вложен
ная в акции S, и, следовательно, 1-5 — доля вложений в акции М. Тогда 
ожидаемая полезность инвестора составит

£(s) = 0,4>/104 х 1,055+ 104 х 1,20(1-5) + 0,17104 х 1,05 +

+ 0,4>/104 х 1,205 +104 х 1,05(1 - 5) + 0,17104 х 1,20 =

= 4071,20 - 0,155 + 40^1,05 + 0,155 +10ТГ05 +107^20 .

Тест первого порядка E'(s) = 0 на максимум дает следующее уравнение 
относительно s:

40(—0,(5) 40(0,15) =()
271,20 - 0,155 27Г05 + 0,155

Из этого уравнения следует, что

1,05 + 0,155 = 1,20-0,155,

что сводится к виду 0,35 = 0,15 . Следовательно,

5 = ^ = 0,5 = 50%.

Отсюда следует, что инвестор вложит ровно 50% от 10 тыс. долл, в акции S, 
и остальные 50% — в акции М.

При более тщательном рассмотрении распределения доходов становится 
понятным, почему инвестор предпочтет иметь существенные объемы обоих 
типов акций, даже если вероятность высокого дохода или низкого дохода 
от обоих типов акций оказывается примерно одинаковой. Когда акция 5 
приносит высокий доход, акция М приносит низкий доход; когда же доход 
от акции М высок, доход от акции S низок. То есть доходы от двух акций 
движутся в противоположных направлениях, или они отрицательно корре
лированье И таким образом, когда оба типа акций содержатся в портфеле 
инфестора, значительно снижается риск такого портфеля, так как низкий 
доход от одного актива компенсируется высоким доходом от другого. ■

Пример 1.30 (еще раз о выборе оптимального портфеля). Предположим, 
что индивиду требуется распределить инвестиции в размере 10 тыс. долл, 
между акциями и облигациями. Акция представляет собой финансовый ак
тив с доходностью, которая является равномерно распределенной случайной 
величиной со средним значением в 8,525% и стандартным отклонением в 
3,767%. Облигация приносит фиксированный доход в 8,5%. Индивид явля-
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ется рискофобом, и его функция полезности на богатстве задается в виде 
w(w) = .

Как и в предыдущих примерах, индивид сталкивается с выбором между 
вложением денег в акции и облигации и выберет такой портфель, который 
принесет максимум его ожидаемой полезности. Пусть 0 < s < 1 — доля от 
10 тыс. долл., вложенная в акции. В этом случае ожидаемая полезность ин
вестора составит

1 ь
Eu(s) = ^10 0005(1 + +10 ОООО - 5)х 1,085<яГг =

= 100
1 ° ^(г -0,085)5 +1,085Jr

а

где [а,Ь] — интервал возможных значений доходности по акции, а г — до
ходность акции.

Поскольку мы имеем дело с равномерным распределением со средним 
0,08525 и стандартным отклонением 0,03767, из примера 1.16 следует, что

-^ = 0,08525 и =0,03767.
2 6

6x0,03767
7з

Имеем систему: а + b = 0,1705, Ь-а = = 0,1305 , решив которую,

находим а = 0,02 и b = 0,1505. Таким образом,
-0,1505 ,---------------------------------------

£(5) = 766,28| 02 л/(г-0,085)5+ 1,085Jr .

Сделав замену х- г-0,085, получим
£(5) = 766,28 |(’п“^(х5 +1,085)^ dx =

2 766,28 , noU '"0'0655= — х-- -—(х5 + 1,085)2
5 х=-0,065

с,п ос (0,06555 +1,085)2 - (1,085 - 0,0655)2
= 51U, 85 ————--------------------------------------------.

5

После дифференцирования по х имеем
£'(5) = l10^.[о,098255(0,06555 +1,085^ + 0,0975(1,085 -0,0655)^ -

5 2 2
- (0,06555 +1,085)2 + (1,085 -0,0655)2 ].

Теперь необходимо найти решение уравнения E'(s) = 0, представляюще
го собой условие первого порядка. Поскольку выражение представляется 
достаточно сложным, для нахождения решения придется воспользоваться 
компьютерной программой! Однако даже с помощью калькулятора можно 
убедиться в том, что из E'(s) = 0 следует, что

5 = 0,935 = 93,5%.
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Это означает, что инвестор вложит 93,5% от 10 тыс. долл, в акции; а ос
таток, 6,5%, в облигации. ■

Мы представили «теорию ожидаемой полезности» как теорию поведения 
при неопределенности. Однако иногда эта теория оказывается неспособной 
описать, каким образом индивиды фактически принимают решения. Действи
тельно, если бы индивиды были рискофобами или нейтральными к риску, то 
теория ожидаемой полезности не была бы способна объяснить, почему орга
низаторы лотерей зарабатывают на этом деньги, поскольку ожидаемый доход 
от лотереи обычно отрицателен. Или почему казино оказываются такими 
прибыльными, несмотря на то что шансы клиентов обычно малы. Например, 
если проанализировать лотерею Powerball с джекпотом в 7 млн долл., шанс 
выигрыша в которой составляет 1 к 85 000 000, а цена билета равна 1 долл., 
то обнаружим, что ожидаемая величина выигрыша составляет

1 84 999 999
<7 ООО х 85000000 + <~‘> Х85ЖЖ = -°-917647'

1 См., например, [6].

Ожидаемое значение выигрыша при участии в лотерее Powerball обычно 
отрицательно. Следовательно, в соответствии с теорией ожидаемой полезнос
ти даже нейтральный к риску индивид не станет покупать лотерейный билет. 
Однако индивиды, которые в других условиях ведут себя как рискофобы, 
часто покупают лотерейные билеты.

Подобное кажущееся аномальным поведение также наблюдалось и в экс
периментах с лотереями. Первый такой эксперимент, проведенный Морисом 
Аллэ1, теперь известен как парадокс Аллэ и показывает, что поведение инди
видов может не соответствовать теории ожидаемой полезности. Рассмотрим 
следующие лотереи.

• Лотерея Г. Возможность получить с гарантией 2 млн долл.
• Лотерея 2. Возможность получить 10 млн долл, с вероятностью 15%, 

2 млн долл, с вероятностью 75%, и ничего с вероятностью 10%.
• Лотерея 3: Возможность получить 2 млн долл, с вероятностью 25% и 

ничего с вероятностью 75%.
• Лотерея 4: Возможность получить 10 млн долл, с вероятностью 15% и 

ничего с вероятностью 85%.
Если предлагается сделать выбор между лотереями 1 и 2 и лотереями 3 и 4, 

индивиды чаще всего предпочтут лотерею 1 лотерее 2 и лотерею 4 лотерее 3. 
Но, как мы покажем, такая последовательность выборов противоречит теории 
ожидаемой полезности. Если индивид предпочитает лотерею 1 лотерее 2, то 
в соответствии с теорией ожидаемой полезности

м(2) > 0,15и(10) + 0,75 м(2) + 0,1 м(0), 
или

0,25m(2)>0,15zv(10) + 0,1w(0).
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Добавим 0,75и(0) к обеим частям неравенства и получим

0,25zz(2) + 0,75zz(O) > 0,15z/(l0) + 0,85 zz(O).

Последнее неравенство показывает, что индивид должен предпочитать 
лотерею 3 лотерее 4. Таким образом, индивид, который выбирает лотерею 4, 
а не лотерию 3, не ведет себя в соответствии с постулатами теории ожи
даемой полезности. Данный феномен, именуемый в литературе инверсией 
предпочтений, наблюдался и в дальнейшем во многих иных ситуациях. Это 
также объясняет, почему индивиды, которые покупают лотерейные билеты, 
в других случаях ведут себя как рискофобы. Типичная лотерея представляет 
собой ситуацию, где за небольшую сумму денег индивид получает неболь
шой шанс выиграть очень большую сумму, так что они часто игнорируют 
факт отрицательности ожидаемого выигрыша, поскольку потери при этом 
обычно невелики. Но если потенциальные потери будут намного больше, 
тот же самый индивид может совершить иной выбор.

Подобные ситуации в теории ожидаемой полезности далеко не редкость. 
Поэтому использовать теорию ожидаемой полезности для предсказания 
поведения при неопределенности следует с осторожностью. Теорию следует 
рассматривать скорее как набор принципов рационального поведения при 
неопределенности. Таким образом, индивид, который в полной мере осоз
нает следствия всех аксиом теории ожидаемой полезности, всегда захочет 
использовать ее как «наиболее приемлемый способ» принятия решений при 
неопределенности.

Упражнения
1. Индивид с функцией полезности u(w) = w на богатстве инвестирует 

W долл, в лотерею с непрерывным распределением доходности (со 
ставкой г). Какой будет его ожидаемая полезность? [Ответ: (1 + tri)W, 
где т — математическое ожидание распределения.]

2. Функция полезности индивида на богатстве имеет вид u(w) = Jw . 
Сколько он будет готов заплатить за лотерею, которая выигрывает 
1 млн долл, с вероятностью 0,0015 и ничего не выигрывает в противном 
случае?

3. Представьте, что вы нейтральны к риску и ваше богатство составляет 
10 тыс. долл. Вы подумываете об открытии филиальной сети по про
изводству пончиков. Для открытия сети вам необходимо инвестиро
вать 5000 долл. При этом вы с вероятностью 1/3 можете заработать 
500 тыс. долл., с вероятностью 1/3 только покрыть свои расходы и с 
оставшейся вероятностью потерять все свои инвестиции. Каким будет 
ваше решение? При каких других значениях вероятностей решение 
изменится?

4. Каким будет ответ, если в упражнении 3 изменить функцию полезности 
на u(w) = In w ?
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5. В примере 1.27 обсуждалось, какое количество страховки приобретет 
индивид. Предположим, что при покупке страховки необходимо при
обретать покрытие на сумму в размере 80% от стоимости дома. Какую 
страховую премию агент будет готов заплатить за дом стоимостью 
100 тыс. долл., если его функция полезности u(w) = *Jw  1

6. Рассмотрим задачу страхования из примера 1.27 с параметрами W, р 
и х. Какой объем страхового покрытия q купит рискофоб с функцией 
полезности на богатстве u(w) = 1 - e~w ? Выразите q через параметры W, 
р и х. [Ответ: q = W + 1п-^—^-.]

х(1-р)
7. Каков будет ответ на вопрос предыдущего упражнения, если функция 

полезности будет иметь вид z/(w) = w ?
8. Во многих казино ожидаемая величина выигрыша отрицательна. Аген

тов какого типа вы скорее всего встретите в этих казино?
9. Предположим, что индивиду требуется распределить инвестиции в 

размере 10 тыс. долл, между вложениями в акции и облигации. Акция 
представляет собой финансовый актив, который позволяет получить 
доход в 5% с вероятностью 79,5% и доход в 15% с вероятностью 20,5%. 
Облигация приносит фиксированный доход в 7%. Индивид является 
рискофобом, и его функция полезности на богатстве задается как 
zz(w) = -Jw . Какой портфель выберет индивид? [Ответ: акции 67,5%; 
облигации 32,5%.]

10. Имея в виду пример 1.30, рассмотрим агента-рискофила с функцией 
полезности zz(w) = w2. Покажите, что
(а) его ожидаемая полезность задается формулой

Eu{s) = 108
0.1505
j [(г-0,085)5+ l,085]2zfr 1 

0,1305 0.02

= 104 (14,192552 + 4,5255 +1 1 772,25),

где 0 < 5 < 1 — доля от 10 тыс. долл., которая инвестирована в 
акции.

(b) Eu(s) достигает максимума при s = 1. То есть покажите, что агент- 
рискофил будет вкладывать все деньги в акции.

11. Снова имея в виду пример 1.30, рассмотрим нейтрального к риску 
агента с функцией полезности u(w) = w. Покажите, что 
(а) ожидаемая полезность задается формулой

Ю4 °'Ч05
E"(s)= 0Т305 { 0,085)5+ l,085]z/r =

= 2,55 + 10 850),
где 0<5<1 — доля из 10 тыс. долл., которая инвестирована в 
акции;

(b) Eu(s) достигает максимума при 5 = 1. То есть покажите, что ней
тральный к риску агент будет вкладывать все деньги в акции.
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12. Рассмотрим множество натуральных чисел N = {1,2,...}, и для каждого

ne N положим 4
Я - 5„ . Установите следующее.

(а) Построенная последовательность {р{,р2,...} образует распределе

ние вероятностей на N. То есть ^р„ =1. В частности, мы имеем
Л=1лотерею

(Ь) Сколько готов будет заплатить за участие в этой лотерее индивид, 
имеющий функцию полезности на богатстве вида u(w) = w?

(с) Сколько готов будет заплатить за участие в лотерее L другой индивид, 
имеющий функцию полезности на богатстве вида u(w) = 4w ?



Глава 2 РЕШЕНИЯ И ИГРЫ

В предыдущей главе мы обсуждали, как определить наилуч
ший выбор из множества существующих альтернатив. В каждой рассмотрен
ной ситуации предполагалось, что лицо, принимающее решения, посредством 
выбора «правильной» альтернативы может однозначно повлиять на исход и, 
следовательно, получаемую при этом полезность и уровень удовлетворения. 
Но это не всегда так. Во многих случаях благосостояние индивида зависит 
не только от того, что он делает, а также от выбора, сделанного некоторыми 
другими индивидами. Ситуация усугубляется еще и тем, что благосостояние 
индивида не только зависит от выборов других индивидов, но может быть в 
прямой конфликте с благосостоянием этих индивидов! Иногда эти элемен
ты взаимной зависимости настолько велики, что обязательно должны быть 
приняты во внимание при описании такой ситуации.

Например, при обсуждении феномена глобального потепления было бы 
совершенно нелепо предполагать, что любая отдельно взятая страна могла 
бы, изменив свою политику, существенно повлиять на ситуацию. Глобальное 
потепление — это глобальное явление. Поэтому любой анализ глобального 
потепления должен исходить именно из этого. Но тогда возникают вопросы 
касательно выбора стратегии1 для решения данной проблемы. Как стоит 
реагировать каждой отдельной стране? Какой будет реакция всех остальных 
стран? И так далее. Ясно, что это достаточно сильно отличается от ситуа
ций, анализируемых в прошлой главе. Здесь важны стратегические аспекты 
действий и не так очевидно, какая стратегия оптимальна.

1 Слово стратегия образовано от греческого отротгщкф что означает «план, метод, 
или подход».

2 См.: Suit settled by airlines // New York Times. 1994. October 12. P. D8.

Рассмотрим другую ситуацию, в которой важна стратегическая игра (т.е. 
решения, принимающие во внимание насущные интересы других игроков). 
Приводимая выдержка взята из газеты «Нью Йорк Таймс»2, где говорилось 
о (внесудебном) соглашении относительного судебного иска на предмет 
ценового сговора среди авиакомпаний.

Крупные авиакомпании согласились заплатить государству и местному правительству 
40 миллионов долларов для урегулирования судебного иска на предмет ценового сговора. 
Иск с обвинением в ценовом сговоре сосредоточился на практике авиакомпаний объяв
лять об изменении цен заранее, через системы резервирования. Если бы конкуренты не 
согласились с предложенным изменением цен, оно могло быть аннулировано прежде, чем 
должно было вступить в силу.

Кажется, что авиакомпании пытались скоординировать увеличение цен, 
используя сигнальную схему. Если бы остальные авиакомпании не согла-
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силясь с изменениями, увеличения цен не состоялось бы. Почему каждая 
авиакомпания заинтересована в том, чтобы знать, как будут реагировать 
другие авиакомпании? Почему авиакомпании опасаются изменения цен в 
одностороннем порядке? Причины не так очевидны. О некоторых стимулах 
таких действий авиакомпаний можно догадаться из следующего описания 
ситуации.

Пример 2.1. Предположим, что USAir и American Airlines (АА) размыш
ляют о цене авиабилета туда и обратно по маршруту Чикаго — Нью Йорк. 
Если обе авиакомпании назначат цену в размере 500 долл., прибыль USAir 
окажется равной 50 млн долл., а прибыль АА будет равна 100 млн долл. Если 
же USAir назначит цену в 500 долл., а АА — в 200 долл., прибыль АА соста
вит 200 млн долл., в то время как USAir потеряет 100 млн. В случае цены 
авиабилета на рейс USAir в размере 200 долл., а на рейс АА — в 500 долл, 
прибыль USAir окажется равной 150 млн долл., а АА потерпит убытки на 
сумму 150 млн. Если же обе авиакомпании установят цену в 200 долл., обе 
потерпят убытки в размере 10 млн долл. Таблица 2.1 хорошо отражает опи
санную выше ситуацию.

Пример иллюстрирует то, что происходит в авиаиндустрии. Стоит отметить, 
что для обеих компаний будет лучше, если они будут координировать изме
нение цен, поскольку в противном случае могут потерпеть серьезные убытки. 
В подобных случаях всегда присутствуют три характерных элемента:

• наличие двух или более участников;
• у каждого участника имеется множество альтернативных выборов;
• для каждого исхода определен выигрыш, получаемый каждым участ

ником.
Это основные компоненты, которые составляют то, что называют 

стратегической игрой (игрой в стратегической форме). Если говорить более 
формально, игра в стратегической форме состоит из множества игроков, у 
каждого игрока есть множество стратегий и для каждого исхода (комбинации 
стратегий различных игроков) игры определен выигрыш каждого игрока.

Было бы неплохо найти основные принципы, которые позволили бы 
анализировать решения игр, таким же образом, как мы находили общие 
принципы решения оптимизационных задач в предыдущей главе. Можно 
начать с вопроса, что скорее всего произойдет в игре в том случае, когда 
каждый участник полностью осведомлен об игре, в которой он участвует.

Таблица 2.1. Игра «Назначение цен»

American Airlines 
(Американ эйрлайнз, АА)

USAir 
(ЮС Эйр)

Цена, долл. 500 200
500 (50,100) (-100,200)
200 (150,-200) (-10,-10)
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Другими словами, если рассматриваемую ситуацию можно моделировать 
как игру, какими принципами следует руководствоваться для определения 
наиболее вероятных исходов игры?

Для начала приступим к анализу игр двух лиц, в которых множество 
стратегий конечно и содержит немного элементов. Некоторые интересные 
элементы появляются даже в таких простых ситуациях. Мы рассмотрим до
минирующие стратегии и решения, получаемые при их исключении. Будет 
определено равновесие по Нэшу, проанализирована матричная игра двух лиц 
под названием «Дилемма заключенного» и другие матричные игры.

Далее в главе обсуждаются стратегические игры п лиц и вводятся кон
цепции доминирующих стратегий и равновесия по Нэшу в более общем 
виде. Затем рассматриваются смешанные стратегии и равновесие в смешан
ных стратегиях. Далее в двух разделах приводятся примеры игр двух лиц, 
нахождения функций наилучших ответов и равновесий по Нэшу. За этим 
следует раздел, включающий игры с неполной информацией и равновесие 
Байеса — Нэша.

В завершение (главы) будут рассмотрены приложения: модель дуополии 
Курно, модель Бертрана и модель Хотеллинга (выбора местоположения). 
Каждое из этих приложений подчеркивает роль равновесия по Нэшу в 
решении соответствующих моделей. В том числе и модели медианного из
бирателя, которая рассматривается далее. Пример добычи ресурсов с общей 
собственностью на них показывает, насколько важна теория игр в понима
нии существования искаженных стимулов. Затем приводится пара примеров 
игр с неполной информацией, один из которых представляет собой вариант 
модели дуополии Курно, а второй касается проблемы предоставления обще
ственного блага. Последний пример имеет дело с аукционами второй цены, 
в которых выигрывает лицо, предложившее наибольшую цену, и платит 
вторую по величине цену.

2.1. Матричные игры двух лиц
Наиболее простым описанием игры может служить приве

денный выше пример с назначением цены на билет. В нем было дано описание 
выигрышей или прибыли, которые могут быть получены авиакомпаниями при 
каждом возможном исходе игры согласно таблице. Такой матричный формат 
может быть использован для представления многих интересных игр. Начнем 
обсуждение с одной распространенной матричной игры, называемой дилем
мой заключенного. Она иллюстрирует социальный феномен, который лучше 
всего воспринимается на основе теоретико-игровых положений. Описывается 
ситуация, в которой участники действовали бы эффективнее при сотрудни
честве, но тем не менее заинтересованы от сотрудничества отказаться.

Пример 2.2 (дилемма заключенного). Эта, возможно, наиболее изученная 
игра задается матрицей (табл. 2.2).
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Таблица 2.2. Дилемма заключенного

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Молчать Доносить
Молчать (-1,-1) (-10,0)

Доносить (0,-10) (-5,-5)

Изображенная здесь матричная игра соответствует ситуации, в которой 
два индивида, совершившие преступление, выбирают, сознаться в соверше
нии преступления или молчать. Если один из них даст показания, а второй 
будет молчать, то сознавшийся не сядет в тюрьму, а тот, кто не сознается, 
получит срок в 10 лет. Если оба сознаются в преступлении, тогда оба сядут 
в тюрьму на 5 лет. Если же никто не сознается, то оба отделаются довольно 
легко, получив по году.

В игре четко видно наличие двух игроков и множество стратегий для 
каждого из них {Молчать, Доносить}. Выигрыши для каждого исхода пред
ставляются парой (а,Ь), где а — выигрыш игрока 1, а b — выигрыш игрока 2. 
В данном случае -а и -Ь представляют количество лет в тюрьме. Такая 
матрица полностью описывает игру в стратегической форме. При изучении 
игры можно заметить некоторые особенности:

(1) оба игрока заинтересованы сохранять молчание, поскольку в таком 
случае будут приговорены всего к одному году заключения;

(2) зная, что игрок будет хранить молчание, второй игрок заинтересован 
в донесении.

Подобные парадоксы вполне характерны для игр. Основной вопрос 
здесь — это вопрос не только о выборе игрока, но и о выборе всех участ
ников игры.

При более детальном рассмотрении игры видно, что если игрок 1 ис
пользует стратегию Признаться (Доносить), то получает больший выигрыш 
при любом выборе игрока 2. Покажем это. Пусть их(-,-) обозначает функцию 
полезности игрока 1, тогда при выборе игроком 2 стратегии Молчать

и1 (Доносить, Молчать) = 0>-1 = и1 (Молчать, Молчать),

в то время как при выборе игроком 2 стратегии Доносить

и] (Доносить, Доносить) --5>-10 — //, (Молчать, Доносить).

Другими словами, независимо от выбора второго игрока, лучшей страте
гией для первого является Доносить. В таких случаях говорят, что стратегия 
доносить является строго доминирующей стратегией игрока 1. Рассуждая 
аналогично, находим, что для игрока 2 стратегия Доносить является строго 
доминирующей.

В отсутствие возможности договариваться или какой-то схемы координа
ции действий вполне ожидаемо, что рациональные игроки будут выбирать 
строго доминирующую стратегию, поскольку она позволяет получить при 
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любых обстоятельствах лучший результат. Таким образом, решением дилеммы 
заключенного будет (Доносить, Доносить). Это решение при использовании 
строго доминирующих стратегий.

Отметим, что решение в строго доминирующих стратегиях приводит к 
пяти годам лишения свободы для каждого, что, конечно, хуже, чем исход, 
при котором игроки доверяют друг другу и хранят молчание. Именно этот 
конфликт между отказом от сотрудничества, когда решение в строго домини
рующих стратегиях кажется столь убедительным, и координацией действий, 
чтобы получить больший выигрыш, делает сложным предсказание исхода 
игры. ■

Возвращаясь к игре о назначении цены на билет, заметим, что назначение 
цены на уровне 200 долларов является строго доминирующей стратегией 
для обеих авиакомпаний. Следовательно, решение в строго доминирующих 
стратегиях приводит к тому, что обе авиакомпании терпят убытки в размере 
10 млн долл. Это порождает у них заинтересованность достичь соглашения 
о некотором варианте ценового сговора.

Рассмотренные выше игры — примеры матричных игр, которые формально 
определяются следующим образом.

Определение 2.3 (матричная игра). Матричная игра — это игра двух игро
ков, в которой'.

(1) игрок 1 имеет конечное множество стратегий с т элементами',
(2) игрок 2 имеет конечное множество стратегий S2 с п элементами',
(3) выигрыши игроков являются функциями ux(sx,s2) и и2^,з2) от исходов 

($\,s2)eS} xS2.
Если в матричной игре положить St =($1,$2,...Дп), S2=(si,s2,...,s^), и 

обозначить
=w,(5‘,^) и btj = и2(Д,я}), 

то выигрыши могут быть представлены в форме матрицы тхп , изображен
ной в табл. 2.3.

Если для простоты использовать запись 5] ={\,2,...,т} и S2 ={1,2,...,«}, 
то стратегии игрока 1 — это просто строки матрицы. Аналогично, стратегии 
игрока 2 — столбцы матрицы. По этой причине игрок I также называется 
строчным, а игрок 2 — столбцевым (табл. 2.4).

Таблица 2.3. Матричная игра двух лиц

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия *2

s'i (а|2>^12)

(а22’^22) («2„ЛЭ

s'm (ат1Фт1) (azn2>^m2)
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Таблица 2.4. Матричная игра двух лиц

Столбцевой игрок

Строчный 
игрок

Стратегия 1 2 И

1 ФиЛ1) KAJ

2 (я21>^21) Ф22А2) (а2„’^2л)

т (aml,bm2)

Каждая игра проходит в соответствии с некоторыми правилами; и, 
конечно, матричная игра не исключение. Она разыгрывается следующим 
образом.

Розыгрыш матричной игры

Оба игрока выбирают одновременно (и независимо друг от друга) стратегию 
из своих множеств стратегий, и игра завершается. Если выбраны стратегии 
5, е 5, и s2 е S2, то каждый игрок / получает выигрыш и^,52).

Пусть игра проходит по вышеуказанным правилам. Возникает естествен
ный вопрос: как найти наилучшие стратегии для каждого игрока, или: каким 
должно быть решение матричной игры!

Ответ содержится в следующем определении, которое представляет кон
цепцию равновесия по Нэшу — фундаментального понятия теории игр. 
Равновесие по Нэшу будет основополагающим на протяжении всей книги.

Определение 2.4 (равновесие по Нэшу). Пара стратегий (s\,s* 2)eS} xS2 
называется равновесием по Нэшу' (или просто равновесием, или даже решением') 
матричной игры, если

(1) и} ,s* 2)> щ (5], s* 2) для любых Sj е Sj;
(2) ц («]*,  s2) > и} Ц* , s2) для любых s2 е S2.
Оставим читателю проверку того, что пара стратегий (Доносить, Доносить) 

является единственным равновесием по Нэшу в дилемме заключенного и 
($200, $200) — единственное равновесие по Нэшу в игре на назначение цены 
авиабилета.

Перед тем как двигаться дальше, отметим, что матричная игра может 
иметь одно равновесие по Нэшу, иметь более одного равновесия по Нэшу и 
не иметь ни одного. Примеры матричных игр каждого из этих типов изоб
ражены в табл. 2.5-2.7.

Равновесие по Нэшу — это исход (т.е. пара стратегий) игры, при котором 
у игроков нет стимула отклониться, поскольку при данном выборе оппо
нента для данного игрока выбор равновесной по Нэшу стратегии является

1 Концепция равновесия разработана Джоном Нэшем в 1951 г., см. ссылку [65] в 
библиографии. За эту и еще одну работу профессор Нэш получил Нобелевскую премию 
по экономике в 1994 г. (вместе с Райнхардом Зелтеном и Джоном Харсаньи).
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Таблица 2.5. Игра с одним решением

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (1.D (0,0)
В (0,1) (0,0)

Таблица 2.6. Игра с двумя решениями

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (1,1) (0,0)
В (0,0) (1,1)

Таблица 2.7. Игра, где нет решения

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (1,0) (0,1)
В (0,1) (1,0)

оптимальным. В этом смысле равновесие по Нэшу характеризуется само- 
принуждением. Если оба игрока точно знают, что каждый согласен выбрать 
равновесие по Нэшу, то каждый действительно захочет сыграть таким об
разом, поскольку это будет оптимальным.

Концепция равновесия по Нэшу широко используется в приложениях 
теории игр. Возможно, причина такой популярности в том, что в любом 
исходе, который равновесным по Нэшу не является, хотя бы одному игроку 
выгоднее выбрать стратегию, отличную от той, которую предполагает вы
бранный исход. Таким образом, исход, отличный от равновесия по Нэшу, 
не характеризуется самопринуждением.

Равновесия по Нэшу матричных игр характеризуются следующим об
разом.

Теорема 2.5. Рассмотрим матричную игру из табл. 2.8.
Пара стратегий (к* ,/) образует равновесие по Нэшу тогда и только тогда, 

когда
(1) выигрыш а .является наибольшим элементом в столбце j* ;
(2) выигрыш bk., является наибольшим элементом в строке к".
Другими словами, (к*,/)  — равновесие по Нэшу тогда и только тогда, 

когда
а,.,. = max а,, и b, =шах/>... kJ i<k<m kj kj \<J<n kj

В качестве приложения к теореме 2.5 рассмотрим матричную игру из 
табл. 2.9. В соответствии с теоремой 2.5 следует внимательно взглянуть на 
столбцы матричной игры. В первом столбце (столбец а) мы видим, что наи
больший выигрыш строчного игрока равен 3, что соответствует строке Ь. Это 
значит, что (/>,а) — потенциальное равновесие по Нэшу. Выигрыш столбце-
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Таблица 2.8

Столбцевой игрок

Строчный игрок

Стратегия 1 2 ... и

1 Фи, *11) («12,*12) («1,„*1л)

2 («21’*21) (^22’^2?) ... («2»’*2»)

(«,„!’*„,1) («m2,*», ’) (атп’Ьтп)

Таблица 2.9

Столбцевой игрок

Строчный игрок

Стратегия а 0 Y б
а (1,2) (-1,1) (0,2) (3,3)
ь (3,2) (2,-2) (0,1) (1,0)
с (1,1) (0.0) (-3,1) (1,-1)
d (2,3) (1,2) (-2,3) (2,1)
е (0,2) (1,-1) (2,3) (2,0)

вого игрока в профиле (/>,а) равен 2, и это (что непосредственно следует из 
проверки) наибольший выигрыш столбцевого игрока в строке Ь. Следователь
но, по теореме 2.5 профиль стратегий (Z>,a) является равновесием по Нэшу. 
Теперь необходимо проверить тем же способом оставшиеся столбцы.

Во втором столбце (т.е. в столбце р) наибольший выигрыш строчного 
игрока также в строке Ь. Это значит, что в столбце р единственное потен
циальное равновесие по Нэшу — это (й,Р). Заметим теперь, что выигрыш 
столбцевого игрока при профиле (£>,Р) равен -2, что не может быть наи
большим выигрышем столбцевого игрока в строке Ь. Таким образом, (Z>,P) 
не является равновесием по Нэшу.

Подобным образом проверяется, что профиль (е,у) — единственное рав
новесие по Нэшу в третьем столбце, и (а,5) — единственное равновесие по 
Нэшу в четвертом столбце.

Следовательно, в матричной игре существуют три равновесия по Нэшу. 
Это следующие профили стратегий: (Ь,а), (е,у) и (а,8).

Упражнения
1. Найдите равновесие по Нэшу в игре «Назначение цен» из приме

ра 2.1.
2. Найдите равновесие по Нэшу в игре «Дилемма заключенного» из при

мера 2.2. Укажите также стратегии, при использовании которых игроки 
получают больший выигрыш, чем в равновесии по Нэшу.

3. Убедитесь в том, что матричная игра, изображенная в табл. 2.10, не 
имеет равновесий по Нэшу.

4. Найдите равновесия по Нэшу в матричной игре из табл. 2.11.
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Таблица 2.10

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (0,3) (3,0)
В (2,1) (1,2)

Таблица 2.11

Столбцевой игрок

Строчный игрок

Стратегия 1 2 3 4
1 (1,0) (1,1) (2,1) (3,1)
2 (4,2) (0,2) (1,1) (2,2)
3 (-U) (1,1) (1,2) (2,0)
4 (3,2) (-1,1) (2,2) (-3,2)
5 (2,1) (-2.2) (1,-1) (1,5)

5. Найдите все равновесия по Нэшу в матричной игре из табл. 2.12. По
кажите, что если заменить данные таблицы на данные из табл. 2.13, где 
параметр х — действительное число, то профиль стратегий (Т,С) будет 
единственным потенциальным равновесием по Нэшу. При каких зна
чениях х профиль стратегий (Т,С) окажется равновесием по Нэшу?

6. Рассмотрим матричную игру, изображенную в табл. 2.14, где пара
метр х — действительное число.
(а) При каких значениях х в игре нет равновесий по Нэшу?

Таблица 2.12

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С R
Т (1,0) (2.3) (0,2)
М (0,1) (2,1) (3,1)
В (-1,1) (2,3) (1,4)

Таблица 2.13

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С R
Т (1,0) (х2 - х.З) (0,2)
М (0,2) (2,1) (3,1)
В (-1,1) (2,3) (1,4)

Таблица 2.14

Игрок 2
Игрок 1 Стратегия L С R

Т (1,0) (х,3) (0,2)
М (0,2) (2,1) (3,1)
В (-1,1) (2,3) (2х,4)
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(Ь) При каких значениях параметра х игра имеет в точности одно рав
новесие по Нэшу?

(с) При каких значениях параметра х игра имеет ровно два равновесия 
по Нэшу?

7. Игрой с нулевой суммой называется матричная игра, в которой 
щ (ij,s2) = -м2 (5], s2) для всех пар стратегий (5,,s2) е 5, х S2. То есть в игре 
с нулевой суммой выигрыши игроков в сумме всегда дают нуль для 
любой пары стратегий. Для анализа игр с нулевой суммой необходимо 
знать лишь матрицу выигрышей А одного из игроков; матрица выиг
рышей другого игрока будет равна -А. Таким образом, любая матрица 
размера тхп является матрицей выигрышей некоторой игры с нулевой 
суммой.
Матрица Л = [%] размера тхп имеет седловую точку в позиции 
(к*  ,г), если

а.. = max а,. = min а,. .
г \<к<АП кг \<г<п к г

То есть матрица А имеет седловую точку в (к*  ,г), если а.. является 
наибольшим элементом в своем столбце и наименьшим элементом в 
своей строке.
(а) Найдите седловые точки матриц

'3 1 Г
1 0 -1
2 1 1 _

и

"2 -1 1 -2 0’
2 13 2 1 
-1021 0
1112 1 

.2-10 1 -1.
(Ь) Покажите, что матрица Л - [%] имеет седловую точку в (к*,г)  тогда 

и только тогда, когда стратегия (к*  ,г) является равновесием по Нэшу 
для некоторой игры с нулевой суммой, определенной матрицей А.

(с) Пусть (к",г) и (к,г) — равновесия по Нэшу в игре с нулевой 
суммой. Убедитесь, что (к,г’) и (к",г) тоже равновесия по Нэшу 
в этой игре.

(d) Убедитесь, что если (к*,г')  и (к,г)л— равновесия по Нэшу игры с 
нулевой суммой, то ut(k*,r)  = и^к,/-) для любого игрока I.
(Подробнее об играх с нулевой суммой можно прочитать в гл. 9.) 

8. Докажите теорему 2.5.

2.2. Стратегические игры
Мы узнали, что игра двух лиц может быть представлена в 

виде матричной игры. Мы также поняли, как анализировать эти матричные 
игры. Однако зачастую во многих приложениях в игре участвует более двух 
игроков. Более того, множества стратегий могут оказаться такими, что у 
игры может не быть хорошего представления в матричной форме. К счас
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тью, большинство идей относительно того, как решать игры, которые были 
введены для матричных игр, можно легко распространить на более общий 
класс игр — на стратегические игры. Начнем с формального определения 
стратегической игры.

Определение 2.6 (стратегическая игра). Стратегическая игрф состоит из 
множества п участников1, где каждый участник i (/ = !,...,«) имеет:

1 Стратегическая игра также называется игрой в стратегической форме или игрой в 
нормальной форме.

2 Неявно предполагается, что п > 2. Случай л= 1, т.е. случай одного игрока, был 
рассмотрен в гл. 1.

3 Функции выигрыша также называют функциями полезности.

(1) множество выбора 8] (также известное как множество стратегий 
или множество действий), элементы которого являются стратегиями 
игрока i, и

(2) функцию выигрыша и, : 5, х 52 х • • • х Sn ->
Игроки, множества стратегий и функции выигрыша стратегической игры 

в совокупности называются характеристиками игры.
Другими словами, стратегическая игра п лиц является набором из 2п эле

ментов
G = (Sl,...,Sn,ul,...,un),

где 5^ и удовлетворяют условиям определения 2.6. Таким образом, для 
описания стратегической игры G нам необходимо указать множества стра
тегий и функции выигрышей игроков, т.е. ее характеристики.

Стратегическая игра разыгрывается следующим образом.

Разыгрывание стратегической игры

Все игроки выбирают одновременно и независимо друг от друга стратегию 
из своего множества действий, и игра завершается. Если игрок i выбрал 
стратегию 5,. eS,, то его выигрыш равен ui(sl,s2,...,s,l).

Следует заметить, что каждая функция выигрыша представляет собой дей
ствительную функцию п переменных 5,,s2,...,s„, т.е. ui(si,s2,...,sn), где каждая 
переменная sk пробегает множество стратегий игрока к. Значение zz;(^,52,...,sn) 
интерпретируется как выигрыш (или полезность) игрока i в случае, когда 
каждый игрок к выбирает свою стратегию sk. Выигрыш ii!(s},s2,...,s„) игрока/ 
может представлять денежные выигрыши (доходы) или потери, или какой-то 
другой тип «удовлетворения», который важен для игрока.

Декартово произведение StxS2x---xSn множеств стратегий называют 
множеством профилей стратегий или множеством исходов игры, а его элементы 
(5i,s2,...,s„) — профилем стратегий или профилем действий.

Приведем пример стратегической игры.

Пример 2.7 (стратегическая игра). Рассмотрим стратегическую игру с тремя 
игроками 1, 2, 3. Множества стратегий игроков имеют вид
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5, = £, = 53 =[0,1],

т.е. представляют замкнутый интервал от 0 до 1. Функции выигрыша зада
ются как

u{{x,y,z) = х +у - z, 

u2{x,y,z) = x-yz , и 

u:s(x,y,z) = xy-z , 
где для простоты полагаем, что = х, s2 = у и s3 = z'-

Если участники объявят стратегии х = |, у = 0 и г = -^, то выигрыши 

окажутся равными

( 1 п П 1 fl п П 1 fl п П 1 'Ч2’°’4)= 4’ ЧЛГ 2 и ЧтМ’-Т

1 Если множества стратегий игроков состоят из вещественных чисел, то обычно 
используют буквы х, у и z для обозначения произвольных стратегий игроков 1, 2 и 3. 
С одной стороны, представляется, что эти обозначения проще, чем использование s,, s2 и 
5,; с другой стороны, это обозначение ведет к обычным в дифференциальном исчислении 
записям для функций двух и трех переменных. Такие обозначения указывают также на 
то, что любую пару (соответственно тройку) вещественных функций двух (соответственно 
трех) переменных можно считать функциями выигрышей стратегической игры двух (со
ответственно трех) лиц!

Заметим, что профиль стратегий (1,1,0) дает наибольший выигрыш каж
дому игроку.

При разыгрывании стратегической игры цель игроков — максимизация 
своих выигрышей. Однако поскольку величина выигрыша игрока зависит 
не только от его выбора, но и от выборов других игроков (что отражает 
конфликт интересов с другими игроками), вопрос оптимизации чьего-либо 
выигрыша намного тоньше, чем в случае простой задачи принятия решения 
с участием одного лица. Если индивид знает о выбранных другими игроками 
стратегиях, он может максимизировать свой выигрыш при заданных выборах 
других индивидов. Но тогда все другие игроки захотят поступить точно так же. 
В действительности кажется довольно естественным попытаться найти исход, 
получаемый в результате одновременной максимизации индивидуальных 
выигрышей. Такой набор стратегий, обычно называемый — как и в случае 
матричных игр — равновесием по Нэшу, определяется (как и в матричных 
играх) следующим образом.

Определение 2.8 (равновесие по Нэшу). Равновесием по Нэшу {или просто 
равновесием или даже решением) игры в стратегической форме

G = {5j, и},...,и„}

называется профиль стратегий (sf ,sj,...,s‘), такой что для каждого игрока i 
и любого s, е 5) выполняется соотношение
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Несмотря на то что равновесие по Нэшу кажется обоснованным решением 
стратегической игры, игрок будет заинтересован выбирать равновесную по 
Нэшу стратегию только в случае, если вполне уверен, что остальные соби
раются выбрать равновесные по Нэшу стратегии. Часто для этого требуется, 
чтобы каждый игрок знал это, чтобы каждый игрок знал, что другие знают 
это, и так далее до бесконечности. Иначе говоря, то, что игроки собираются 
играть равновесие по Нэшу, должно быть общим знанием. Фактически это 
означает, что каждый игрок знает, что будет разыграно данное равновесие 
по Нэшу. Привлекательность концепции равновесия по Нэшу проистекает 
из того факта, что если оно является всеобщим знанием, то каждый игрок 
действительно будет играть свою равновесную по Нэшу стратегию, приводя 
тем самым к реализации именно равновесия по Нэшу. В этом смысле рав
новесие по Нэшу характеризуется самопринуждением. Поэтому, если игроки 
ищут исходы или решения, от которых никто не хотел бы уклоняться, то 
единственными профилями стратегий, удовлетворяющими этому условию, 
являются равновесия по Нэшу.

Существует полезный критерий равновесия по Нэшу для стратегической 
игры в случае, когда множества стратегий представляют собой открытые 
интервалы вещественных чисел. Перед тем как перейти к обсуждению этого 
критерия, приведем некоторые понятия. Внутренность интервала / веществен
ных чисел состоит из всех точек хе I, таких что существует е > 0 (зависящее 
от х), при котором открытый интервал (х-е,х + е) целиком лежит в /, т.е. 
(х-е,х + е)с I. Внутренность / обозначается как Int (7). Заметим, что

Int ([a,/]) = (a,b), Int ([<?,£>)) = (a,b), и Int = (a,°°).

Если каждое множество стратегий 5,. является интервалом, то можно гово
рить о внутренних профилях стратегий. Соответственно профиль стратегий 
(51,s2,...,sm) называется внутренним профилем стратегий, если е Int (5,) для 
любого игрока i. В этом случае можно говорить о внутренних равновесиях 
по Нэшу. То есть равновесие по Нэшу ■■■’■О называется внутренним, 
если профиль (.$]’,$2,- -Л) является внутренним.

Теперь нетрудно убедиться (используя основные свойства дифферен
циального исчисления), что если функции полезности имеют частные про
изводные во внутренности № и (s’^v-X) ~ внутреннее равновесие по 
Нэшу, то профиль стратегий (5*,5j,...,A,)  должен быть решением системы 
уравнений:

Э»,.(5|,52,...,5„) = i = (2.1)
dSj

Или, в расширенной записи, (j’^j,---,^) должно быть решением системы 
из п уравнений

duSsx,s2,...,s* n) _0
dSi

1 Здесь внутренность S — это множество Int(Sj) х Int(S2) х... х 1п1(5„).
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dii2(s„s2,...,sn) __ 
ds2

Таким образом, равновесия по Нэшу находятся среди решений сис
темы (2.1),

Существует удобный тест, который основан на этом замечании и позволяет 
определить, является ли данное внутреннее решение системы равновесием 
по Нэшу.

Критерий равновесия по Нэшу 
(на основе дифференциального исчисления)

Предположим, что в стратегической игре множества стратегий 5) являются 
интервалами и функции полезности непрерывны и имеют частные произ
водные второго порядка во внутренности S. Предположим, что профиль 
стратегий удовлетворяет следующим условиям:
(1) каждая (стратегия) s*  лежит во внутренности интервала 5,;

dllj (^i , • • •, Z>) л(2) — 1 ----- — = 0 для каждого игрока z;

(3) каждая стратегия s*  — единственная стационарная точка функции 
//,(^,...,5*.],^.,^,...,^),  $,.е Int (5Z);
... ^zz,^.*,^ ’,...,/) n(4) —-—4-4---- — < 0 для каждого z.

ds.
Тогда (j*,^,...,^*)  является единственным внутренним равновесием по 
Нэшу.

На практике обычно находят решение системы (2.1), а затем используют 
другие экономические соображения, чтобы убедиться, что найденное решение 
является равновесием по Нэшу.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий данный критерий.

Пример 2.9. Рассмотрим игру в стратегической форме с тремя игроками, 
в которой множество стратегий каждого игрока — открытый интервал (0,°°) 
вещественной прямой. Функции выигрышей игроков имеют вид

u1(x,y,z) = 2xz-x2y,

и2 (х, у, z) = у/12(х +y + z) - у , 

u3(x,y,z) = 2z-xyz2.

Поскольку каждое множество Si является открытым интервалом, а функ
ции выигрыша дифференцируемы, то для нахождения равновесий по Нэшу 
необходимо решить систему уравнений
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<Ц_П ^1-0 dlh - П 
дх ’ ду ’ dz

Вычисляя производные, получим 
дщ ч Ч ди2 I 3 , дщ-тг- = 2z - 2ху, = J------- 1, —— = 2- 2xyz .дх dy\x + y + z dz

Таким образом, необходимо решить систему уравнений

2z - 2ху - 0 ,J--------------1 = 0, 2 - 2xyz = 0,
yx+y+z

или, упрощая выражения,

Z = ху, (2.2)

x+y+Z=3, (2.3)

xyz = 1. (2.4)

Подставив выражение для ху из (2.2) в (2.4), получаем z2 = 1 и (поскольку 
Z > 0) z = 1. Теперь подставим значение z = 1 в (2.2) и (2.3). Имеем систему 

ху = 1, х + у = 2.

Решая данную систему, получаем х = у = 1. Следовательно, единственным 
решением системы уравнений (2.2), (2.3) и (2.4) является х = у - z = 1.
Вычислим вторые производные:

д\ 
дх2

-2у < 0,

д1и1 ч/З . -2
—-± = —-=-(x + y + z) 2 <0, 
ду 2

д2и3 ч п--г = -2ху < 0 , 
dz2

для всех выборов х > 0, у > 0 и z > 0. Критерий равновесия по Нэшу 
гарантирует, что набор стратегий (1,1,1) является единственным 
равновесием по Нэшу. ■

Упражнения
1. Предположим, что в стратегической игре существует профиль стратегий 

5*  = (S]’,^,---,5,*) , такой что для каждого игрока i

z/,.(Si,52’,...,5*)  = max{z//(5l,...,5„):(51,...,5„)e51 x--xS„}.

Покажите, что / является равновесием по Нэшу.
2. Докажите, что семейство профилей стратегий (1 ,ос,0), где 0 < а < 1, — все 

возможные равновесия по Нэшу в игре из примера 2.7.
3. Рассмотрим игру из примера 2.7 и предположим, что игроки имеют 

те же функции выигрыша, но множества стратегий теперь таковы: 
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5] = S2=S2 =(0,1). Существует ли равновесие по Нэшу в такой игре? 
(Сравните ответ с результатом из предыдущего упражнения.)

4. Два рыбака ловят рыбу недалеко друг от друга; обозначим за х и у
количество рыбы, пойманное рыбаками 1 и 2 соответственно. Выиг
рыш первого рыбака от рыбной ловли равен п1(х,у) = 2х-^--- ,̂ 

- _ х2 ХУгде 2х — полезность от вылавливания х рыб, а — - — издержки

рыбной ловли. Здесь — издержки рыбака 1 вылавливания х рыб, 

когда рыбак 2 выловит у рыб. Заметим, что эта часть оказалась бы 
равной нулю, если бы рыбака 2 там не было. Аналогично его выигрыш 

, х У2 ху
составляет л, (х, у) = 2у - - -ру .

(а) Опишите ситуацию в виде стратегической игры.
(Ь) Найдите равновесие по Нэшу этой игры.
(с) Сколько рыбы выловил бы каждый, если бы рыбачил в одиночку?

5. Рассмотрите стратегическую игру с двумя участниками, такую что
S, = S2 = R. Функции полезности игроков имеют вид

ц(х,у) = ху2 — х2 и и2(х,у) = 8у-ху2.

Найдите равновесие по Нэшу этой игры. [Ответ: (2,2).]
6. Найдите равновесие по Нэшу в стратегической игре двух лиц с мно

жествами стратегий 5, = S2 = R и функциями выигрыша

и1(х,у) = у2 -ху-х2 -2х + у,

н2(х,у) = 2х2 - ху - Зу2 - Зх + 7у.
ГГЛ ( 19 16>1 1
[Ответ: уу,уу].]

7. Рассмотрим стратегическую игру двух лиц с 5, = S2 = R и функциями 
выигрыша

г/j(х,у) = х2 - 2х, и2(х,у) = ху-у2.

Убедитесь, что в этой стратегической игре нет равновесий по Нэшу.
8. Рассмотрим стратегическую игру двух лиц с множествами стратегий 

5] = S2 = [0,1] и функциями выигрыша

щ(х,У) = [у--^х, и2(х,у) = \х-у\.

Покажите, что у этой стратегической игры нет равновесий по Нэшу. 
9. Рассмотрим стратегическую игру двух одинаковых игроков. Множества 

стратегий имеют вид 5, = У2 = [0,2], а функции выигрыша

И)(х, у) = и2 (х,у) = min{l - г2,1 - (х -1)2 - (у -1)2}, 

где г — фиксированное положительное число между 0 и 1, т.е. 0 < г < 1. 
Теперь рассмотрим круг D = {(х,у) е R2: (х -1)2 + (у-1)2 < г2}; его гра-
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фик изображен на рис. 2.1. Убедитесь, что любой профиль стратегий 
(х*,у ’)е D является равновесием по Нэшу. [Подсказка: воспользуйтесь 
упражнением 1.]

10. Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой, заданную матрицей 
0 х2 2 
110, 
2 1 х

где х — параметр, действительное число. (Определение игры с нулевой 
суммой дано в упражнении 7 раздела 2.1). При каких значениях х игра 
имеет равновесие по Нэшу? Найдите эти равновесия.

11. Пусть {а,,...,^} и — два множества, каждое из которых со
стоит из различных положительных вещественных чисел. Рассмотрим 
стратегическую игру двух лиц со следующими характеристиками.
(а) Множество стратегий 5] игрока 1 состоит из всех «-мерных векторов 

s = (sj,...,s„), где (5],...,5„) — перестановка положительных веществен
ных чисел {ар...,а„}. (Таким образом, S, имеет /г! элементов — все
возможных перестановок {a],...,a„}.) Аналогично S2 состоит из всех 
«-мерных векторов t = компоненты которых образуются из
перестановок вещественных чисел S2 снова состоит из л!
элементов.

(Ь) Функции выигрышей игроков задаются в виде

Л, (5, t) = £ , л2 (s, t) = £ ((. )2 .
Ы i=l

Покажите, что если ? =(5‘,$2,...,5*)  и удовлетворяют
соотношениям
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s,*  <s* 2<---<s„, t; <г2<-<г„,

то профиль стратегий (s*,t* ) является равновесием по Нэшу. [Указание: 
заметим, что если стратегия s = (sb...,sn) удовлетворяет условию ^+1 < sk для 
некоторого к, то sA.+^ + skt'k+l -(sktk + sk+ltk+l) = (t'k+x-Tk)(sk-sk+l)>0.]

12. Докажите критерий равновесия по Нэшу (на основе дифференциаль
ного исчисления). [Подсказка: доказательство основано на следующем 
основном результате дифференциального исчисления. Предположим, 
что f: (о, b)—> R, где (а,Ь) — открытый интервал в R, — дважды диф
ференцируемая функция, у которой существует единственная критичес
кая точка х, т.е. f'(x') = 0, такая что /"(/)< 0. Тогда f достигает 
(глобального) максимума на (а,Ь) в точке х. Установите этот результат 
и воспользуйтесь им для доказательства приведенного выше критерия 
равновесия по Нэшу.]

2.3. Доминирующие и доминируемые стратегии
Всюду в этом разделе G -(Sx,...,Sn,ux,...,un) будет обозначать 

стратегическую игру п лиц, как она описана в определении 2.6. Цель данного 
раздела состоит в том, чтобы изучить особый тип стратегий, называемый до
минирующими стратегиями. Перед тем как их определить, введем некоторые 
стандартные и очень полезные обозначения, используемые в теории игр.

Если 5 = (5],...,5Л) — профиль стратегий, a i произвольный игрок, то через 
s4 будем обозначать профиль стратегий, который получается из s при уда
лении стратегии s,. То есть является профилем стратегий, состоящим из 
стратегий всех игроков, за исключением игрока i. Другими словами, если

s = (j|,...,sH,5j,si+l,...s„)e5l x-'-xS^ xS- xSM x --xS„

— профиль стратегий n игроков, то

■Т, = (5],..., S,. _,, s i+,,..., sn) e Sx X ■ • • X 5, _, x 5/+, x • ■ • x S„.

С помощью введенного обозначения можно записать s в виде ($_,-,л() (или 
(5,.,5_,)); т.е. мы будем записывать профиль стратегий s = (sl,...,si_x,si,sM,...,sll) 
как

S = (S_;,S,) - ($1,$^) ■

Кроме того, через убудем обозначать произвольный профиль стратегий, 
принадлежащий Декартову произведению 5; - 5] х • • • х Sx_x х 5}+1 х • • • х Sn.

Проиллюстрируем введенное обозначение на примере. Рассмотрим стра
тегическую игру четырех лиц, такую что множество стратегий каждого — это 
множество натуральных чисел, т.е. 5} = {1,2,3,...} для любого i. Рассмотрим 
профиль стратегий s - (3,6,9,10). Тогда

= (6,9,10),

s_2 = (3,9,10),

80



ГЛАВА 2. РЕШЕНИЯ И ИГРЫ

^з = (3,6,10), 

s_4 = (3,6,9).

С другой стороны, если взять в качестве s_2 = (5,7,8) или s_4 = (6,5,10), то

(5_2,20) = (5,20,7,8) или (s_4,10) = (6,5,10,10).

Заметим, что с учетом этого обозначения
• профиль стратегий s - (^, s2,..., s* ) является равновесием по Нэшу тогда 

и только тогда, когда для каждого игрока i неравенство

u-Ss^s*  )>ul(s,_i,si)

выполняется при любых стратегиях e Si игрока i.
Это компактный и эффективный способ определения концепции равно

весия по Нэшу!
С использованием этого обозначения определим понятие доминирования.

Определение 2.10 (доминирующие стратегии). Будем говорить, что стра
тегия aeSi игрока i сильно (строго) доминирует стратегию {или b 
сильно доминируется стратегией а), если для любого профиля стратегий 
оставшихся п - 1 игроков выполняется строгое неравенство

ui(s_i,a)>ui(s_i,b).

Аналогично стратегия aeSt игрока i слабо доминирует стратегию b е 5) 
(или b слабо доминируется стратегией а), если для любого профиля стратегий 
s.j е 5 (. оставшихся п - 1 игроков

ui(s_l,a)>ui{s_l,b).

Существует также понятие доминирующей стратегии. Говорят, что стра
тегия ае5; является сильно доминирующей, если она сильно доминирует 
все другие стратегии игрока /. Аналогично стратегия ае Si является слабо 
доминирующей, если она слабо доминирует все другие стратегии игрока /.

Проиллюстрируем эти понятия на двух примерах.

Пример 2.11. Рассмотрим стратегическую игру двух лиц, изображенную 
в табл. 2.15. Нетрудно видеть, что стратегия С игрока 2 сильно доминирует 
стратегию R. А стратегия Т игрока 1 слабо (но не сильно) доминирует стра
тегию М. ■

Таблица 2.15

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С R
Т (1,0) (1,3) (3,0)
М (0,2) (0,1) (3,0)
В (0,2) (2,4) (5.3)
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Пример 2.12. Рассмотрим стратегическую игру двух лиц с множествами 
стратегий 5, = [0,1], S2 = [-1,0] и функциями выигрышей

z/j(x,y) = x + y и и2(х,у) = ху.

Поскольку ц (1,у) = 1 + у > х + у = и} (х,у) при всех 0 < х < 1 и всех -1 < у < 0, 
стратегия 1 является сильно доминирующей стратегией игрока 1. С другой 
стороны, из неравенства

и2 (х, 0) = 0 > ху = и2 (х, у)

при всех 0<х<1 и всех -1 < у <0 из равенства м2(0,0) = и2(0,у) мы можем 
заключить, что стратегия 0 является слабо доминирующей (но не сильно 
доминирующей) стратегией игрока 2. ■

Заметим, что рациональность игроков гарантирует, что сильно домини
руемые стратегии никогда не будут ими выбраны, и, таким образом, могут 
быть вычеркнуты из множеств их стратегий1. Во многих случаях это приводит 
стратегическую игру к более простой игре. Данный процесс (известный как 
последовательное исключение сильно доминируемых стратегий) формализован 
в следующей теореме.

1 Предположение о рациональности игроков гарантирует только, что они не выбирают 
сильно доминируемые стратегии. Но для того чтобы вычеркнуть их из множества стра
тегий и проводить дальнейшие шаги по редуцированию игры, нужно быть уверенным, 
что другие игроки также не рассматривали эти стратегии как возможный выбор этого 
игрока, а он, в свою очередь, был уверен, что они не рассматривают эту стратегию как 
его возможный выбор, и т.д. То есть требуется, чтобы другие игроки знали, во-первых, 
что эти стратегии сильно доминируемы и, во-вторых, что игроки, множества стратегий 
которых содержат сильно доминируемые стратегии, такие стратегии не выбирают, т.е. 
являются рациональными. Другими словами, такое вычеркивание строго доминируемых 
стратегий обоснованно в ситуации, когда структура игры (множества стратегий и функции 
выигрышей), а также то, что все игроки рациональны, известно каждому игроку. Более 
того, рассматриваемое далее последовательное вычеркивание строго доминируемых стра
тегий обоснованно в ситуации, когда все это общеизвестно, т.е. не только каждый игрок 
знает это, но он знает, что все другие игроки знают это, и т.д. до бесконечности. В этом 
случае игрок должен не только сам исходить из того, что ни один из игроков не выберет 
доминируемую стратегию, но и учитывать, что другие игроки исходят из того, что ни один 
из игроков не выберет доминируемую стратегию. Эту цепочку предположений следует 
продолжить до бесконечности. — Примеч. ред.

2 На данный результат обычно ссылаются как на процедуру последовательного исключения 
сильно доминируемых стратегий.

Теорема 2.13 (последовательное исключение доминируемых стратегий2). 
Рассмотрим стратегическую игру п лиц G = (S],...,S„,ux,...,un) и предположим, 
что для каждого i выбрано непустое подмножество S'q S), так что

• каждая стратегия игрока i, не принадлежащая S', т.е. стратегия из 
множества Sf\S- , сильно доминируется некоторой стратегией из S- .

Тогда новая стратегическая игра п лиц G' = (S’,...,S'n,ux,...,u„) имеет те же 
равновесия по Нэшу, что и исходная стратегическая игра G.
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Доказательство. Пусть s*  - (5*,5 ’,...,5*)  — профиль стратегий. Предполо
жим сначала, что 5 является равновесием по Нэшу в игре G'. Необходимо 
показать, что / — равновесие по Нэшу также и в игре G.

Действуя методом от обратного, предположим, что 5’ не является равно
весием по Нэшу в игре G. Это означает, что существует игрок i и стратегия 

е , такие что ц.(/,,■?,) > «,(/,■,$*)  . Если 5,- принадлежит S/, то это проти
воречит тому факту, что 5*  образует равновесие по Нэшу в игре G'. Таким 
образом, стратегия st не принадлежит S'. Но тогда, в соответствии с нашим 
предположением, существует некоторая стратегия о(. е S- , которая сильно 
доминирует 5,. Отсюда вытекает

Z/, (.5*,,  О,-) > ZZ,. (/,., S-) > и, (stj, s* ), 

следовательно, / не может быть равновесием по Нэшу в стратегической игре 
G'. Это противоречие показывает, что / является равновесием по Нэшу в 
игре G.

Теперь предположим, что 5*  — равновесие по Нэшу в игре G. Нужно 
показать, что $ также является равновесием по Нэшу в игре G'. Достаточно 
будет показать принадлежность s’ множеству S. для любого i (почему?).

Для того чтобы это установить, предположим, что s’ не принадлежит 
S- для некоторого I. Тогда можно найти стратегию s' S', которая сильно 
доминирует 5*.  В частности, мы имеем

Z/,.(sV,S^>ZZ,.(//,5*),

откуда следует, что 5*  не может быть равновесием по Нэшу в игре G. Следо
вательно, s’ принадлежит S. для всех i, что и требовалось доказать. ■

Приведем пример стратегической игры, которая решается с помощью 
«исключения сильно доминируемых стратегий».

Пример 2.14. Рассмотрим стратегическую игру двух лиц с множествами 
стратегий 5) = S2 = [0,1] и функциями выигрышей

и1(х,у) = х + у и u2(x,y) — x~yt

Заметим, что стратегия х = 1 является сильно доминирующей стратегией 
игрока 1, а стратегия у = 0 — сильно доминирующей стратегией игрока 2. 
Таким образом, если 5]' - {1}, a S2 ={0}, то (согласно теореме 2.13) игра G 
имеет те же равновесия по Нэшу, что и игра G' = (S[,S[,ul,u2). Поскольку 
(1,0) — единственная стратегия в G', то профиль (1,0) является единственным 
равновесием по Нэшу в игре G. ■

Вернемся к матричной игре из примера 2.11. Беглый взгляд на матрицу 
позволяет выявить, что при профиле стратегий (В,О) игрок 1 имеет наи
больший выигрыш (2) в столбце С, а игрок 2 имеет набольший выигрыш (4) 
в строке В. Более того, это единственный профиль стратегий с данным 
свойством. Следовательно, по теореме 2.5 (В,С) — равновесие по Нэшу 
матричной игры.
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Далее мы покажем, как найти это решение с помощью серий матричных 
игр, используя метод последовательного исключения сильно доминируемых 
стратегий. Для начала обратим внимание на то, что у игрока 2 стратегия С 
сильно доминирует стратегию R. Следовательно, игрок 2 исключает страте
гию R, и игра редуцируется к матричной игре Gx, изображенной в табл. 2.16. 
По теореме 2.13 игра С, имеет те же равновесия по Нэшу, что и исходная 
матричная игра из примера 2.11.

Заметим, что в редуцированной игре G} стратегия Т игрока 1 сильно 
доминирует стратегию М, следовательно, игра редуцируется к игре С2, 
изображенной в табл. 2.17. Снова по теореме 2.13 игра G2 содержит те же 
равновесия по Нэшу, что и игра Gt (а значит, и те же равновесия по Нэшу, 
что и исходная матричная игра). Заметим теперь, что в матричной игре G2 
игрок 2 имеет сильно доминирующую стратегию С, поэтому L исключается. 
Игрок 1 теперь выбирает между Ти В, и очевидно, что он выберет В. (Эти 
шаги отражены в матричных играх табл. 2.18 и 2.19.) Ясно, что у послед
ней игры с единственным профилем стратегий (В,С) те же равновесия по 
Нэшу, что и у исходной матричной игры. Таким образом, решение (В,С) 
получено с помощью последовательного исключения сильно доминируе
мых стратегий1.

Таблица 2.16

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С
Т (1,0) (1,3)
М (0,2) (0,1)
В (0,2) (2,4)

Таблица 2.17

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L С

Т (1,0) (1,3)
В (0,2) (2,4)

Таблица 2.18

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия С

Т (1,3)
В (2,4)

1 Это равновесие называется также равновесием в строго недоминируемых страте
гиях. Заметим также, что проведение всех последующих шагов исключения строго не
доминируемых стратегий требует более сильных предположений об информированности 
игроков, чем указано выше; фактически оно опирается на предположение о том, что 
характеристики и рациональность игроков — (потенциально) общеизвестная информа
ция. — Примеч. ред.
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К сожалению, не каждая матричная игра решается методом последователь
ного исключения сильно доминируемых стратегий. Например, у матричной 
игры из табл. 2.20 нет сильно доминируемых стратегий и она имеет два 
равновесия по Нэшу: (T,L) и (B,R). Стоит также отметить, что если взять 
некоторый исход, который не совпадает с равновесием по Нэшу, то всегда 
какой-то из игроков захочет отклониться от этого исхода. Например, для 
профиля стратегий (T,R) игрок 2 предпочтет выбрать L, если он знает, что 
игрок 1 собирается играть Т.

Таблица 2.19

Игрок 2

Игрок 1 Стратегия С
В (2,4)

Таблица 2.20

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (1,1) (0,0)
В (0,0) (1,1)

Таблица 2.21

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Опера Бой быков

Опера (1,2) (0,0)
Бой быков (0,0) (2,1)

Приведенная выше игра является версией хорошо известной игры, на
зываемой семейным спором. Она имеет следующую классическую трактовку. 
Муж и жена выбирают, где провести время: посетить оперу или пойти на бой 
быков. Жена предпочитает оперу, а муж — бой быков; но прежде всего они 
хотели бы провести время вместе. Результирующая матричная игра указана 
в табл. 2.21. В семейном споре тоже нет сильно доминируемых стратегий. 
(Более подробное обсуждение игры семейный спор можно найти в последней 
части раздела 2.4.)

В завершение повторим еще раз важное следствие теоремы 2.13.
• Если матричная игра может быть решена методом последовательного 

исключения сильно доминируемых стратегий, то она имеет единственное 
равновесие по Нэшу, которое в точности совпадает с парой стратегий, 
найденных на последнем этапе процесса последовательного исключения 
строго доминируемых стратегий.

Упражнения
1. Используя доминируемые стратегии, покажите, что в стратегичес

кой игре из примера 2.7 все равновесия по Нэшу имеют вид (1,а,0), 
0 < а < 1.
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2. Рассмотрим стратегическую игру трех лиц со следующими характерис
тиками:
(а) множества стратегий: Ss = [0,1], S2 = [-2,2], S3 = [-1,0];
(b) функции выигрышей:

7tl(x,y,Z) = X2 +yZ,

n2(x,y,z) = y2 +XZ,

n}(x,y,z) = xy~Z-

Найдите равновесия по Нэшу, используя доминируемые стратегии.
3. Покажите, что если матричная игра может быть решена с помощью 

последовательного исключения доминируемых стратегий, то решение 
является равновесием по Нэшу.

4. Рассмотрим матричную игру, изображенную в табл. 2.22. Используя 
последовательное исключение слабо доминируемых стратегий, убе
дитесь, что стратегии (T,L), (T,R) и (B,R) являются равновесиями по 
Нэшу.

5. Покажите, что если матричная игра может быть решена методом по
следовательного исключения сильно доминируемых стратегий, то она 
имеет единственное равновесие по Нэшу, которое в точности совпадает 
с парой стратегий, образующейся на последнем этапе итерационного 
процесса.

6. Найдите равновесие по Нэшу в игре «Семейный спор».
7. Приведите пример матричной игры, имеющей как минимум два рав

новесия по Нэшу, одно из которых может быть получено методом 
последовательного исключения слабо доминируемых стратегий, а 
другое — нет.

8. Рассмотрим матричную игру, изображенную в табл. 2.23, где а — ве
щественное число. Если стратегия Тигрока 1 сильно доминирует стра
тегию В, то при каких значениях а профиль стратегий (T,R) является 
равновесием по Нэшу?

9. Рассмотрим матричную игру, изображенную в табл. 2.24, где X — ве
щественное число, отличное от нуля. Найдите равновесия по Нэшу.

Таблица 2.22

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (1,0) (0,0)
В (0,0) (0,1)

Таблица 2.23

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (а2,1) (а, За)
В (а,2) (0,2)
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Таблица 2.24

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L В
Т (1Д) (А,Х2+ 1)
В (А2,2) (2- |,3) 

Л

2.4. Решения матричных игр 
в смешанных стратегиях

Ранее уже говорилось, что не в каждой матричной игре есть 
равновесие. Это приводит к появлению нетривиальных вопросов при реше
нии таких игр. Проблема важна, поскольку относится к довольно широкому 
классу игр. Поиск концепции решения для игр, не имеющих равновесий по 
Нэшу, будет полезно предварить исследованием этой проблемы с помощью 
примера. Обратившись к матричной игре, представленной в табл. 2.25, мы 
видим, что если игрок 1 выберет стратегию Т, то игрок 2 захочет выбрать L, 
однако в таком случае игрок 1 захочет сыграть В, вследствие чего игрок 2 
отклонится, сыграв R, и т.д. В итоге возникает ротация игроков, желающих 
менять свои стратегии.

В самом деле, игрок 1 должен действовать осторожно, не обнаруживая 
своей стратегии, поскольку в противном случае выбор игрока 2 будет та
ков, что принесет игроку 1 наихудший из возможных исходов. Например, 
если игрок 2 знает о том, что игрок 1 собирается выбрать Т, то он выбе
рет L, и выигрыш игрока 1 окажется равным 0, т.е. наименьшим из всех 
возможных.

Ясно, что игроку 1 нужно предпринимать такие действия, чтобы игроку 2 
приходилось угадывать, какую именно стратегию тот намеревался выбрать. 
Одним из способов достичь этого является использование механизмов слу
чайного выбора стратегий. Таким механизмом в данной ситуации может 
служить монетка или какой-то другой способ, приводящий к случайному 
выбору Т или В.

В аналогичной ситуации находится и игрок 2, поэтому он захочет сделать 
то же самое. В результате оба игрока будут использовать некоторую случайную 
схему для выбора своих стратегий. Подобные случайные схемы называются 
смешанными стратегиями и будут обсуждаться ниже.

Напомним, что матричная игра может быть описана «двойной» матрицей 
размерности тх п, подобной изображенной в табл. 2.26, где av и Ьи — вы-

Таблица 2.25. Игра без равновесия по Нэшу

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (0,1) (1,0)
В (1,0) (0,1)
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Таблица 2.26

Столбцевой игрок

Строчный игрок

Стратегия sl s2 ... п

1 («11/11) («12/12) (aln,bln)
2 («21/21) («22/22)

т («ml/ml) («тг/т’)

игрыши участников 1 и 2 соответственно. Фактически при необходимости

Это показывает, что матричная игра полностью определяется парой матриц 
выигрышей А и В. В случае задания матричной игры в виде пары матриц 
(А,В) выигрышей говорят, что игра представлена в биматричной форме.

Смешанной стратегией (или профилем вероятностей) строчного игрока назы
вают любой вектор р = (, р2,..., рт), такой что pt > 0 для любой стратегии / и 

У pt = 1. Другими словами, смешанная стратегия строчного игрока представ- 
/=/

ляется распределением вероятностей на множестве стратегий {1,2,...,/и}.
Аналогично смешанной стратегией столбцевого игрока называют любой

п
вектор q = (ql,q2,...,qn), такой что > 0 для любой стратегии J и ]Г<7у = 1.

2=1
Говорят, что смешанная стратегия р строчного игрока является чистой 

стратегией, если для некоторой стратегии / выполнено pt = 1 и рк = 0 при 
к*1 . Таким образом, чистая стратегия / — это такая смешанная стратегия, 
при которой исходная стратегия i играется с вероятностью 1, а остальные — с 
вероятностями 0. Другими словами, чистые стратегии игрока 1 описываются 
векторами

р = (0,0,...,0,1,0,...,0),

где 1 встречается только один раз. Ясно, что у строчного игрока имеется в 
точности т чистых стратегий, которые мы отождествляем с его исходными 
стратегиями. Или, иначе, чистая стратегия / строчного игрока отождествля
ется с его смешанной стратегией р = (0,0,...,0,1,0,...,0), где единственная 1 
соответствует /-й координате вектора р.

Аналогичным образом любая стратегия вида

q = (0,0,.. „0,1,0,. ..,0),

где 1 встречается только один раз, скажем в координате j, называется чистой 
стратегией столбцевого игрока и может отождествляться с его стратегией/ 
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Заметим снова, что столбцевой игрок имеет п чистых стратегий, которые 
отождествляются с п его исходными стратегиями.

Пусть 5] = {1,2,...,/и} и 52 = {1,2,...,п} — множества стратегий строчного и 
столбцевого игрока соответственно. Будем обозначать множество всех сме
шанных стратегий строчного игрока через Д(5,), столбцевого игрока — через 
Д(52). То есть положим

A(51) = jp = (jpl,...,ipm):p/>0 для всех /=1,.../и и = 1
I- /=1

и
A(S2) = jq = ($,...,2,,):^. >0 для всех j=\,...n и = 1

I 7=1

Другими словами, и Д(52) — множества всех распределений вероят
ностей на 5] и 52 соответственно.

Теперь предположим, что каждый игрок (дабы запутать оппонента) 
выбирает стратегию согласно некоторому вероятностному профилю: строч
ный игрок выбирает смешанную стратегию р, а столбцевой — смешанную 
стратегию q. В этом случае любой игрок не может точно предсказать, какая 
именно стратегия будет выбрана другим игроком, и может только надеяться 
максимизировать свой ожидаемый выигрыш.

• Как вычислить ожидаемый выигрыш строчного игрока, если игроки вы
бирают смешанные стратегии р и q ?

Для начала заметим, что если столбцевой игрок выбирает стратегию j, 
то, выбирая смешанную стратегию р, строчный игрок может ожидать выиг- 

т
рыш ^Р/а1} . Принимая во внимание тот факт, что столбцевой игрок также 

/=1
выбирает смешанную стратегию q, ожидаемый выигрыш строчного игрока 

tn
составляет q^ р,а^ при выборе столбцевым игроком стратегии j с вероят- 

/=1
ностью qj. Отсюда вытекает, что совокупный ожидаемый выигрыш строчного 
игрока 1 для профиля стратегий (p,q) равен

Jt1(p,q) = £XW# • 
/=1 7=1

Аналогично ожидаемый выигрыш столбцевого игрока составляет

n2(p,q) = XS^A • 
/=1 7=1

Мы построили новую стратегическую игру со следующими характерис
тиками.

(1) Два игрока, те же, что и в исходной игре.
(2) Множества стратегий игроков 1 и 2 имеют вид Д(Л\) и Д(52) соответ

ственно.
(3) Функции выигрышей игроков 1 и 2 — это и л2 соответственно.
Описанную стратегическую игру называют игрой в смешанных стратегиях. 

Поскольку легко проверить, что для любой пары чистых стратегий (JJ) вы
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полнено Л] (/, j) = а1}. и л2 (/, у) - , можно рассматривать игру в смешанных 
стратегиях как «расширение» исходной игры, где, в сущности, расширены 
лишь множества стратегий игроков за счет дополнительных стратегий.

Теперь можно сформулировать следующий вопрос.
• Есть ли в этой игре равновесие по Нэшу (или: всегда ли существует 

равновесие в смешанных стратегиях) ?
Ответ положительный! Причем это является знаменитым результатом 

теории игр. Сформулируем его в качестве теоремы. (Более подробно это 
обсуждается в гл. 9, см. теорему 9.22; также см.: [70, VII].)

Теорема 2.15. Любая матричная игра имеет равновесие по Нэшу в смешан
ных стратегиях1.

1 Обобщенная версия этого результата была доказана в 1951 г. Джоном Нэшем для игр 
п лиц; см. ссылку [65] в библиографии. Подробности можно найти в работе [5].

Теорема 2.15 напоминает фундаментальную теорему алгебры, в соответствии с которой 
полином может не иметь вещественных корней, но он всегда имеет комплексные корни. 
То есть при добавлении новых чисел (иначе говоря, расширении вещественных чисел до 
комплексных) мы гарантируем, что любой полином имеет комплексный корень. Здесь 
мы имеем аналогичную ситуацию. Отсутствие равновесия по Нэшу в чистых стратегиях 
объясняется тем, что у игроков «недостаточно много» стратегий. Расширяя множество 
стратегий до множеств смешанных стратегий (т.е. добавляя достаточное количество «новых» 
стратегий), мы гарантируем, что в любой матричной игре обязательно есть равновесие в 
смешанных стратегиях!

Как находить равновесия матричной игры в смешанных стратегиях? Рас
смотрим некоторый алгоритм поиска равновесий в смешанных стратегиях 
для матричных игр.

Алгоритм нахождения равновесий в смешанных стратегиях

Процесс поиска равновесий в смешанных стратегиях можно разбить на 
4 этапа.
1. Запись матричной игры в биматричной форме: А = [«,/], В = [/>;J .
2. Вычисление двух функций выигрышей

л, (Р, q) = £ Е и (Р> Ч) = Е Е ■
! /=1 J-1 (=1 /=1

3. Замена рт -1 - У Pi и <!„ =1 ~ Е Ъ в Функциях выигрышей л, и л, и выра-
7=1

жение этих функций (после соответствующих вычислений) через переменные

. г. дп. отс,4. Вычисление частных производных и и решение системы

-$Ь. = 0 (/ = 1,...,от-1) и ^ = 0 (у = 1,...,«-!). 
®Pi j

Любое решение этой системы , где pt > 0 , q. > 0 для всех

/ и у, такое что Уд<1 и у^<1, является равновесием в смешанных
/=1 ;=1

стратегиях.
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Некоторые замечания, касающиеся алгоритма.
• Из алгоритма не следует, что любое равновесие в смешанных стратегиях 

является решением данной системы. Утверждается лишь, что любое решение 
системы с указанными ограничениями — равновесие в смешанных страте
гиях. (Для доказательства этого заключения см. указание в упражнении 11 
в конце раздела.)

• Нетрудно видеть (см. также указание в упражнении 11 в конце разде- 
. дл,

ла), что —— включает только Отсюда следует, что первая «подсистема» 
дп 0р‘
—^ = 0 (/ = 1,...,т-1) нашей системы позволяет найти смешанные страте- 

дигии игрока 2. Аналогично вторая «подсистема» —2- = 0 (/ = 1,...,л-1) дает

смешанные стратегии игрока 1.
• Смешанное равновесие (p,q) называется внутренним равновесием, если 

pt > 0 и qt > 0 для всех I и j. Внутренние равновесия игры в точности соот
ветствуют решениям px,...,pm_\,q\,...,qn_\ системы

4-l = 0 (/ = 1,...,/и-1) и ■^■ = 0 (у = 1,...,и-1) 
dpt dqj

1 Называемой еще смешанным расширением (исходной) игры. — Примеч. ред.

т-\ «-1
с р, > 0 и > 0 для всех I и j, ^р, < 1 и ^q. < 1. В частности, любое внут- 

i=i j=i
реннее решение является решением системы. (Для доказательства снова см. 
указание к упражнению 11 в конце раздела.)

Нетрудно видеть, что равновесия по Нэшу в чистых стратегиях матричной 
игры (если они существуют) можно отождествить со смешанными страте
гиями вида

р = (0,...,0,1,0,...,0) и q = (0,...,0,1,0,...,0).

Теорема 2.16. Профиль стратегий (JJ) матричной игры является равновесием 
по Нэшу тогда и только тогда, когда профиль чистых стратегий (JJ) также 
является равновесием игры в смешанных стратегиях.

Другими словами, каждое равновесие по Нэшу в чистых стратегиях так
же является равновесием по Нэшу игры в смешанных стратегиях. То есть 
если равновесия по Нэшу существуют, то (как утверждает теорема 2.16), 
они являются равновесиями игры в ее форме смешанных стратегий'. Прин
ципиально важно здесь то, что хотя в игре не всегда имеются равновесия 
в чистых стратегиях, в ней всегда имеется (по теореме 2.15) хотя бы одно 
равновесие в смешанных стратегиях!

Проиллюстрируем алгоритм поиска равновесий в смешанных стратегиях 
на конкретном примере.

Пример 2.17. Легко видеть, что матричная игра

л_г°А L2 1. и В =
'3 0’

1 2
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не имеет равновесий по Нэшу в чистых стратегиях. Применим описанный 
выше алгоритм нахождения равновесия в смешанных стратегиях.

Найдем функции ожидаемых выигрышей участников:

Л1 = Зр^2 + 2p2qx + p2q2 = Зрх (1 - q}) + 2 (1 - рх) qx + (1 - р, )(1 - q}) =

= -4p,?j + 2pt + qx +1
и

л2 = Зр,^ + p2qt + 2p2q2 = Зр,^ + (1 - Pj)$! + 2(1 - р, )(1 - q{) =

= 4р,?1-^1-2р1+2.

Дифференцируя, получим систему

-4- = -4$ +2 = 0, —4- = 4pj -1 = 0 , Эр, dq}
1 1 ГГ 1 3 ,1откуда находим, что рх = и qt = у . Далее, р2 = 1 -р( = и q2=\-qx= — ,

-г « (fl 3Y1 1YТаким образом, II II -j,-j 11 — единственное внутреннее равновесие в 

смешанных стратегиях. ■
• Существуют матричные игры без равновесий в чистых стратегиях, для 

которых алгоритм не позволяет найти решения! Однако матричная игра 
(в соответствии с теоремой 2.15) имеет как минимум одно равновесие 
в смешанных стратегиях, поэтому в данном случае для его нахождения 
следует использовать некоторый метод «проб и ошибок». Иначе гово
ря, алгоритм не предоставляет способа нахождения всех равновесий в 
смешанных стратегиях данной матричной игры.

Приведем пример, иллюстрирующий этот факт.
Рассмотрим матричную игру двух лиц, изображенную в табл. 2.27. Легко 

проверяется, что она не имеет равновесий в чистых стратегиях. Более того, 
беря соответствующее распределение вероятностей и рассчитывая ожидаемые 
выигрыши, получим

л,(л,Р2,91,92) = р№1\ +<72 -2) + p2(-2ql-q2 + \)-qx+2,

л2 (Р,, А ,Ч\ ,Я2) = 9i (Pi + 4р2 - 3) + q2 (2рх + р2 -1) + 4 - 2рх - Зр2.

Системы уравнений, приведенные в алгоритме, в этом случае имеют 
вид

2<7i + Qi = 2 , 2^j + q2 = 1 , рх + 4/>2 - 3 = 0, и 2рх + р2 -1 = 0.

Таблица 2.27

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С R
Т (1,0) (1,3) (0,2)
М (0,2) (2,1) (3,1)
В (1,1) (2,3) (2,4)
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Ясно, что первые два уравнения несовместны, таким образом, система 
не имеет решений. Отсюда следует, что данная матричная игра не имеет 
внутренних равновесий в смешанных стратегиях. Предлагаем вам самостоя
тельно убедиться методом «проб и ошибок» в том, что профиль смешанных 
стратегий 

является единственным равновесием в смешанных стратегиях.
• Прием смешанных стратегий, описанный для матричных игр, может 

быть расширен на класс стратегических игр с конечными множест
вами стратегий. Самостоятельно сформулируйте стратегическую игру 
в форме смешанных стратегий с конечными множествами стратегий. 
Справедливость теоремы 2.15 в этом случае не нарушается. То есть 
(*)  Любая стратегическая игра п лиц с конечными множествами стра
тегий имеет равновесие в смешанных стратегиях.

Этот результат остается верным и в более общих предположениях, которые 
выходят за рамки книги. Чуть более подробно о равновесиях в смешанных 
стратегиях будет рассказано в гл. 9.

Упражнения
1 п - ж 17 1 3Y1 ’У
1. Проверьте напрямую, что вероятностный профиль II-4,-д II у, 2-И яв

ляется равновесием по Нэшу в смешанных стратегиях для матричной 
игры

2. Рассмотрим матричную игру в биматричной форме

(а) Найдите равновесие по Нэшу в чистых стратегиях этой игры. [Ответ: 
(строка 1, столбец 1) и (строка 2, столбец 2).]

(Ь) Вычислите функции ожидаемых выигрышей участников.
[Ответ: тг, =^pxqx - /?,-<?,+! и п2 = 5pxqx - 4р, - 4<у, + 4.]

(с) Найдите все равновесия в смешанных стратегиях этой игры.
[Ответ: ((1,0),(1,0)), ((0,1),(0,1)) и )),]

3. Найдите все равновесия в смешанных стратегиях в матричной игре из

табл. 2.28. [Ответ: ((0,1),(0,1)), ((1,0),(1,0)), и

4. Найдите все равновесия в смешанных стратегиях в матричной игре из 
табл. 2.29.

5. Рассмотрим матричную игру, изображенную в табл. 2.30, где параметры 
аи₽ — действительные числа.
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(а) При каких значениях аир игра имеет внутреннее равновесие в 
смешанных стратегиях?

(Ь) При каких значениях а и р в игре есть только равновесие в чистых 
стратегиях?

6. Рассмотрим стратегическую игру двух лиц из табл. 2.31, где заданы 
параметры а>0и0<Р<2.
(а) Есть ли в игре равновесие по Нэшу в чистых стратегиях?
(Ь) При каких значениях аир игра имеет равновесие в смешанных 

стратегиях?
(с) Найдите все внутренние равновесия в смешанных стратегиях.

7. Рассмотрим дилемму заключенного (из примера 2.2) в биматричной 
форме:

-1 О'
.-10 -5.

-1 -10'
-0 -5.

И 5 =А =

(а) Покажите, что в игре есть единственное равновесие по Нэшу в 
чистых стратегиях.

(Ь) Вычислите функции ожидаемых выигрышей участников.
[Ответ: л, = - 5pt + 5^-5 и п2 = 4р)<?1 - 5pt + 5^-5 .]

(с) Покажите, что профиль чистых стратегий (строка 2, столбец 2) 
является единственным равновесием в смешанных стратегиях.
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Таблица 2.32

Столбцевой игрок

Строчный игрок

Стратегия 1 2 3 4
1 (1,0) (1,0) (0,1) (0,1)
2 (0,1) (1,0) (0,1) (1,0)
3 (1,0) (0,1) (1,0) (0,1)
4 (0,1) (0,1) (1,0) (1,0)

8. Рассмотрим матричную игру из табл. 2.32. Покажите, что при любом 
выборе s, t, 0 < 5 < 1 и 0 < t < 1, смешанные стратегии

9.

10.
И.

составляют равновесие в смешанных стратегиях.
Матричная игра из табл. 2.33 показывает, что в равновесии в смешанных 
стратегиях выигрыш может быть больше, чем в равновесии в чистых 
стратегиях.
(а) Найдите функции выигрышей игроков при использовании смешан

ных стратегий.
(Ь) Найдите все равновесия в чистых стратегиях и соответствующие 

выигрыши. [Ответ: ((1,0,0),(1,0,0)); л, = 1, л2 = 1.]
(с) Найдите все внутренние равновесия в смешанных стратегиях и 

г_ (( 6 3 2W 6 3 2 ■)) 
соответствующие выигрыши. [Ответ: тт,-гг>тт > ТГ’ТГ’ТГ ’ 

6 ..
711 ~И ’ п>~ 11

(d) Найдите равновесия в смешанных стратегиях, при которых у обо
их игроков одна из вероятностей равна нулю, и соответствующие 

in lYn 3 2V 3 2Y) 6 6
выигрыши. [Ответ: О,-?,-? , 0,; я, = , л, = .[

\\ •J

(е) Убедитесь, что выигрыш каждого игрока в равновесии в смешанных 
стратегиях в (d) больше, чем его выигрыш в равновесии в чистых 
стратегиях в (Ь).

Докажите теорему 2.16.
Проверьте, что решения системы в алгоритме поиска равновесий в 
смешанных стратегиях действительно являются равновесиями в сме-

Таблица 2.33

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L с R
Т (1,1) (0,0) (0,0)
М (0,0) (0.2) (3,0)
В (0,0) (2,0) (0,3)
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Таблица 2.34

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С R
Т (1.0) (1,3) (0,2)
М (0,2) (2,1) (3,1)
В (1,1) (2,3) (2,4)

шанных стратегиях. Покажите также, что любое внутреннее решение 
является решением системы, т.е. проверьте, что внутренние решения 
входят в решения системы. [Указание: заметим, что функцию ожида
емого выигрыша л, можно записать следующим образом:

= Р\Ц + Р1 ^2 + ” ’ + Рт-\Цп-1 + Л) »

где каждое L,— афинная функция от q-, т.е. для любого I = 0,l,...,w-l 
имеем

А = а{<?! + al2q2 + • • • + + а'о.

Аналогичная запись для л2 имеет вид

л2 = n2(pl,...,pm_l,qt,...,qrl^) =

= 9.Л/, + q2M2 +■■■ + qn^Мп_х + Мо,

где для каждого j = 0,1,..,, л -1 имеем

Ч- = ft А + ЗгА +''' + Pti Рт-1 + ₽о •

пг <9Л| . 0л2 . . .Теперь заметим, что —— = L, и -^-= м
др, дс/, 1

(( 3 1 у 1 1 у
12. Покажите, что профиль смешанных стратегий II 0,-^-II уДу 11 яв' 

ляется единственным равновесием в смешанных стратегиях матричной 
игры из табл. 2.34.

2.5. Примеры игр двух лиц
В этом разделе мы рассмотрим некоторые хорошо известные 

матричные игры двух лиц, которые используются при описании интересных 
социальных феноменов. Примеры включают разнообразные игры, начиная 
от таких, где игрокам приходится координировать стратегии для достижения 
наилучших результатов, и заканчивая игрой «Петушиный бой», где интересы 
игроков прямо противоположны. Эти игры также проливают свет на многие 
ситуации, которые возникают в различного рода контекстах. Анализ этих 
игр со стратегической точки зрения расширяет наше понимание стимулов, 
которые побуждают индивидов предпринимать определенные действия, и при
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водит к более ясному пониманию того, как эти индивиды ведут себя в таких 
ситуациях. Игры имеют равновесия в чистых и/или смешанных стратегиях.

Начнем с изучения класса игр, изображенных в табл. 2.35, где а > 0 и b > 0. 
Подобные матричные игры принадлежат классу так называемых координа
ционных игр. В координационной игре каждый игрок имеет две стратегии, и 
если они в состоянии согласовать свои действия, то окажутся в равновесии 
по Нэшу в чистых стратегиях. Если согласовать действия не удастся, то оба 
игрока будут иметь меньший выигрыш, чем могли бы получить в любом из 
равновесий в чистых стратегиях, {T,L) или {B,R). Координационные игры 
также имеют единственное равновесие в смешанных стратегиях:

b а \ ( b а
а + b ’а + b)\а + Ь’а + Ь

Довольно интересная игра, имеющая некоторые черты координационных 
игр, — это охота на оленя, предложенная великим французским философом 
Руссо. В этой матричной игре есть два игрока, которые обожают охоту и со
бираются поохотиться на оленя или на зайца. Каждый из охотников способен 
добыть зайца в одиночку; но для успешной охоты на оленя им необходимо 
делать это вместе. Если охотник попытается в одиночку завалить оленя, то, 
вероятнее всего, в этом не преуспеет. Выигрыш каждого игрока при успешной 
охоте на оленя много больше его выигрыша при его самостоятельной охоте 
на зайца. Одна из версий игры «Охота на оленя» представлена матрицей в 
табл. 2.36, где а» b > 0 , т.е., а много больше Ь.

Заметим, что, как и в случае координационных игр, в этой матричной игре 
существует два равновесия в чистых стратегиях, из которых равновесие {Олень, 
Олень) (равновесие координации на охоте на оленя) приносит наибольшие 
возможные выигрыши. Однако в отличие от случая координационных игр 
игроки могут с гарантией получать равновесный выигрыш (соответствующий 
второму равновесию {Заяц, Заяц) — равновесию координации на охоте на 
зайца), выбирая стратегию охоты на зайца. Заметим также, что игра «Охота 
на оленя» имеет единственное внутреннее равновесие в смешанных страте- 

(( b a-b \ (b а-Ь\\ гиях: —,-------  , —,------ .
(V о a J \ a a J)

Таблица 2.35

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (а,а) (0,0)
В (0,0) {Ь,Ь)

Таблица 2.36

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Олень Заяц

Олень {а,а) (0,6)
Заяц (6,0) {Ь,Ь)
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Следующей игрой, которую мы обсудим, является петушиный бой. Это мат
ричная игра двух лиц, пытающихся выяснить, кто может успешнее отстоять 
свою позицию, настоять на своем. Таким образом, каждый игрок выбирает 
либо сдаться или не сдаваться, либо не моргать или моргнуть. Интересной 
особенностью игры является то, что если ни один из игроков не моргнет, это 
приведет к разногласию или конфликту, который может оказаться пагубным 
для обоих игроков. Матрица выигрышей игры «Петушиный бой» изображена 
в табл. 2.37, где, как и ранее, а » b > 0 . В этой матричной игре есть два рав
новесия по Нэшу в чистых стратегиях, {Не моргать, Моргнуть) и {Моргнуть, 
Не моргать), в каждом из которых один из игроков моргнет, а другой нет. 
Но выигрыш игрока, который моргнул, гораздо меньше выигрыша игрока, 
который не моргнул. Игра привлекает внимание к стимулам для выбора той 
или иной стратегии, которые в данном случае есть у игроков. Очевидно, что 
возникает много интересных вопросов, когда игроки сталкиваются с подоб
ной ситуацией. Стоит ли игроку выбирать пассивную стратегию или выбрать 
стратегию более рискованную, но ведущую к более высокому результату, 
который может быть получен в предпочитаемом им равновесии? Заметим 
снова, что здесь также существует единственное внутреннее равновесие в

(( a-b а \ ( а-b а S') 
смешанных стратегиях: - -----r,-z-----г М -----г ■\\2a-b 2а-Ь )\2a-b 2a-b JJ

Еще одна матричная игра, которую называют семейный спор, делает акцент 
на довольно обычную ситуацию. Это матричная игра, в которой два игрока 
получают высокие выигрыши при координации действий, но какой-то из 
игроков предпочитает одно из них, в то время как его оппонент предпочитает 
другое. У игроков есть выбор: либо пойти в кино, либо пообедать. Игрок 1 
предпочитает пойти в кино, а игрок 2 — пообедать, но никто не хочет де
лать все это в одиночку. Матричная игра подобной ситуации изображена 
в табл. 2.38, где а> Ь>0. В этой матричной игре также два равновесия по 
Нэшу в чистых стратегиях, и одно — равновесие в смешанных стратегиях 
, , .. (( b а ') ( a b Yi(профиль смешанных стратегии имеет вид -----Г,-----г , -----г,-----г )•4 1 Ц а + b а + b )\а + Ь а + Ь ))
Заметим также, что эта игра имеет сходство с координационными играми 
и отличается от них тем, что одно из равновесий в чистых стратегиях пред
почитается одним игроком, а другое — соответственно другим. Название

Таблица 2.37

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Не моргать Моргнуть

Не моргать (-а,-а) (а,0)
Моргнуть (0,а) {b,b)

Таблица 2.38

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Кино Обед

Кино (а,Ь) (0,0)
Обед (0,0) (/>,«)
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происходит из обычной истории, лежащей в основе этого класса игр, в ко
торой семейная пара решает, пойти в оперу или на бой быков, причем муж 
предпочитает бой быков.

Рассмотрим пример хорошо известной игры, в которую многие играли, — 
камень-ножницы-бумага. Каждый из двух игроков одновременно показывает 
при помощи руки один из трех знаков: ножницы (выставленные вперед два 
пальца), бумагу (ладонь с вытянутыми пальцами), камень (пальцы, сжатые в 
кулак). Ножницы побеждают бумагу («ножницы разрезают бумагу»), бумага 
побеждает камень («бумага накрывает или заворачивает камень»); камень 
затупляет (ломает) ножницы. Тот, кто может «разрезать», «накрыть», или 
«сломать» другого игрока, выигрывает одну единицу, проигравший теряет 
одну единицу. Если оба игрока покажут одно и то же, каждый получит ноль. 
Матрица данной игры представлена в табл. 2.39. Игра не имеет равновесий по 
Нэшу в чистых стратегиях, но имеет равновесие в смешанных стратегиях.

Упражнения
1. («Орлянка») Рассмотрим следующую простую игру двух участников, 

известную как «орлянка». Каждый игрок прячет от другого в ладони 
монетку в один цент (Р) либо в 5 центов (N). После чего они одно
временно раскрывают ладони, показывая монетку, и если монетки 
окажутся одинаковыми, игрок 2 получает 1 долл, от игрока 1. Если же 
монетки окажутся разными, игрок 2 платит 1 долл, игроку 1. Матричная 
форма игры представлена в табл. 2.40.
(а) Покажите, что в игре нет равновесий по Нэшу.
(Ь) Вычислите функции ожидаемых выигрышей игроков.

[Ответ: л, = -4/^ + 2р} + 2^-1 и л2 = 4p,qi - 2pt -2^+1.]
(с) Покажите, что эта стратегическая игра имеет единственное равно

весие в смешанных стратегиях.
ГП (( 1 1 W 1 Y11[Ответ:

(d) Каков ожидаемый выигрыш каждого участника в этом равновесии 
в смешанных стратегиях?
[Ответ: нуль!]

Таблица 2.39

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия Камень Бумага Ножницы
Камень (0,0) (-1,1) (1,-1)
Бумага (1-D (0,0) (-1,1)

Ножницы (-1,1) (1,-1) (0,0)

Таблица 2.40

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Р N

Р (-1,1) (1,-1)
N (1,-1) (-1,1)
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Таблица 2.41

Студент

Профессор
Стратегия Работать Не работать
Работать (3,3) (1,1)

Не работать (4,2) (2,4)

2. Найдите равновесия в смешанных стратегиях для следующих игр двух 
лиц: «Игра координации» и «Охота на оленя».

3. Найдите равновесия в смешанных стратегиях игр «Петушиный бой» и 
«Семейный спор».

4. Найдите равновесие в смешанных стратегиях игры «Камень-ножницы- 
бумага». Имеет ли она единственное равновесие в смешанных стратегиях?

5. Рассмотрим другую игру двух участников, игру между студентом и 
профессором. У профессора есть выбор, работать или не работать. 
Аналогично студент может работать или не работать. Матрица выиг
рышей задана в табл. 2.41.
(а) Каковы равновесия по Нэшу в чистых стратегиях?
(Ь) Есть ли в игре равновесие в смешанных стратегиях? Если да, най

дите его.

2.6. Равновесие по Нэшу 
и функции наилучших ответов
Существует альтернативный подход к определению равнове

сия по Нэшу: в терминах «наилучших ответов» игроков. Как уже отмечалось 
ранее, игрок не может определить свою наилучшую стратегию, не имея пред
ставления о стратегиях других игроков, поскольку его выигрыш зависит от 
стратегий других игроков. Однако если на мгновение представить, что один 
из игроков, например игрок I, знает о том, что все остальные собираются 
выбрать профиль s_;, то он будет действовать так, чтобы выбор 5,. максими
зировал его выигрыш при условии, что все остальные участники выбирают 
профиль стратегий 5_,. Иначе говоря, при заданном игрок i «отреагирует» 
выбором стратегии такой что

щ (s^, S/) = max zz,. (s ., at).
ai^Sj

Такая стратегия носит название наилучшего ответа (или оптимального от
клика, или наилучшей реакции) игрока i на профиль стратегий других игроков 
s_i. Например, в матричной игре из примера 2.11 (см. табл. 2.42) наилучший 
ответ игрока 2 на стратегию М игрока 1 — это стратегия L, а наилучший 
ответ игрока 1 на стратегию L игрока 2 — это стратегия Т.

Набор всех наилучших ответов игрока i на $_,• обозначается через B^s^). 
То есть

BAs,)- {5,- е S,: ui(s_l,si) = maxzzTs ,,zz,)} =
qeSi

= {5,. е Si: zz, (s., , sf) > (s_,, a,) для всех ц. e 5,}.
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Таблица 2.42

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С R
Т (1,0) (1,3) (3,0)
м (0,2) (0,1) (3,0)
в (0,2) (2.4) (5,3)

Должно быть понятно, что множество наилучших откликов Bt(s_,) может 
быть пустым или может содержать более одной стратегии игрока i.

Важно иметь в виду, что профиль стратегий s = (5р..., s„) является равно
весием по Нэшу тогда и только тогда, когда каждая 5,- является наилучшим 
ответом на 5_, для каждого игрока Другими словами, имеем следующую 
важную характеризацию равновесий по Нэшу.

Теорема 2.18 (характеризация равновесий по Нэшу). Профиль стратегий 
s = (sl,...,sn) стратегической игры плиц является равновесием по Нэшу в чистых 
стратегиях тогда и только тогда, когда для каждого игрока i стратегия 
является наилучшим откликом на профиль стратегий s__-, остальных игроков.

Этот фундаментальный результат используется для установления существо
вания равновесий по Нэшу в стратегических играх общего вида. Он исполь
зуется таким образом. Во-первых, строится отображение наилучшего ответа 
(наилучшей реакции или оптимального отклика) /?: 5, х ■ • ■ х А, х • ■ ■ х по 
правилу

Д(5) = Д(5_1)Х-ХВЯ(5_И).

Причина, по которой его называют отображением, а не функцией, в том, 
что значения B(s) являются подмножествами х - х Sn (возможно, пусты
ми), и могут содержать более одного элемента. На тот факт, что значения 
S-подмножества множества х-- хАя, также принято указывать двойной 
стрелкой. С учетом этого заметим, что профиль стратегий s = (s},...,sn) яв
ляется равновесием по Нэшу тогда и только тогда, когда s е B(s).

Профили стратегий s, которые удовлетворяют условию seB(s), назы
ваются неподвижными точками В. Другими словами, мы получаем новую 
формулировку теоремы 2.18, которая является основой для многих иссле
дователей в теории игр.

Теорема 2.19. Профиль стратегий в стратегической игре п лиц является 
равновесием по Нэшу в чистых стратегиях тогда и только тогда, когда он 
является неподвижной точкой отображения наилучших ответов1.

1 Данный результат — представительный образец метода, который используется при 
доказательстве существования «равновесий» в экономических моделях общего вида. Он 
представляет собой установление существования неподвижной точки определенного 
отображения — такого как отображение наилучших ответов, избыточного спроса и т.д. 
Для установления подобных результатов необходимо владеть достаточно продвинутым 
математическим аппаратом.

Иначе говоря, из теоремы 2.19 следует, что если отображение наилучших 
ответов не имеет неподвижных точек, то игра не имеет равновесий по Нэшу 
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в чистых стратегиях. В общем случае мы будем налагать ограничения на 
множества стратегий и функции выигрыша, которые будут гарантировать 
существование неподвижной точки отображения наилучших ответов. В гл. 9 
представлены соответствующие доказательства.

В завершение раздела рассмотрим пример на использование отображений 
наилучших ответов для поиска равновесий по Нэшу в чистых стратегиях. Рас
смотрим стратегическую игру двух лиц с множествами стратегий = S2 = [0,1] 
и функциями выигрышей

= и и2(х,у) = (х-у)2.

Путем прямых вычислений находим, что отображения наилучших откли
ков В} : [0,1]^» [0,1] и В2: [0,1]-» [0,1] двух игроков имеют вид

{0}, если0<у <у, {1}, если0<х<-|-,

ВАу) = [0,1], если у = у, и В2(х) = {0,1}, если х = у,

{1},
1если у < у < 1 {0}, еслиу<х<1.

По теореме 2.19 равновесные по Нэшу профили стратегий (х,у) удовлет
воряют соотношениям хеВ}(у) и уеВ2(х).

Пусть профиль стратегий (х,у) удовлетворяет соотношениям хе В{ (у) и 
у 6 В2(х). Из выражения для В2(х) следует, что либо у = 0, либо у = 1.

Если у - 0, то из х е В} (0) = {0} вытекает х = 0, и в этом случае мы имеем 
у е В2(0)-{1}, или у - 1, получаем противоречие. Аналогично, если у = 1,

Рис. 2.2. Отображение наилучшего отклика игроков 1 и 2
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то х е В} (1) - {1} дает х= 1, и в этом случае имеем уе52(1) = {0}, проти
воречие.

Это также очевидно следует из графиков отображений наилучших ответов 
игроков, изображенных на рис. 2.2. Заметим, что эти два отображения не 
имеют точек пересечения, следовательно, не существует профиля стратегий 
(х,у), который удовлетворял бы соотношениям х е В^у) и у е В2(х), поэтому 
стратегическая игра не имеет равновесий по Нэшу в чистых стратегиях.

Упражнения
1. Найдите отображение наилучших ответов игроков в матричной игре 

из табл. 2.43.
2. Рассмотрим стратегическую игру двух лиц с множествами стратегий 

У, = 52 = [0,1] и функциями выигрышей

1ф:,У) = [у--^х и м2(х,у) = (х-у)2.

Покажите, что отображения наилучших ответов двух игроков, 
В, : [0,1] -»[0,1] и В2: [0,1] -^>[0,1], имеют вид

{0}, если0<у<у, {1}, если0<х<у,

Д(у) = - [0,1], если у = у, ий2(х) = {0,1}, еслих = ^-,

{1}, еслиу<у<1 {0}, еслиу<х<1.

3. Рассмотрим стратегическую игру двух лиц с множествами стратегий
5, =S2 =[0,1] и функциями выигрышей

Ui(x,y) = x + y и и2(х,у) = ху.

Постройте отображения наилучших ответов игроков.
4. В стратегической игре двух лиц с множествами стратегий У, = S2 = [0,1] 

отображения наилучших ответов игроков

5,(у) = {хе[0,1]:1-2у<х<1-у},
В2 (х) = е [0,1]: X < у < j} .

Найдите равновесия по Нэшу.

Таблица 2.43

Столбцевой игрок

Строчный игрок

Стратегия 1 2 3 4
1 (1,2) (-1,1) (0,2) (3,3)
2 (3,2) (2,-2) (0,1) (1,0)
3 (1,1) (0,0) (-3,0) (1,-1)
4 (2,3) (1,2) (-2,2) (2,1)
5 (0,2) (1,-1) (2,3) (2,0)
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5. Рассмотрим игру с нулевой суммой с матрицей выигрышей первого
игрока '2-11 -2"

2-132
-10 2 1 .

(Определение игры с нулевой суммой дано в упражнении 7 раздела 2.1.)
с 1 f1 2 2Лесли игрок 1 играет смешанную стратегию I у,у,у I,то каков наилуч

ший ответ в смешанных стратегиях игрока 2?
6. Докажите теорему 2.18.

2.7. Игры с неполной информацией
Во всех рассмотренных нами ранее играх предполагалось, 

что игрок знает функцию полезности или функцию выигрыша остальных 
игроков. Хотя в некоторых ситуациях это может быть правдоподобным допу
щением, во многих других, однако, таковым не является. В действительности 
чаще всего игрок может знать лишь распределение возможных выигрышей 
другого игрока. Так, фирма может знать только диапазон возможных издержек 
других фирм в отрасли. Участник аукциона имеет только некоторое пред
ставление о действительной величине реальных оценок других участников. 
В дилемме заключенного один из игроков может не знать в точности, имеет 
ли другой игрок такие выигрыши, которые склонят его к выбору Доносить, 
или же другой игрок получит большую полезность, храня молчание из-за 
чувства «верности» партнеру. Ясно, что во всех этих случаях концепция 
равновесия должна быть модифицирована, поскольку отклик игрока должен 
учитывать тот факт, что отклики других игроков будут определяться их точ
ными выигрышами. Часто это может изменить равновесие и, следовательно, 
предсказание исхода игры.

Рассмотрим следующий вариант игры «Петушиный бой», в которой два 
игрока вовлечены в противостояние и кто-то из них должен уступить. В то 
время как относительно игрока 1 известно, что он рационален и заботится 
только о своих выигрышах при том или ином исходе и не сильно тревожится 
насчет того, моргнул он или нет, есть некоторая неопределенность относи
тельно типа игрока 2. Вполне возможно, что игрок 2 заботится не только о 
финальном исходе, но также получает большой негативный выигрыш, если 
моргнет. Матрица выигрышей в случае, когда игрок 2 является игроком 
первого типа, изображена в табл. 2.44. В случае, когда игрок 2 второго типа 
и получает огромный негативный выигрыш, если моргнет, матрица выигры
шей может быть чем-то вроде матрицы выигрышей из табл. 2.45. Заметим, 
что выигрыш игрока 1 при четырех возможных исходах игры один и тот же 
в обоих случаях, в то время как выигрыш игрока 2 меняется в зависимости 
от его типа. Игрок 2 знает, какого он типа, но игроку 1 его тип неизвестен; 
в этом случае только игрок 1 сталкивается с неопределенностью. Игрок 2 
имеет частную информацию о своем типе.
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Таблица 2.44

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Не моргать Моргнуть

Не моргать (-100,-100) (100,0)
Моргнуть (0,100) (10,10)

Таблица 2.45

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Не моргать Моргнуть

Не моргать (-100,-10) (100,-50)
Моргнуть (0,100) (10,-10)

В соответствии с матрицей выигрышей из табл. 2.45 оба игрока понесут 
большие потери, если никто из них не моргнет, однако потери представ
ляются обоим игрокам асимметричными, поскольку часть потерь игрока 2 
компенсируется тем фактом, что он не моргнул. Аналогичным образом 
игроки смогут избежать огромных потерь, если оба моргнут, но опять же 
обе партии видят эту ситуацию асимметрично, так как выигрыш игрока 2 
уменьшается, в силу того что он моргнул. Предположим, что игрок 1 ожидает, 
что вероятность того, что игрок 2 первого типа, равна 1/3, и, следовательно, 
вероятность того, что он второго типа, равна 2/3. Игрок 1 осознает, что если 
он выберет стратегию Не моргать, то игрок 2 выберет стратегию Моргнуть 
в случае, если он первого типа, и выберет стратегию Не моргать, если он 
второго типа. С точки зрения игрока 1 это значит, что игрок 2 будет выби
рать Моргнуть с вероятностью 1/3 и Не моргать с вероятностью 2/3. Таким 
образом, ожидаемый выигрыш игрока 1 составляет

1 2 1
Ен\(Не моргать) = у 100 + у(-100) = -ЗЗу.

Если игрок 1 выберет Моргнуть, то игрок 2 выберет Не моргать вне зави
симости от своего типа. Выигрыш игрока 1 в этом случае равен

Ей,(Моргнуть) = 0.

Следовательно, игрок 1 выберет Моргнуть, и тогда игрок 2 выберет Не 
моргать вне зависимости от своего типа. Наиболее правдоподобным пред
ставляется решение игры, при котором игрок 1 выбирает Моргнуть, а игрок 2 
любого типа выбирает Не моргать. У этого равновесия интересная особен
ность: даже если игрок 2 первого типа, исход игры, при котором игрок 1 
выбирает Моргнуть, — наиболее правдоподобный. И конечно, исключительно 
в силу того, что игроку 1 тип игрока 2 не известен в точности.

Рассмотренная нами игра является примером игр, где один из участников 
обладает частной информацией о своих выигрышах при различных исходах, 
или, иначе говоря, игрок 1 не знает в точности тип игрока 2. Игры, в ко
торых игроки не имеют полной информации о выигрышах других игроков, 
называются играми с неполной информацией.
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Определение 2.20. Игра G в стратегической форме с множествами стра
тегий Sj игроков 1 = \,...,п и функциями выигрышей и^ :SlxS2x--xSnR 
называется игрой с неполной информацией, если существует как минимум один 
игрок i, который не знает функцию выигрыша и} некоторого игрока j .

Таким образом, рассмотренная нами версия игры «Петушиный бой» яв
ляется игрой с неполной информацией, поскольку игрок 1 не знает функции 
выигрыша игрока 2. В большинстве игр с неполной информацией, хотя 
игрок и не знает точной функции выигрыша некоторого игрока, обычно у 
него есть представление о распределении возможных функций выигрышей. 
Это как раз и имеет место в проанализированной нами версии (с неполной 
информацией) игры «Петушиный бой».

Любое решение игры с неполной информацией должно принимать во 
внимание тот факт, что игроки обусловливают выбор стратегии своей частной 
информацией. Так, в игре «Петушиный бой», если игрок 2 первого типа, он 
будет соответствующим образом реагировать на стратегии, выбранные игро
ком 1; если игрок 2 второго типа, то также будет выбирать в зависимости от 
своего типа. Таким образом, выигрыш игрока 1 от выбранной им стратегии 
является ожидаемым выигрышем, порожденным откликами различных типов 
игрока 2 на его стратегию. Это имеет место и в общем случае.

В общем случае стратегической игры с неполной информацией имеется 
п игроков, каждый из которых может принадлежать к одному из нескольких 
типов. Пусть Tj (индексное) множество типов игрока /. (Общий) элемент 
множества 7} будем обозначать через Индексное множество типов всех 
игроков задается множеством Т = TlxT2x---xTn,a (общий) элемент Гбудем 
обозначать через t- {tx,t2,.. В игре с неполной информацией игроки 
обычно знают распределение вероятностей на Т, как и свой тип. Будем 
обозначать распределение вероятностей на Тчерез ц и условное распределе
ние на Тпри условии, что = t- , через ц(-|0. Таким образом, если игрок 1 
знает свой тип t- , он также знает, что вероятность того, что игроки имеют 
тип t, равна p(z |z/).

Функция выигрыша игрока i типа /, обозначается как и^-фУ.З -> Я . За
метим, что функция выигрыша игрока i зависит от его типа. Следовательно, 
если игрок i типа t- и игроки выбрали комбинацию стратегий $ е 5, то вы
игрыш игрока i задается как и^ф). В то время как в стратегической игре 
с полной информацией стратегия игрока z — это элемент множества 5,, в 
игре с неполной информацией стратегия игрока i — это функция -> S,, 
так как выбор игрока зависит от его типа Таким образом, если игрок i 
выбирает элемент $. е5), его выигрыш задается как zz,^,.,^^))^,.,/,), когда 
его тип другие игроки типа ({,■),•*,•  и используют стратегии (Sj(у ))>(.. Сле
довательно, когда игрок i выбирает st е Si, игроки j ф i выбирают стратегии 
5У0, а игрок / типа t', его ожидаемый выигрыш составляет

£zz,.(5,.,(sy(Zy))>;,0 = £p(r|z^zz,.(5,.,(sy(Zy))7>,.,Z/').
/еГ

Принимая во внимание ту информацию, которую игрок i имеет относи
тельно типов других игроков и своем собственном типе, ожидаемый выиг
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рыш показывает выигрыш, который он ожидает получить, когда выбирает 
стратегию При заданных стратегиях s;(-) игроков j*i  игрок i выберет 
5, так, чтобы максимизировать этот ожидаемый выигрыш. Каждый игрок 
сделает то же самое. Это приводит нас к концепции равновесия, в которой 
игрок максимизирует соответствующий ожидаемый выигрыш при заданных 
стратегиях остальных игроков и их частной информации.

Определение 2.21. Набор стратегий (sffXSj (•),..., s*(-))  стратегической 
игры с неполной информацией называется равновесием Байеса — Нэша, если 
для любого i = l,...,n неравенство

£м; (s’ (О, (s’ (tj )),„,•, О > Eiii (st, (s’ (tj ))j* t, ф)

выполняется при любом s,- e S; и t- e 71.
Следует сразу же отметить, что равновесие Байеса — Нэша является 

равновесием в том смысле, что оно скорее всего будет выбрано игроками, 
принимая во внимание, что им известно в тот момент, когда игра разыг
рывается (на момент, когда соответствующие характеристики не известны 
точно, являются вероятностными). Вполне возможно, что исход, который 
реализуется при выборе игроками своих стратегий Байеса — Нэша, не ока
жется равновесным исходом реальной игры.

Пример 2.22. Это игра, где два участника оказываются в конфликтной 
ситуации, которую они могут разрешить схваткой или путем переговоров. 
Игрок 1 не против при необходимости вступить в драку, но осознает, что 
выигрыши окажутся больше, если удастся договориться. Игрок 1, однако, не 
знает типа игрока 2, который может быть либо «ястребом», получая при этом 
максимальный выигрыш от участия в драке, либо «голубем», питая неприязнь 
к драке и получая более высокий выигрыш при переговорах. Если игрок 2 
является «ястребом», то матрица выигрышей имеет вид матрицы из табл. 2.46. 
Если же он является «голубем», то его выигрыши оказываются отличными 
от тех, которые характерны для «ястреба», поскольку в этом случае он отдает 
предпочтение переговорам. Матрица выигрышей в этом случае представлена 
в табл. 2.47. Заметим прежде всего, что соответствующие две игры имеют два 
различных равновесия по Нэшу в чистых стратегиях: (Схватка,Схватка) в 
первом случае и (Переговоры,Переговоры) во втором. Рассмотрим ситуацию, 
при которой игрок 1 ожидает, что имеет дело с «ястребом» или «голубем» с 
вероятностью 1/2. В этом случае ожидаемый выигрыш игрока 1 при выборе 
стратегии Схватка равен

Еи,( Схватка) = у х 0 + у х 2 = 1, (2.5)

так как игрок 2 выберет Схватка, если является «ястребом», и Переговоры, 
если окажется «голубем». Если игрок 1 выберет стратегию Переговоры, то его 
ожидаемый выигрыш составит

Ей ^Переговоры) - у х (-6) + у х 6 = 0, (2.6)
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Таблица 2.46

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Схватка Переговоры
Схватка (0,0) (2,-6)

Переговоры (-6,6) (6,1)

Таблица 2.47

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Схватка Переговоры
Схватка (0,-1) (2,0)

Переговоры (-6,0) (6,6)

так как игрок 2 выберет Схватка, если является «ястребом», и Переговоры, 
если окажется «голубем». Из (2.5) и (2.6) следует, что Схватка — наилучшая 
стратегия игрока 1, принимая во внимание, что ему известно о типе игро
ка 2. В свою очередь игрок 2 выберет Схватка, если является «ястребом», 
и Переговоры, если окажется «голубем». Таким образом, равновесие Байе
са — Нэша имеет вид

(Схватка, Схватка), если игрок 2 — «ястреб»,

(Схватка, Переговоры), если игрок 2 — «голубь».

Отметим, что если игрок 2 окажется «голубем», то равновесие Байе
са — Нэша (Схватка, Переговоры) не будет равновесным исходом игры в 
ситуации, когда игрок 1 точно знает, что игрок 2 «голубь». ■

В рассмотренных примерах удавалось довольно легко найти равновесие 
Байеса — Нэша. Конечно, стоит задаться вопросом: а всегда ли можно найти 
такое равновесие. Ответ состоит в том, что если множество типов 7) каждого 
игрока z = 1,..., п конечно и множество стратегий St каждого игрока конечно, 
то равновесие Байеса — Нэша в смешанных стратегиях всегда существует.

Теорема 2.23. Игра в стратегической форме с неполной информацией G 
с множествами стратегий игроков 1= \,...,п и функциями выигрышей 
ц :SixS2x...xSnxTi R имеет равновесие Байеса — Нэша в смешанных 
стратегиях, если для всех i= !,...,« множества стратегий St и множества 
типов Т/ конечны.

Доказательство теоремы будет рассмотрено в гл. 9. Оно проводится зна
комым нам способом, который показывает, что отображения наилучших 
ответов игроков имеют неподвижную точку. Стоит также отметить, что 
результат гарантирует существование равновесия Байеса — Нэша только в 
смешанных стратегиях.

Упражнения
1. Каково равновесие Байеса — Нэша в игре «Петушиный бой» с непол

ной информацией, где игрок 1 знает, что игрок 2 относится к первому 
либо ко второму типу с вероятностью 1/2?
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2. Найдите равновесие Байеса — Нэша в игре из примера 2.22, где игрок 1 
знает, что игрок 2 может оказаться «ястребом» с вероятностью 2/3. 
Отличается ли оно от того, что было получено в примере? Поясните.

3. Снова рассмотрим версию с неполной информацией игры «Петушиный 
бой», только теперь не только игрок 1 знает о том, что игрок 2 может 
быть одного из двух типов, но и игрок 2 знает лишь то, что игрок 1 
может быть либо первого, либо второго типа. Предположим, что оба 
игрока ожидают, что другой игрок первого или второго типа с вероят
ностью 1/2.
(а) Запишите четыре матрицы выигрышей для этой игры с неполной 

информацией.
(Ь) Каковы ожидаемые выигрыши игроков для каждой их стратегии? 
(с) Найдите равновесие Байеса — Нэша.

4. Рассмотрим игру с неполной информацией из примера 2.22, в которой 
игрок 1 знает, что игрок 2 является либо «ястребом», либо «голубем» 
с вероятностью 1/2, и аналогично игрок 2 знает, что игрок 1 либо 
«ястреб», либо «голубь» с вероятностью 1/2.
(а) Запишите четыре матрицы выигрышей для этой игры с неполной 

информацией.
(Ь) Каковы ожидаемые выигрыши игроков для каждой их стратегии? 
(с) Найдите равновесие Байеса — Нэша.

5. Рассмотрим следующую игру входа. Новичок на рассматриваемом 
рынка — фирма (£) — собирается войти на рынок, в котором имеется 
единственная действующая фирма (7). Если фирма Евходит на рынок, 
то фирма I может выбрать либо стратегию Смириться, либо Бороться. 
Фирма Е может выбрать Входить или Не входить. Фирма Е знает о 
том, что действующая фирма может быть либо «слабой» (не захочет 
вступить в борьбу в случае входа), либо «сильной» (скорее всего захочет 
вступить в борьбу в случае входа). Матрицы выигрышей для двух типов 
фирмы / заданы в табл. 2.48 и 2.49.
(а) Каков ожидаемый выигрыш фирмы Едля каждой возможной стра

тегии, если она знает о том, что фирма / может быть «слабой» или 
«сильной» с вероятностью 1/2?

Таблица 2.48. Слабая

Фирма Е

Фирма I
Стратегия Входить Не входить
Бороться (-1,-3) (2,0)

Смириться (1,2) (2,0)

Таблица 2.49. Сильная

Фирма Е

Фирма I
Стратегия Входить Не входить
Бороться (1,-3) (2,0)

Смириться (0,2) (2,0)
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(Ь) Найдите равновесие Байеса — Нэша. Какой выбор сделает фирма £?
(с) Пусть р обозначает вероятность того, что фирма 1 окажется силь

ной. При каких значениях р фирма Е сделает такой же выбор, как 
в (Ь)? Существуют ли значения р, при которых выбор фирмы Е 
будет другим?

6. Рассмотрим стратегическую игру с двумя участниками с множествами 
стратегий каждого игрока — множеством действительных чисел R. Стра
тегию игрока 1 обозначим через х, а стратегию игрока 2 — через у. Это 
игра с неполной информацией, следовательно, функции выигрышей 
игроков зависят от их типов. Функция выигрыша игрока 1 имеет вид

U\(x,y,t\) = ху - х1 - txx,

где е 7} = {-1,0,1}. Функция выигрыша игрока 2 задается как 

гг2(х,у,/2) = ху-у2-72у,

где /2 е Г2 = {-1,0,1}.
(а) Пусть совместное распределение вероятностей типов ц(ф/2) таково, 

что вероятности пар любых двух типов равны, т.е.
для любых ti ф t- , i = 1,2. Запишите ожидаемые выигрыши игроков 
в предположении, что каждый из них знает свой тип.

(Ь) Найдите равновесие Байеса — Нэша. Каковы возможные исходы 
игры?

2.8. Приложения
Теперь обратимся к примерам игр в стратегической форме 

из экономики и политической науки. Одна из первых экономических игр 
была изучена в XVIII веке французским математиком Августином Курно1. 
Его решение игры для двух участников предвосхитило равновесие по Нэшу 
почти на сто лет.

Модель дуополии Курно описывает, каким образом две фирмы, про
изводящие в точности тот же самый товар, принимают решение о своем 
объеме выпуска. Представленная модель во многом является упрощенной, 
однако демонстрирует ряд существенных особенностей конкуренции между 
фирмами и стала основой теории отраслевых рынков. Разновидности модели 
включают случаи, когда вместо двух фирм рассматриваются п фирм, или 
в которых фирмы конкурируют по ценам, а не по объемам производства 
(модель Бертрана, обсуждается ниже).

Пример 2.24 (модель дуополии Курно). Модель представляет собой стра
тегическую игру, разыгрываемую между двумя фирмами; будем обозначать

1 Антуан-Августин Курно (1801-1877) — французский математик и философ науки. 
В его знаменитой книге «Recher chessur le Principles Mathematique de la Theorie de a Richesses» 
(Paris, 1838), впервые была сформулирована задача формирования цен на рынке двух фирм. 
Его считают основателем современной математической экономики. 
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их фирма 1 и фирма 2. Фирмы производят одинаковые товары, причем 
фирма 1 выпускает q, единиц товара, а фирма 2 — q2 единиц. Суммарное 
производство окажется равным q{ + q2- q.

Пусть p(q) = А - q — цена единицы товара на рынке, где А — фиксиро
ванное число. Предположим, что общие издержки фирмы производства <?, 
единиц товара составляют ед, где с, — положительные константы.

Описанная экономическая модель может быть представлена в виде игры 
в стратегической форме, в которой:

• участвуют два игрока — две фирмы;
• множество стратегий каждого игрока — множество положительного 

объемов выпуска, т.е. (0,°о);
• функция выигрыша фирмы i — ее функция прибыли

л, (<7, ,Я2) = (А - - <h )<Ъ - СЛ •
Фирмы сталкиваются с задачей определения объемов производства с целью 

максимизировать прибыль — обратим внимание, что прибыль каждой фир
мы зависит от выпуска другой фирмы. Поскольку мы полагаем, что фирмы 
выбирают объемы производства одновременно и независимо, рационально 
ожидать, что решением будет равновесие по Нэшу.

Пользуясь критерием равновесия по Нэшу, найдем его. С этой целью 
заметим, что

Л1 (?i, ) = (А - <3i - ?2)9i - СЛ = -(9,)2 + (-^2 + А - С1)?1 
и

л2 (?!, q2) = (А - <7, - q2 )q2 - c2q2 = ~(q2 )2 + (-q, + A-c2)q2.

Согласно критерию, равновесие по Нэшу, («уед)» — среди решений 
системы уравнений

^-ч^Л-с^й,

или, после преобразования,
2(7, +q2 = Л-с,, 

q,+2q2=A-c2.

Решая систему линейных уравнений, получим

А + с, - 2с, А + с, - 2с2 
q, — Qi ~ ’

Поскольку множества стратегий представляют собой открытые интер
валы, это единственно возможное равновесие по Нэшу. Вычислив частные 
производные второго порядка, видим, что

= =-2 < о
d<72 dql
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следовательно, согласно критерию, единственное равновесие по
Нэшу.

Предполагая, что А достаточно велико, так что q\ > 0 и > 0 , равновесие 
по Нэшу (z/’.z/j) должно быть единственным приемлемым решением модели 
дуополии Курно. ■

Следующий пример имеет дело с тем же рынком дуополии, где две фирмы 
продают один и тот же товар, однако теперь они участвуют в ценовой игре, 
выбирая цены, а не объемы производства. Это модель дуополии Бертрана1. Ес
тественно встает вопрос, имеет ли это какое-то значение, ведь анализируется 
тот же тип рынка. Из примера станет ясно, что различие между прогнозами 
по двум моделям значительно. Модель дуополии Курно и модель дуополии 
Бертрана иллюстрируют тот факт, что способ разыгрывания важен, поскольку 
эти разные способы приводят к различным исходам, несмотря на одинаковые 
базовые условия. На самом деле может случиться, как мы увидим в следующем 
примере, что равновесия по Нэшу (в модели Бертрана) может не быть.

1 Джозеф Луи Франсуа Бертран (1822-1900) — выдающийся французский математик. 
Хотя он крайне критически относился к работам известных современных ему экономис
тов-теоретиков (таких как Леон Мари Эспри Вальрас (1834-1910)) и отвергал модель 
дуополии Курно, он «переработал» модель Курно, используя цены, а не объемы, в каче
стве стратегий.

2 Игра также известна под названием игра дуополии Бертрана.

Пример 2.25 (модель ценообразования Бертрана2). Подобно модели дуо
полии Курно, это пример рынка, где две фирмы, 1 и 2, продают идентичный 
продукт. Однако в отличие от модели дуополии Курно, фирмы конкурируют 
посредством выбора цен, а не объемов. Для упрощения наших рассуждений 
отметим, что если говорится о фирме z, то под индексом j будем понимать 
«дополняющую» ее фирму. То есть если z = 1, то / = 2; и если z = 2, то j = 1.

Напомним, что общие издержки фирмы z производства <у, единиц про
дукции равны с,<7,., где с, (предельные издержки фирмы z, т.е. издержки про
изводства единицы продукта) — положительная константа. Каждая фирма i 
продает продукт по цене /?,-, и покупатели покупают только у той фирмы, 
которая предлагает более низкую цену. Если же обе фирмы назначат оди
наковую цену, то каждая из них получает половину всего рынка. Фирмы 
продают один и тот же товар на рынке с функцией спроса

q(p) = А- р при 0 < р < А .

Условие экономической целесообразности деятельности фирм требует, 
чтобы 0 < с,. < А для каждой фирмы z.

Таким образом, количество товара, проданного фирмой z, определяется как

/О, если р, > рр

<Ъ(Р,) = j(A-p), если/?,-р}= р, 

A-pt, ecmpi<pj.
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Следовательно, рыночная среда, где конкурируют две фирмы, может 
быть представлена стратегической игрой двух лиц со следующими характе
ристиками.

(1)Участниками игры являются фирмы.
(2) Множества стратегий 5, каждой фирмы / — это множество всех доступ

ных цен, т.е., У,- = [О, А].
(3) Функция выигрыша каждой фирмы i — это ее функция прибыли, 

которая задается как

л;(^,а) = '

О,

(A-Pi)(Pi-с,),

j(J-p)(p,. -Cf),

если Pj > Pj,

если Pi = Pj = p, 

если Pi < Pj.

Каждая фирма хочет максимизировать прибыль путем установления оп
тимальной цены при данной цене другой фирмы. Таким образом, мы ищем 
равновесие по Нэшу данной игры. Докажем следующие утверждения.

• Если С] = с2, то (fpCj (т.е. р‘ = р2 = с, = с2) образует равновесие по 
Нэшу.

• Если С| > с2, то имеем следующее1.

1 В силу симметрии ситуации результаты, аналогичные перечисленным, верны и для 
случая, когда с, < с2.

(а) Если с, >—2"’ то р’—2”) ~ равновесие по Нэшу.

z? А + с2 -и(Ь) Если С] < —2^" > то равновесии по Нэшу нет.

Случай I. Сц = с2 - с.
В этом случае профиль стратегий с = (с,с) — равновесие по Нэшу. Чтобы 

убедиться в этом, заметим, что для любой фирмы I и любого р, ^S-t
JO, если# >с,

л, (<С ’ Р< - _ р.с), если Pi < с

< Tl^C^c) .

Случай II. с, > с2.

Заметим, что существует две возможности: либо (а) с, >—, либо (Ь)

Перед тем как перейти к рассмотрению этих возможностей, обратимся 
к следующему результату, который будет неоднократно использован в бу
дущем.

(*)  Если 0 < с < А , то квадратичная функция

f(p) = (A- р)(р-с)

113



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

достигает максимума ±-(А-с)2 >0 в точке —у— (середина отрезка с 

концами Айс), строго возрастает на интервале j и строго

убывает на интервале j • ^е гРофик изображен на рис. 2.3.)

Для доказательства заметим, что f(p) = -р2 + (А + с)р - Ас, f\p) = -2р + А + с 
и f"{p) = -2 < 0. Из условия первого порядка f'(p) = -2р + А + с = 0 следует, 

А + с „
что максимум достигается в точке —— • ”то касается свойств строгой 

монотонности f (на соответствующих интервалах), заметим, что f\p) > 0
А + с выполнено для всех -«></»< ——

рис. 2.3).

4" С
и f'(p) < 0 при всех ——

Докажем утверждение (а). Заметим, что л, q
А+ с2 _

внимание, что —~ Ц - 0 > имеем

А+ с2} л—2^ I = 0 , и, принимая во

О,

( А + с2Ф”— А + с, А
“1 С| г

(Л-^ХД -q),

А + с, 
если />, > —2^

А + с, 
если р{ = —

А + с-у 
если Pi < —

= Л1 ci

Для прибыли фирмы 2, если q >

Л + с2 А
’~2~)'

2"— , выполняется соотношение

/ А + с, "2 К — А + с2 V А + с2
-с22 2

114



ГЛАВА 2. РЕШЕНИЯ И ИГРЫ

С другой стороны, если q =——2. то

я2 с, + A + c2\f А + с2
>0.

J О2 2 К 2
Кроме того,

л2(С1,/>2) =

0, если р2 > q

у (А - с2 ){р2 - с2), если р2 = q 

(Л - р2 )(# - q ), если р2 < q

Поскольку с, > с2, то р2 > с, влечет 7i2(q,p2)<0<n2^q, ] при

любых р2 > с,. При р2 < Ср в соответствии с (*),  квадратичная функция 

= (А- р2)(р2 -с2) достигает максимума по р2 в точке —Ц • От

сюда следует, что n2(ct,p2) < п2 ПРИ всех 0<p2<q. Если р2 = с,,

то нетрудно видеть (как именно?), что

n2(q,q) = yC4-q)(q -с2)<|(Л-с2)2 <

Из этого вытекает, что профиль [q, 1 — равновесие по Нэшу при

- 2 '
Теперь установим справедливость утверждения (Ь). Для этого воспользу

емся методом от противного и предположим, что существует равновесие по 
Нэшу (р'х,р’2). Покажем, что такое предположение ведет к противоречию, 
установив, что невозможны все три альтернативы, р2 > р* , р*  > р2 и р* } = р* 2. 
Заметим предварительно, что

n,(q,ft) = 7i2(q,q) = O.

(1) Если р2 > р* , то (Х,Х) не может быть равновесием по Нэшу. В этом 
случае Д|(Х,Х) = (А-р*)(р,  -q), а л2(р‘,р2) = 0. Мы утверждаем, 
что X > q. В самом деле, если р*  с q , то р’ - q с 0 и, следовательно, 
ТС|(Х,Х) = (^4 - Х)<А -fl) < ° - Но тогда n1(q,X)> Л1(Х?Х)» что про
тиворечит тому, что (j\,p2) — равновесие по Нэшу. Теперь заметим, 
что для любой цены с2 < р2 < q имеет место соотношение

л2 (X, X) = (л - Х)(Х - ^) > о = л2 (X, X),
которое противоречит тому, что (Х>Х) ~ равновесие по Нэшу. Зна
чит, соотношение р2 > X невозможно.

(2) Если X > X ’ т0 (p\,Pi) не может быть равновесием по Нэшу. В этом 
случае jq (X, X) - 0 > а п2(Pi, X)= ~ X )(Х ~ Сг) • Поскольку квад
ратичная функция 712(р’,р2)-(А-р2)(р2-с2) строго возрастает по
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/ А + С, ) . . ,ч
переменной р2 на интервале 1-«>,—2~) и образует равновесие

и » А+ с2 /п , А+с,
по Нэшу, то р2 >—у-^-. (В противном случае, если р2 <—у-Ц то

“НСлюбая цена р2, такая что р\ < р2 < д’ и р2 < р2 < —, удовлетворяет 

неравенству 7г2(д’,д2) > п2(р',р2), что ведет к противоречию.) 
•л ^4 + д
Используя гипотезу —2‘>Cl (здесь нужно строгое неравенство!), 
заметим, что при любой цене д', такой что с, < д'<-^-^-< р2, вы

полнено
А (А'> Р1) = (Л - АЭС А' - с, ) > 0 = 71, (д’, р2) .

Это противоречит тому факту, что (д’,д’)является равновесием по 
Нэшу. Отсюда следует, что д’ > д’ не может быть равновесием по 
Нэшу.

(3) Если р\ = р2, то (р\,р* г) не может быть равновесием по Нэшу. Пусть 
Р*\  = Рг~ Р*  ■ В этом случае имеем

л,(д,д) = у(^-д )(д-ц) и п2(р',р2) = ^(А-р2)(р2-с2).

Сначала заметим, что 0 < р*  < А (и, следовательно, А - д’ > 0 ). В са
мом деле, если д’ = А, то фирма 1 может увеличить прибыль, назначив 
цену д', близкую к А, что ведет к противоречию.

т. А + с, А + с, „ . А + с,
Из неравенства с2 < с, вытекает —' ^сли > —2"> ’

_ /- / А + с2 , •то, выбирая любую цену р2, такую что —< Pi < Р > и достаточно 
близкую к д’, получим

л2 (д’, Д2) = (Л - Д2 )(а' - Д) > у (А - д* )(д’ - д) = тг2 (д’, р2).

Это противоречит тому факту, что (д’,р2) является равновесием по
» И + д

Нэшу. Таким образом, должно выполняться неравенство д < —— • 
С другой стороны, неравенство д*  >д также должно выполняться. 
В противном случае д’ < с, приводит к

Д, (А, А) = j (А - А )(А*  - А) < 0 = л, (с,, д’),

что вступает в противоречие с тем, что (д’,д2) — равновесие по Нэшу. 

Следовательно, мы установили, что с, < д’ < —.
« А + д г •• , „ , •

Если с, < д < —2^" ’ то Д'13 любой цены д2, такой что с, < д2 < д 
и достаточно близкой к д’,

л2(А,Р2) = (Л - д')(д2 - д) > j(А - д)(д - д) = тг2(р{,р2).
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Если с, = р, то для любой цены р2, такой что X <с{ = р*  и доста
точно близкой к р*,  мы видим, что

(X, X) = " Х)(Х - С2) > |(А - X)(Х -с2) = п2(р;,р2),

что опять противоречит тому факту, что (Х>Х) ~ равновесие по 
Нэшу.

Мы показали, что ни одна из трех альтернатив не может быть верна, таким 
образом, в этом случае не существует равновесия по Нэшу. ■

В примере игры ценообразования по Бертрану фирмы продают те же 
товары, т.е. товары фирм являются совершенными субститутами. Однако 
во многих ситуациях производимые фирмами товары хоть и являются суб
ститутами, но не совершенными. Как будет выглядеть равновесие в случае 
дифференциации продукции? Окажутся ли цены похожими на те, что были 
получены в модели ценообразования по Бертрану, или будут отличаться от 
них? Следующий пример дает ответы на поставленные вопросы.

Пример 2.26 (игра ценообразования с дифференциацией продукции). Как 
и в модели ценообразования по Бертрану, рассмотрим рынок с двумя дей
ствующими фирмами, 1 и 2, но в отличие от модели Бертрана предположим, 
что производимый фирмами продукт неодинаков. Так, функция спроса на 
товар фирмы / имеет вид

9/(Л>А) = 4-«/Л+й/Х’

где индекс j отражает комплементарную к i фирму. Будем предполагать, что 
а, > bj > 0, i = 1,2. Следовательно, функция спроса на товар фирмы / являет
ся линейной функцией цены двух фирм, и спрос «отрицательно» связан со 
«своей» ценой р,., но «положительно» — с ценой другой фирмы р,. Другими 
словами, если фирма i снизит свою цену, то спрос на ее товар увеличится; 
но если фирма j снизит свою цену, то спрос на товар фирмы / уменьшится. 
В таком случае говорят, что товары фирм являются субститутами. Однако 
поскольку а, > Z?,, влияние цены конкурента на спрос фирмы оказывается 
меньше, чем влияние собственной цены.

Как и ранее, общие издержки производства фирмы i составляют сд, т.е. 
предельные издержки с, > 0 постоянны. Функция прибыли фирмы i имеет 
вид

л,-(Л,Р2) = (Л - ci)(4 - aiPi + b,Pj) •

Для существования рынка фирмы должны иметь возможность получать 
положительную прибыль. Для достижения этого наложим следующее огра
ничение «жизнеспособности (рынка)» на параметры модели:

Д - я, с, >0 и А2 - а2с2 > 0.
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Данное предположение гарантирует, что фирма сможет получить положи
тельную прибыль при некоторых ценах. Например, если р2 = 0, то, установив 
цену рх = 12^С' > ФиРма 1 получит прибыль Ti}(pi,p1)>0 '.

1 Это, вообще говоря, не так. Но такой ценой, гарантирующей фирме положительную 
прибыль, будет, в частности, рх = 4.2Д1Д , при которой, в частности, рх - с = > ®

и положительность спроса на продукцию фирмы. По-видимому, в оригинале опечат
ка. — Примеч. ред.

Стратегическая игра, которая описывает этот рынок, обладает следующими 
характеристиками.

(1) Имеется два игрока.
(2) Множество стратегий фирмы / имеет вид 5,. =(0,°°) (множество всех 

положительных цен).
(3) Функция выигрыша фирмы / — это ее функция прибыли,

л,- (Д, Pi) = (Д - с, )(4 ~ Д Д + biPj).

Ясно, что равновесием по Нэшу в данной игре будет пара равновесных 
цен. Таким образом, необходимо найти равновесие по Нэшу, если таковое 
существует. Воспользуемся критерием для равновесия по Нэшу и рассмотрим 
систему уравнений

сЦ A d7t2 Л—-!- = 0 и —^- = 0.
$Д др2 

Ол-
Дифференцируя функции прибыли, получаем —- = А, -2а.р,:+b,р. + а,с, 

др, **
для каждого После перегруппировки слагаемых приходим к системе

2дд ~Ьхр2 + дс,,

-Ь2р1+2а2р2 = А2+а2с2.

Далее, —7- =-2а <0 для любого z; отсюда следует, что система имеет 
$д

единственное решение, которое будет единственным равновесием по Нэшу 
в данной игре. Решая систему, получаем

. _ 2й2Д + A2bt + а2Ьхс2 + 2аха2сх
4ахо2 ~ ^Ь2 

и
. _ 2ахА2 + 4^2 + °i^2ci +

^а1°2 ~ Ь\Ь2
Следовательно, (р*,р 2) — единственное равновесие по Нэшу в чистых 

стратегиях. Заметим теперь, что соотношение а, > bt > 0 влечет за собой вы
полнение неравенства 0<4ц]а2<4й|Д. Принимая это во внимание и 
учитывая тот факт, что 4 ~ ДД > 0 > после перезаписи р* х имеем

. = 2.а2 (4 - а,с,) + Лаха2с2 + A2bi + 0^ > 4аха2сх = с
4<71«2 - bxb2 4^ 1 ’ 
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и, аналогично, р2 > с2. Кроме того, обратим внимание, что

, , 2«1о2(Д -qq) + aibi(A2 + b2cf + а2с2)

Поскольку р*  -q >0, из последнего неравенства вытекает, что

1 Гарольд Хотеллинг (1895-1973) — выдающийся американский экономист, математик 
и статистик. Хотя его статьи по экономике немногочисленны, они оказали значительное 
влияние на современную экономику.

"i(Pi,a) = (X “ci)(4 Ма)>0>

и, аналогично, л,(/?,*, Р2) > 0 ■
Рассмотрение полученных равновесных цен показывает, что они сильно 

отличаются от тех, что были получены в модели Бертрана с однородными 
благами. Равновесные цены превышают предельные издержки обеих фирм, и 
обе фирмы получают в равновесии положительную прибыль. Это расходится 
с равновесием (в случае, если оно существует) в игре ценообразования по 
Бертрану — поразителен тот факт, что равновесные цены получены и для 
случая, когда предельные издержки различны. Это подтверждает вывод о 
том, что равновесие на рынке зависит от того, как разыгрывается рыночная 
игра. В данном случае, например, довольно незначительная продуктовая 
дифференциация (отражаемая небольшими различиями в параметрах alt а2, 
Ьх, Ь2) значительно меняет равновесный исход. ■

Дуополия Курно, дуополия Бертрана и пример рынка с дифференциацией 
продукта — все это примеры, в которых изучение рынка происходит с по
мощью анализа стратегической игры. Следующий пример также представляет 
собой пример рынка, который можно успешно исследовать на основе анализа 
соответствующей стратегической игры. В нем две фирмы, расположенные на 
определенном расстоянии друг от друга, должны назначить цены с учетом 
того, что покупатели распределены некоторым способом около этих фирм. 
Поскольку покупатели несут транспортные расходы, если покупают товар 
фирмы, расположенной на некотором расстоянии о них, то они предпочтут 
покупать у той фирмы, которая расположена ближе. Пример представляет 
собой одну из версий модели Хотеллинга1.

Пример 2.27 (модель Хотеллинга линейного города). Рассмотрим рынок, в 
котором покупатели распределены равномерно на единичном отрезке [0,1]. 
Таким образом, 1/2 часть всех покупателей расположена слева от середины, 
и оставшаяся 1/2 часть — справа. Две фирмы производят идентичный про
дукт и расположены в некоторых точках единичного отрезка. Они продают 
единицу товара (длительного пользования) каждому покупателю, желающему 
купить товар. Фирма 1 расположена в точке 0 отрезка [0,1], а фирма 2 — в 
точке 1. Предельные издержки производства обеих фирм равны с > 0.

Каждый покупатель готов заплатить величину А за единицу товара, но 
несет транспортные расходы в размере t долл, за единицу пройденного для 
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покупки товара пути. Следовательно, если покупатель расположен на рас
стоянии х от фирмы, его транспортные расходы составят tx. Таким образом, 
полезность покупателя, который приобретает товар по цене р у фирмы, 
расположенной на расстоянии х, равна

и(р,х) = A-(p + tx), 0 < х < 1.

Ясно, что у покупателя есть возможность не покупать товар, и он дей
ствительно не станет это делать, если и(р,х)<0. Будем предполагать, что 
A>c + t.

При заданном расположении фирм и распределении покупателей объем 
продаж и прибыль фирмы зависят от назначенной ей цены и цены другой 
фирмы. Поэтому фирмы конкурируют по ценам. Соответствующая страте
гическая игра описана ниже.

(1) Имеется два игрока, две фирмы.
(2) Множество стратегий фирмы / — это множество возможных цен [с,А]; 

будем обозначать цену фирмы z через р,.
(3) Функция выигрыша игрока i — это функция прибыли, имеющая вид

7t,(pl,P2) = (A-c)w,(pl,/z2),

где т,(рх,р^ — доля покупателей, выбравших купить товар у фирмы i при 
заданной паре цен (рх,р2).

Доля покупателей тх(рх,р2), которые станут покупать товар у фирмы 1, 
задается формулой

тх(рх,р2) =

О,
Р2-Р1 . 1

2/ 2’
1,

еслирх > р2 + /,

если р2 -1 < рх < р2 +1, 

если рх < р2 -1.

Эти значения поясняются далее.

Случай I. рх > р2 +t.
В этом случае для любого расположения хе (0,1] имеем

А - рх - tx < А - р2 -t - tx < А - р2 - Г(1 - х).

Отсюда следует, что тх(рх,р^) = 0.

Случай II. p2-t < рх< p2+t.
В этом случае существует местоположение Г, такое что а<Г <Ь , удов

летворяющее
рх + tl' = р2 + /(1 - /'). (2.7)

Для того чтобы показать это, рассмотрим непрерывную функцию

/(х) = р2 - рх + /(1 - 2х), 0 < X < 1,

и заметим, что /(0) = р2 - рх +1 > 0 и /(1) = р2 - рх -t < 0 . Следовательно, по 
теореме о промежуточном значении существует некоторое 0 < Г < 1, такое 
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что /(/') = 0 = р2 - рх + z(l - 2Г). Из этого вытекает соотношение (2.7). Решая

(2.7) относительно Г, получим Г = —+ _.

В частности, мы имеем A- px-tl' = A- p2-t(\-К). Нетрудно видеть, что 
при / < Г выполняется неравенство

А - - tl > А - р2 - /(1 - /).

А соответственно при I > /' выполняется неравенство

А - рх - tl < А - р2 - г(1 - /).

Поэтому в данном случае
m}<P\,Pj = l' =I\tPl +|-

Случай III. рх< p2-t.
Этот случай аналогичен случаю I, поскольку теперь имеем р2 > р{ +1, и 

ясно, что доля покупателей фирмы 2 составляет

т^р^^-т^р^О, 

следовательно, тх(рх,р2) = 1.
Теперь заметим, что функция выигрыша фирмы 1 имеет вид

А(а,А)=(А -6)^(7?],^) =

О, если Pj > р2 +1,
. d Pi - Pt 1 А= (А - 01 •27~L+ 2 )' если f < Pi < А +

рх - с, если рх< p2-t.

Соответственно функция выигрыша фирмы 2 тогда имеет вид

А (А, Р2) = (Р2 - О П - (д, р2)].

Перейдем к поэтапному поиску равновесия по Нэшу. Для этого пред
положим, что профиль цен (рх,р2), где c<p.t <А для каждого /, является 
равновесием по Нэшу.

Этап I. Если рх > р2 +1, то (а,а) не может быть равновесием по Нэшу.
В этом случае тх(рх,р2) = 0 и тсх(рх,р2) = 0. Ясно, что р2 +t>c. Выберем 

некоторое рх , такое что

тах{с, р2 - /} < р'х < р2 +1.

Тогда р2 - рх +1 > 0 и р2 - t<px< р2 +1. Отсюда имеем

А (К, А) = (А' - с) (Л27~ + j) = " с) 2/1+?) > 0 = А (А. Рг) •

Поэтому в этом случае (р{,р^ не может быть равновесием по Нэшу.
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Этап II. Если р} < р2 -I, то (рх,р2) не может быть равновесием по Нэшу.
Это случай, при котором р2> p2+t. Мы получили ситуацию, подобную 

проанализированной на этапе I, где фирмы 1 и 2 поменялись местами, по
этому опять-таки (j)\,p2) не может быть равновесием по Нэшу.

Этап III. Профиль стратегий (р{,р2), где р*  =p2=t + c, является един
ственным равновесием по Нэшу, удовлетворяющим р\ -1 < р‘ < р2 +1.

При р2 -1 < рх < р2 +1 прибыли фирм составляют

и (по симметрии)

А(А,Р2) = (А ~с)+1)

А ~А . И 
2t 2 J ’

Предположим, что профиль стратегий (рх,р2) — равновесие по Нэшу, 
причем цены рх,р2 удовлетворяют соотношению р2-t <р*  <р2+t.

Тогда, например, выигрыш первой фирмы на профиле цен р,,р2, равный

= Д-(<Д<Д+/,

• ГЛ <Эд,(а>А) п
достигает своего максимума в точке а • Отсюда следует, что —- о при

♦ л ^(А>А) л ’ п Р'
рх= рх . Аналогично ——— = 0 в р2 = р2. Другими словами, равновесный 

. , А
по Нэшу профиль (а ,а) должен быть решением системы уравнений

= А ~ 2а + с , 1 = 0
др, 2t 2

ал2 _ а - 2а +с 1_ л
др2 2t 2

После упрощения получаем

2а - А = с + { и А ~ 2А = - г.
Решая эту систему, имеем

А*  = Pi =t + c.

(2.8)

(2.9)

Это показывает, что единственным возможным равновесием по Нэшу 
является профиль (c + t,c + t). Проверим теперь, что это действительно рав
новесие по Нэшу.

Для начала заметим, что с < р*  < А для каждого i = 1,2 и р2 -1 < р, < р2 +1.

Отсюда следует, что тсДа^А) = у ■ Более того, легко понять, что

О, если а - 2? + с,

л,(а>а’) = ■^•(а-с)(2?+ с ~ А)> если с < а <2/+ с,

О, если а = с-
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Эта функция достигает своего максимума в точке р\ = t + с. Таким обра
зом, лДд ,Х) Для всехр, и, аналогично, п2(р* ,р2) < л2(р* ,р2) для
всех р2.

Хотя этот пример ценовой конкуренции был преподнесен в качестве при
мера пространственной конкуренции, можно его рассматривать как модель, 
в которой «близость» фирмы обеспечивает предпочтение покупателя в отно
шении продукции этой фирмы. Следовательно, если фирмы «расположены» в 
различных местах, их товары «отличаются» друг от друга. То, что покупатель 
«располагается» ближе к одной из фирм, интерпретируется как предпочте
ние товара той фирмы, которая к нему ближе. Таким образом, модель часто 
используется для иллюстрации продуктовой дифференциации на рынках. 
Одним из важных результатов анализа модели является то, что дифферен
циация товара, представленная транспортными расходами t, весьма значима. 
Чем больше t, тем больше влияние дифференциации товара, и тем больше 
транспортная наценка по отношению к предельным издержкам. ■

Следующий пример позволяет понять природу предвыборных платформ. 
Несмотря на то что можно спорить о том, насколько полно представлены в 
модели институциональные детали, она дает глубокое понимание мотивов и 
причин, которыми руководствуются кандидаты при выборе избирательных 
платформ. Выбор избирательной платформы редко является независимым 
от платформы других кандидатов, а причины участия в предвыборной гон
ке всегда имеют какое-то отношение к желанию победить. Таким образом, 
ввиду того что победа для кандидата важна, интересно выяснить, как это 
повлияет на выбор позиции кандидата в идеологическом многообразии 
(системе взглядов).

Пример 2.28 (модель медианного избирателя). Представим, что избиратели 
равномерно распределены во множестве (идеологических) позиций, представ
ленных отрезком [0,1]. Есть два кандидата, скажем кандидат 1 и кандидат 2, 
среди которых выиграет тот, кто наберет наибольшее число голосов. Каждый 
избиратель голосует за кандидата, который ему ближе по идеологической 
позиции. Кандидаты это знают и заботятся только о выигрыше. В случае 
ничьей (равного числа набранных голосов) победитель определяется, напри
мер, броском монеты. Возможно ли при таком сценарии предсказать, какие 
идеологические позиции займут кандидаты?

Заметим сначала, что мы можем рассматривать эту ситуации как стра
тегическую игру двух лиц — двух кандидатов. Стратегией каждого игрока 
будет выбор идеологической позиции р е[0,1]. Функция выигрыша 
игрока i — процент полученных им голосов, если игроками выбран профиль 
стратегий (.ах,а2). Легко видеть, что

Wl(<71,«2) = -
~Г 
0,5,

если о, < «2,

если flj = «2,
. ф + а> 

2
если я, >02,
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О а\ а\+а2 «2
~~ТГ~

Рис. 2.4

1

И

u2(ai> а2) = -

■ ai+fl2
2 

0,5,

если а, < о,,

если а, = а2,
а, + а2 
~^Г~ если «! > а2.

Чтобы убедиться в правильности этих соотношений, рассмотрим профиль 
стратегий (а^а^), при котором ах < а2, см. рис. 2.4. Тогда идеологические по

зиции, расположенные ближе к а{, чем к а2, находятся в интервале 0,-ЛД

Это значит, что доля людей, голосующих за первого кандидата, равна ■ 1

т.е. = 1 • Аналогично интервал а, +а2
2 представляет собой

идеологические позиции, которые ближе к а2, чем к а,, и соответственно 
и^а^а^ = 1 - *° 2 . Логично предположить, что если оба кандидата займут 

одинаковую идеологическую позицию (т.е. ах = а2), то голоса будут разделены 
между ними.

Можно с уверенностью сказать, что равновесие по Нэшу в такой игре будет 
наиболее вероятным исходом, поскольку каждый кандидат будет бороться за 
максимальное число голосов при данной позиции соперника. Собственно
говоря, утверждается следующее:

Единственным равновесием по Нэшу в этой игре является профиль 1 Л2’2?

Покажем это в несколько этапов. Предположим сначала, что (^.sj — рав-
(1 1 \ 

новесие по Нэшу в данной игре. Докажем, что тогда (5,,52) = II, и это 

будет свидетельствовать о том, что данный профиль — единственное воз

можное равновесие по Нэшу 1 Л2’2?

Этап I. 5] = s2.
Предположим, что это не так и 5, * s2. В силу симметричности ситуации 

можем считать, что 5, < s2. В таком случае легко видеть, что при любой

стратегии кандидата 2 из интервала Sj + .S’2 s2 выполняется соотношение

z/2(s1,o)>/<2(51,52); см. рис. 2.5. Последнее неравенство вступает в противо
речие с определением равновесия по Нэшу. Таким образом, 5, = s2.
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О 51 51+й 51+52 Я 52 1
2 2

Н------- «1(51, а)------- ----------------
1 11 1

-------  «2(51, а) ------------------------ Н1 1
1 11 1 11

1 । ।। । 1
•---------- •-------------------•------ •—

“z^l^z? *}

—•----------------•-----------------------•

0 51 = 52 51+а а 0,5
2

Рис. 2.6

Рис. 2.5

1Этап IL = s2 = — .

Чтобы показать это, снова предположим, что это не так и = s2 а . По

скольку мы имеем дело с симметричной ситуацией, то будем полагать, что 

51 = < у • Если кандидат 2 выберет стратегию а из интервала < а < — , то 

u^s^a) > ; см. рис. 2.6. Это неравенство противоречит предполо-
2 1 

жению о том, что (sl,s2) — равновесие по Нэшу. Следовательно, .s, =s2 = .
Г-. Г- - , X Г1 ИПредыдущие два этапа гарантируют нам, что набор стратегии (s,, s2) = I у, у I 

может быть равновесием по Нэшу данной игры. Остается только показать, 
<1 П „ „что у,у действительно является равновесием по Нэшу.
' (1 1 \

Этап III. Набор стратегий I-ру I ~ равновесие по Нэшу.

Из рис. 2.7 видно, что если кандидат 2 придерживается стратегии 
1у, то кандидат 1 не может никаким способом увеличить свою полезность 
1 (i П 1 2 R 1
w, у,у = у, выбрав какую-то другую стратегию а * у .

\ Z, Z, J Z,

Таким образом, модель предсказывает, что каждый кандидат будет ори
ентироваться на медианного избирателя, т.е. избирателя, который находится 
точно в середине распределения возможных идеологических позиций. Более 
общий вариант модели обсуждается в упражнении 10 в конце раздела. ■

«2(51,а) > 0,5 = «2(51,52)

1
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Следующий пример, возможно, представляет собой самое интересное 
приложение теории игр. Он показывает, как неправильные стимулы могут 
иногда работать против общих интересов. В то время как пример касается 
эксплуатации ресурсов в общей собственности, таких как (мировые) рыбо
промысловые районы, незначительная его модификация показывает, что он 
имеет отношение и к глобальному потеплению, и к эксплуатации мировых 
тропических лесов, если упомянуть только пару ситуаций, которые впи
сываются в общую модель. Он делает явным момент, присутствующий во 
многих играх, включая дилемму заключенного: равновесие по Нэшу, которое 
описывает, что происходит, если участники не сотрудничают друг с другом, 
может порождать исход, при котором каждый участник получает меньше, 
чем мог бы в случае соблюдения соглашений о сотрудничестве, подобных, 
например, договорам между странами о правах на рыбную ловлю.

Пример 2.29 (использование ресурсов в общей собственности). Предпо
ложим, что п стран имеют доступ к рыбопромысловым районам в открытых 
морях. Фактически общепризнано, что рыболовные угодья, которые могут 
рассматриваться в качестве ресурса в общей собственности, истощены по 
всему миру, т.е. рыбная ловля шла столь интенсивно, что, по всей видимости, 
в ближайшем будущем рыбная популяция достигнет столь низких уровней, 
что некоторые виды могут оказаться на грани вымирания.

Одним из важных достижений теории игр — с практической точки зре
ния — было объяснение, почему ресурсы в общей собственности всегда будут 
эксплуатироваться сверх желательного с коллективной точки зрения уровня. 
Доказательство, которое достаточно подробно приводится ниже, состоит в 
том, что равновесие по Нэшу в игре, описывающей поведение потребителей 
таких ресурсов, всегда приводит к исходу, который оказывается хуже, чем 
общественно желаемый.

Покажем это, используя простую модель стратегической игры. Пусть 
имеется п игроков (п стран); игрок I потребляет г, единиц ресурса. Общий 

н
объем потребления ресурса составляет величину . Определяющие харак- 

/=1
теристики игры следующие.

1. Затраты игрока i на приобретение г, единиц ресурса зависят не только 
от величины используемой этим игроком, но также и от количества

= Xg этого ресурса, используемого другими игроками. Соответ- 
j*i

ствующая функция затрат (издержек) (которая, по предположению, 
одинакова для всех игроков) обозначается через C(r„R -rt). Будем 
предполагать, что функция затрат С: (0,°°) х (0,°°) —> (0,°о) удовлетворяет 
следующим условиям.
(а) а1с<;«)>ои Э1С<^>>0 „ри всех
у dr dR dr2 dR2

г > 0 и R > 0. То есть предельные издержки использования ресурса 
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возрастают при росте его совокупного потребления1. Таким обра
зом, если страны вылавливают больше рыбы, предельные издержки 
ловли возрастают.

1 Напомним, что предельные издержки для функции затрат С(х) — это производная С(х)
функции С(х). Как обычно, функция С'(х) интерпретируется как затраты на производство 
дополнительной единицы продукции при условии, что уже произведено х единиц.

(Ь) Функции предельных издержек удовлетворяют соотношениям

.. dC(r,R) dC(r,R)hm —j; = oo и lim —=
dr uR

Действительно, логично предположить, что предельные издержки 
монотонно и неограниченно возрастают, начиная с малого положи
тельного значения. Эти свойства функции издержек совместимы с 
интуитивным представлением о том, что чем больше рыбы уже вылов
лено, тем сложнее оказывается выловить дополнительное количество.

(с) Для упрощения изложения будем предполагать, что функция С 
является сепарабельной, т.е. имеет форму C(r,R) = K(r) +K(R). 
В этом случае свойства из пункта (а) принимают вид

к'(г)>0, к"(г)>0, K'(r)>0 nK"(R)>0

при всех г > 0 и R > 0. Примером сепарабельной функции издержек 
такого типа служит функция C(r,R) -г2 + R2.

2. Полезность игрока от г, единиц ресурса равна м(г(). Предполагается, 
что функция zz: (0, °°) —> (0, °°) удовлетворяет требованиям zz'(r) > 0 и 
zz"(r) < 0 для любых г > 0. Это просто означает, что при увеличении 
потребления ресурса ценность дополнительных единиц уменьшается. 
(В математических терминах и — строго возрастающая и строго вогнутая 
функция.)

Будем считать также, что предельная полезность в нуле больше 
предельных издержек в нуле, т.е.

lim и'(г) > lim к'(г). 
/■—>0+ г-»0+

Описанная только что ситуация может быть представлена в виде страте
гической игры п лиц со следующими характеристиками:

• участвует п игроков;
• множество стратегий игрока z представляет собой открытый интервал 

множества вещественных положительных чисел (0,°°) (фактически 
Si = (0, Дпах), где Rmm — максимальное доступное количество ресурса);

• выигрыш игрока z составляет

ni(ri,r2,...,rn) = ui(ri)-C(ri,R-ri) = ui(ri)-[K(ri)-K(R-ri)].

Согласно критерию, равновесия по Нэшу в данной игре можно найти как 
решения (j\,r2,...,/*,*)  следующей системы уравнений:

/ = 1,2,...,».
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Принимая во внимание то, что R = и R-r, = £ ry, прямое вычисление 
j=i j*i

1 Поскольку «"(г) < 0 для любого г> 0, функция и' является строго убывающей. По
скольку к"(г) > 0 для любого г> 0, функция к' является строго возрастающей. Следова
тельно. и'(г) = к'(г) имеет единственное решение р'; см. рис. 2.8. Более подробно об этом 
см. в упражнении 6 в конце раздела.

2 Общественный оптимум — это количество, которое приводит к наибольшему сум
марному выигрышу. Следовательно, если общество состоит из участников игры, то обще
ственный оптимум дает то количество, которое ведет к наиболее предпочтительному с 
общественной точки зрения исходу.

производных дает следующие соотношения:

и-----,(ну-= н"(г.) - к"(^-) < 0 для всех / = 1,2,...,п . (Здесь мы используем

тот факт, что и"(г) < 0, а к"(г) > 0 для любого г > 0.)
Характеристики ситуации (в частности, ее симметричность) гарантируют, 

что Г] = г2 = = гп - р*  ’. Таким образом, в равновесии по Нэшу каждый игрок 
потребляет одинаковое количество ресурса:

* * * * R
Г1 = Г1 =- = ГП =Р = — ,

* * * * * (R* R*  Агде /?*  = г/ + г2‘ + • • • + = пр* . Так что — — единственное равновесие

по Нэшу в данной игре; см. также упражнение 6 в конце раздела.
Следовательно, количество потребляемого ресурса в равновесии по 

Нэшу — единственное решение уравнения

и'

Ясно, что lim R*  = lim пр*  = Д , где Rmsx — максимальное количество до- п—>со
ступного ресурса. Это означает, что если все большее число стран участвует 
в рыбной ловле, то совокупный улов приблизится к предельно возможному 
и в какой-то момент запасы рыбы истощатся.

В отличие от условия (*)  для равновесия по Нэшу, приведенного выше, 
общественный оптимум1 2 R**  решает задачу

тах<и и\— -[к —\-K\R----- 1
«>о \п ) \ п ) ( nJ

Таким образом, общественный оптимум R**  выбирается так, чтобы мак
симизировать совокупный выигрыш всех членов общества, где при заданном

_ Rуровне улова R каждая страна получает —.

Условия первого порядка для приведенной выше задачи дают следующее 
соотношение, которому удовлетворяет R**:
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После некоторых алгебраических преобразований этого соотношения 
получаем:

И снова в качестве упражнения предлагаем читателю самостоятельно 
убедиться в том, что (**)  имеет единственное решение R" =np,t', см. уп
ражнение 6 в конце раздела и рис. 2.8. Из анализа соотношений (*)  и (**)  
и рис. 2.8 заключаем, что R' > RM. Однако в этом случае р“ зависит от п. 
Собственно говоря, lim R” = lim др**  конечен, и в этом случае не имеет зна

чения, сколько стран задействовано в рыбной ловле, поскольку совокупный 
улов оказывается ограниченным и истощения ресурса можно избежать.

Ясно, что количество ресурса R*,  которое используется в равновесии по 
Нэшу, строго больше, чем объем А" потребления ресурса, который является 
количеством, наилучшим с точки зрения общественного блага.

Основная идея этого достаточно удивительного результата в том, что если 
решения в таких ситуациях принимаются участниками независимо, то личная 
заинтересованность каждого — в том, чтобы использовать ресурс в объеме, 
оправданном только издержками, связанными с потреблением этого ресурса 
данным индивидуальным игроком. В равновесии по Нэшу игрок заботится о 
влиянии своего потребления только на свои издержки и игнорирует издерж
ки, накладываемые его решением на других игроков. Издержки каждого 
индивида, однако, намного меньше, чем издержки, налагаемые на общество 
всеми коллективно. Так как при расчете социально оптимального объема 
потребления ресурса принимаются во внимание издержки, налагаемые на 
каждого, то объем потребления, оправданный полными издержками обще
ства, оказывается меньшим. ■
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Следующие примеры касаются игр с неполной информацией. При ре
шении игр с неполной информацией используется концепция равновесия 
Байеса — Нэша, которая была рассмотрена ранее. Первый пример имеет 
дело с уже знакомой нам дуополией Курно, в которой фирмы не знают 
предельных издержек своих конкурентов.

Пример 2.30 (дуополия Курно с неполной информацией). Как и в случае 
дуополии Курно, есть две фирмы, производящие один и тот же товар, где 
фирма 1 производит qx единиц товара, а фирма 2 соответственно q2 единиц то
вара. Совокупное производство фирм обозначается через q, где q - q} + q2.

Пусть p(q) - A-q — цена за единицу товара на рынке, где А — соответ
ствующее положительное число. Предельные издержки фирмы I, i = 1,2, могут 
быть либо cL, либо сн, причем cL < сн. Множества типов фирм, таким обра
зом, — это Т, = Т2 ~{L,H}, где если фирма типа L, то ее предельные издержки 
равны cL. Пусть ц — совместное распределение вероятностей на множестве 
типов Т = 7J х Т2, так что — вероятность того, что предельные издержки 
фирмы 1 равны cL, а предельные издержки фирмы 2 равны сн. Следователь
но, вероятность ц(с, =с£)того, что предельные издержки фирмы 1 равны 
cL, составляет p(q =cl)-\i(L,L) + p(L,H). Вероятность ц(с, =сн) того, что 
предельные издержки фирмы I равны сн, есть jXq = ся) = ц(//,Л) + ц(Я,/7). 
Аналогичные соотношения верны и для фирмы 2.

Таким образом, условные вероятности того, что предельные издержки 
фирмы 2 равны cL или сн при условии, что предельные издержки фирмы 1 
равны cL, есть

= c£|q =q)=

и

ц2 (Я |А) = ц(с2 = сн |с, = cL) =

соответственно. Данные условные вероятности — это вероятности того, что 
фирма 2 имеет тот или иной тип, когда фирма 1 обнаруживает, что ее пре
дельные издержки равны cL.

Напомним теперь, что в играх с неполной информацией стратегия фирмы 
определяет ее выборы как функцию от ее типа. Пусть

q.-{L,H}^{^

— стратегия фирмы 1. Ожидаемая прибыль фирмы 1 в случае, когда она 
имеет тип L, составляет

Enx{qx,q2{L),q2{H),L) = ц2(1|£)[(Д-q{ - q2(L))ql - cLq{] +

+li2(H\L)[(A-qi-q2(H))qi-cLql] =

= (A-q} -cL)q{ -[р2(Л|£)<72(Л) + ц2(Я|£)<72(^)к1. (2.10)

Аналогично ожидаемая прибыль фирмы 1 в случае, когда ее тип Н, со
ставляет
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Ет1^,(12аШН),Н) =

= (A-q}-сн)дх -[ц2(£|Я)92(£) + ц2(Я|Я)?2(Я)]?]. (2.11)

Соответствующие функции ожидаемой прибыли фирмы 2

£л2(91(£)Л1(Я),^2(£),£) =

- (А - д2 - cL )q2 - [И1 (L\L)qi(L) + И1 (Я|£)^(Я)]^2, (2.12)

если тип фирмы 2 L, и
£л2(<71(£),?1(Я)л2,Я) =

= (Я-92-сд)92-[Ц1(£|Я)91(£) + ц2(Я|Я)91(Я)к2, (2.13)

если ее тип Я.
Каждая фирма каждого типа будет максимизировать ожидаемую прибыль 

при заданной стратегии другой фирмы. Условия первого порядка имеют вид

^£л1(^1,д2(£)л2(Я),£)_п
^(£)

дЕщ(дх,д2(Е),д2(Н),Н)
&7,(Я)

Э£л2(д1,?2(£),?2(Я),£) а

^2(£)

^£л2(^,^2(£),^2(Я),Я) п
дд2(Н)

Условия первого порядка тогда имеют вид

Л - 2<?Д£) - с£ - ц2(£|£)£, (£) - ц2 (Я |£)#2 (Я) = 0,

Л-291(Я)-ся -ц2(£|Я)^(£)-ц2(Я|Я)^2(Я) = 0 ,

А - 2g2(L) -cL- h(£!£)<?,(£)- щ(Я\L)gx (Я) = 0 ,

А - 2q2(Я) - сн - р!(£|Я)^ (£) - ц,(Я \Н)<?, (Я) = 0.

Заметим, что в каждом случае выполняются условия второго порядка для 
максимума, так как

а£тг)(^л2(£)л2(Я),£) _ с>£^(?1Л2(£)л2(Я),Я) = _2 <о 

d2tf,(£) д2<7у(Я)
для j = 1,2.

Перепишем условия первого порядка в матричном виде:

2
О 

р,(£|£) 
ц,(£|Я)

О ц2(£|£)

2 ц2(£|Я)

И1(Я|£) 2
Щ(Н\Н) О

ц2(Я|£)- 

М2(Я|Я) 
О
2

~gW 
<?>(#) 
g^L)

'Л-с/

A-cl 
_А-си
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Равновесие Байеса — Нэша игры с неполной информацией теперь полу
чается при решении этой системы (необходимых условий оптимальности) 
относительно четырех переменных: </,(£), q^H), q2(L), q2(H). Один из способов 
ее решения — использование правила Крамера. В нашем случае

9,-(£)=а, ?;(*)=■§•,  ело
где

2 0 р2(£|£) ^(H\L)
м= 0 2 ц2(£|Я) ц2(Я|Я)

ц,(Щ) ц,(Я|£) 2 О
ц,(£|Я) И1(Я|Я) 0 2

D, имеет вид
A~cl 0 ц2(£|£) ц2(Я|£)

} = А-с„ 2 ц2(£|Я) ц2(Я|Я)

1 A-cl 2 0
А-сн ЦДЯ1Я) 0 2

a D2, и £)4 получаются путем замены второго, третьего и четвертого столбца 
М соответственно на столбец

"А - cL’ 
Л-сд 
А - cL

_А~сн -

Если вероятности того, что фирмы имеют определенную пару типов (£,/2), 

равны (т.е. каждая вероятность равна ), то все условные вероятности ока
1

жутся равными j и мы получим

2

О 

£ 
2

2 2
1 2 О

1 ° 2

М =

2
В этом случае имеем 

.... 4Л + 5(ся-с,) 4Л + Зс2-2ся?,(£) =-------- и 91(Я) =----------------------"

для фирмы 1 и такие же выражения для фирмы 2. Поскольку сн > cL, отсюда 
следует, что в равновесии фирма производит больше, если имеет тип £. ■
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Следующий пример представляет приложение концепции Байеса — Нэша 
к задаче финансирования общественного блага. Напомним, что общественное 
благо характеризуется тем, что, если оно предоставлено, то может потреб
ляться всеми индивидами. Сигнал маяка, предупреждающий суда об опасных 
береговых линиях, виден всем судам, проплывающим в зоне видимости маяка, 
так что маяк можно рассматривать как пример общественного блага.

Пример 2.31 (финансирование общественного блага). Есть два индиви
да, которые могут делать взносы на финансирование общественного блага. 
Взнос первого индивида обозначим через ct, а взнос второго — через с2. Если 
q + с2 > 1, то общественное благо будет предоставлено; но если q + с2 < 1, то 
общественное благо предоставлено быть не может. Полезности или выигрыши 
индивидов 1 и 2 (если общественное благо предоставляется) заданы в виде

ц(с1,с2,а) = а-с1 и z/2(c1,c2,|3)-P-c2,

где ае[0,1] и Ре[0,1] — значения, которые приписываются соответственно 
индивидами 1 и 2 единице общественного блага. Эти значения являются 
частной информацией индивидов, однако вместе оба индивида знают, что 
распределение а на [0,1] задано функцией распределения Fa( ), а распре
деление р на [0,1] задано функцией распределения /£(•). Таким образом, 
множество типов каждого индивида — это интервал [0,1].

Стратегия индивида / в данной игре с неполной информацией задается 
функцией 5;: [0,1] —> [0,1], которая ставит в соответствие типу индивида его 
выбор величины взноса ct, т.е. Sj(a) = c, задает взнос индивида 1, когда его 
тип а. При заданной стратегии s2(-) индивида 2 ожидаемый выигрыш ин
дивида 1 в случае, если его тип а, составит 

[ Q _ Q
£м1(с1,52(),а) = 0 1

если q + £(52(-)) 1, 
если + £(520) < 1,

где £(520) = jo'52(x)z/Fp(x) — ожидаемое значение взноса индивида 2, если 

им выбрана стратегия 520, а распределение его возможных типов задано 
функцией распределения /р(-). Следовательно, оптимальная стратегия ин
дивида 1 имеет вид

Г1-£(5,0), если 1-£(5,0) > а,
5, (а,5,0) = 11V ’ 2 ’ [0, иначе.

Таким образом, равновесие Байеса — Нэша (51'(-),520), при котором 
реализации типов а и Р таковы, что оба осуществляют взносы на финанси
рование общественного блага, удовлетворяет условиям

5*(а)  = 1-£(520) (2-15)
и

s;(₽) = 1-£(51’0). (2.16)

Важно отметить, что в игре имеется континуум возможных равновесий. Су
ществует равновесие, в котором ни один из индивидов не делает взносов, вне 
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зависимости от его типа.. Рассмотрим случай (Р) = 0 для всех Р е [0,1]; тогда 
оптимальная стратегия 5i(a) = 0 для всех а е [0,1]. Но тогда si(Р) = 0 для всех 
Ре [0,1] — оптимальный отклик на si (а) = 0, следовательно, (Ji (а),52(Р)) яв
ляется равновесием в чистых стратегиях, причем в этом случае общественное 
благо не предоставляется. Рассмотрим теперь равновесия, в которых обще
ственное благо будет предоставлено. Предположим, что распределение обоих 

типов индивидов является равномерным распределением на отрезке Т-1''

То есть известно, что оценка общественного блага каждого индивида лежит в

интервале . Утверждается тогда, что равновесие Байеса — Нэша имеет

вид .?’(а) = 1 и 5*(Р)  = ^- для любых а,р> у. Из (2.15) и (2.16) имеем

и

s‘(a,5’(-)) =
если а > 1, 

иначе.

^(Р,^0) =
1-1 = 1

2 2
0,

если р > 1, 

иначе.

Отсюда следует, что ^’(a^-j и «2 0) = у при всех а,Р>у — равновесие 

Байеса — Нэша. ■
Заключительный пример основывается на модели «аукциона второй цены». 

Проблемой тут является размер предложения, которое индивиду стоит делать, 
чтобы максимизировать свой излишек от аукциона. Очевидно, непосред
ственная сложность состоит здесь в том, что получаемый индивидом излишек 
зависит от того, выигрывает или нет сделанное им предложение. Поскольку 
факт выигрыша или проигрыша аукциона данным индивидом зависит от 
предложений, сделанных другими участниками аукциона, выигрыш данного 
индивида зависит от всего набора сделанных предложений. Аукционы, таким 
образом, могут быть описаны стратегической игрой п лиц — участников тор
гов. В этом примере будет видно, что теоретическое обоснование аукционов 
как формы игры может привести к очень интересному и тонкому пониманию 
поведения их участников. (Аукционы будут подробно рассмотрены в гл. 5.)

Пример 2.32 (аукцион второй цены). Продавец хочет продать дорогую 
картину на аукционе, в котором будут участвовать п потенциальных поку
пателей. Каждому покупателю (называемому также участником) приписан 
номер, так что участники занумерованы как 1,2,...,п . У каждого участника 
есть собственная оценка картины v, > 0. Участники одновременно предлагают 
некоторую сумму денег (ставку); будем обозначать предложение участника i 
через />,■ е [0,°о). Таким образом, исход аукциона описывается вектором пред
ложений (b},b2,...,bn), где Ь, представляет собой предложение участника i.
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В аукционе второй цены тот участник, чье предложение самое высокое, 
выигрывает аукцион и получает картину, выплачивая за нее сумму, равную 
второму по величине предложению. Если найдется более одного участника с 
максимальной величиной предложения, то победитель выявляется с помощью 
жребия, и за картину выплачивается сумма, равная этому максимальному 
предложению. Остальные получают нулевой выигрыш.

Для упрощения анализа введем следующее обозначение. Если (/>,, Ь2,..., Ьп) — 
вектор ставок, то положим

т. = max А .
j*i  J

Другими словами, тч — максимальное предложение всех участников, 
за исключением участника /. В частности заметим, что если максимальным 
предложением обладает только участник z, то /и_, обозначает второе по ве
личине предложение.

Мы можем представить такой аукцион в виде игры в стратегической 
форме, где:

• участвует п игроков (аукционер не рассматривается как игрок);
• множество стратегий каждого игрока — это интервал
• выигрыш игрока z задается как

О,

—пл - т ,),

л,.(Д,...,/>„) =
если > тч, 
если < тч, 
если z среди г участников
с максимальным предложением.

Отметим, что это игра с неполной информацией, поскольку участник 
знает только свою оценку выставленного на аукцион блага, но необязательно 
знает оценки других покупателей. Стратегия игрока z задается функцией 
5.(v,) = />; , которая ставит в соответствие оценке величину предложения. 
Довольно неожиданным является следующее утверждение относительно 
аукциона второй цены:

• Стратегия 5;(v;) = v(. является слабо доминирующей стратегией игрока i.
В частности, профиль стратегий = vps2(v2),—равновесие 
Байеса — Нэша.

Для того чтобы убедиться в этом, выберем игрока z и рассмотрим — 
произвольный набор предложений всех игроков за исключением z. Нужно 
показать, что

для любого й, е S; игрока /.
Пусть т обозначает максимальное предложение в профиле предложе

ний s_j. То есть если = (Sj,...,s,+1,...,s„), то т - maxsy. Рассмотрим два 
случая.
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Случай I. v, > т.
В этом случае игрок i, делая предложение у,-, выигрывает аукцион, и его 

выигрыш составляет
л,(з_;,у,.) = у. -т >0 .

Если участник i делает предложение д,- < т, то (при профиле предложений 
(.$_,, Д,)) он не выигрывает аукцион, так что

л, (.$_,■, д,) = 0 < у. - т = л,- (s_,., у,.).

Если участник i делает предложение а, - т, то он оказывается среди участ
ников с максимальным предложением. Если участников с максимальным 
предложением г, то

л,. (j_,, at) = у (у,. - т) < у,. - т = л,- (.$_,., у,-), 

так как г > 1.
Наконец, если at > т, то участник i делает предложение, которое выиг

рывает аукцион (т — вторая по величине ставка), и, значит,

л; (s_, ,aj) = vt - т = л; у,-).

Таким образом, покупатель i не может увеличить свой выигрыш, сделав 
предложение, отличное от vz, при том условии, что все остальные покупатели 
не отклоняются от 5_;.

Случай II. v,<m.
В этом случае игрок z, сделав предложение у,., либо проигрывает аукцион 

(т.е. л,(5_;,у() - 0), либо оказывается среди г>1 игроков с максимальным 
предложением т и получает при этом выигрыш л(. ($_,., у,) = 1(у. - /и) = 0.

Если игрок i сделает предложение а: < т, то он проиграет аукцион, сле
довательно,

Л; ($_,• , Д; ) = 0 = Л; (s_j, У; ) .

Если игрок i сделает предложение д, > т, то он выиграет аукцион (т — вто
рое по величине предложение) и получит выигрыш

л,. (s_j, at) = v,. - т < 0 = л,. (s4, vi).

Если игрок / сделает предложение д,- = т, то его выигрыш будет равен 

л,.(5_;,д,) = у(у;-/и)<0, откуда следует, что ему невыгодно отклоняться от 

стратегии у,..
Таким образом, мы установили, что профиль стратегий (s,(Vj) = 

= У|,52(у2) = у2,...,5„(у„)-у„) является равновесием Байеса — Нэша. Следо
вательно, можно ожидать, что каждый участник предложит свою истинную 
оценку картины и участник с самой высокой оценкой выиграет аукцион. 
Заметим, что это верно в случае, когда участники не знают оценок своих 

136



ГЛАВА 2. РЕШЕНИЯ И ИГРЫ

оппонентов. (О «нерациональном» равновесии по Нэшу в аукционе второй 
цены, при котором покупатель с максимальной оценкой не выигрывает 
аукцион, см. упражнение 17 в конце раздела.)

Упражнения
1. Две фирмы (назовем их 1 и 2) выпускают один и тот же товар. Фирма 

1 производит qx единиц товара, а фирма 2 производит q2 единиц, так 
что общее количество товара составляет q = qt + q1. Предполагается, что 
(а) рыночная цена товара при производстве его в объеме q составляет 

p{q) = 100-277;
(b) издержки производства qx единиц товара фирмой 1 равны 

C,(ft) = ft +Ю;
(с) издержки производства q2 единиц товара фирмой 2 равны 

C1(ft) = 2ft + 5 •
Сформулируйте стратегическую игру двух лиц (как в примере 2.24), 
функции выигрышей которых являются функциями прибыли фирм. 
Найдите:
(а) функции прибыли фирм ^(ft,ft) и n2(ft,ft);
(Ь) равновесие по Нэшу;
(с) рыночную цену при равновесии по Нэшу;
(d) прибыли фирм в равновесии.
[Указания:
(1) n,(ft,ft) = (99-27ft + ft )ft -10 и n2(ft,ft) = (98-27ft + ft )ft ~ 5;
(ii) равновесие по Нэшу находится из системы 

и^ф^ = 0,или 
<9ft dq2

(после вычисления производных и упрощения)

3ft + 2ft = 997ft + ft> ’ (2-17)

2ft + 3ft = + ft . (2.18)
96

Разделим (2.17) на (2.18) и, упростив, получим соотношение ft = y^-ft ■ 

Подставим его в (2.17) и после алгебраических преобразований вычис
лим ft = 795,88. Следовательно, ft = 756,48. Таким образом, (ft,ft) = 
= (795,88,756,48) — равновесие по Нэшу;
(iii) рыночная цена р - 21,2;
(iv) л,(795,88,756,48) = 16066,78 ; л2(795,88,756,48) = 14519,2].

2. Рассмотрите дуополию Курно из примера 2.24.
(а) Найдите отображения наилучших ответов (здесь это функции) двух 

фирм.
[Ответ: Д(^2) = -^——— и 52(ft) = ^———.]

(Ь) Найдите равновесие по Нэшу в дуополии Курно с использованием 
функций наилучшего ответа.
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(с) Вычислите прибыли фирм в равновесии по Нэшу. [Ответ: если 
— равновесие по Нэшу, то

» . (Л + с, - 2с. )2 . . (А + с,-2сА2=---- — и n2(qt,q2) = ^------ L----2^,

где предполагается, что А + с2 - 2с, > 0 и А + q - 2с2 > 0.]
3. Рассмотрите дуополию Курно с функцией спроса q = 20 - р . Предельные 

издержки каждой фирмы равны 2 долл.
(а) Опишите данный рынок в виде стратегической игры.
(Ь) Найдите равновесие по Нэшу.
(с) Получают ли фирмы максимально возможные прибыли, если про

изводят равновесные по Нэшу объемы выпуска?
4. Рассмотрите модель дуополии Курно из примера 2.24. Найдите равно

весие по Нэшу, если на рынке действуют три фирмы. Если на рынке 
п фирм? Что произойдет при «—><*>?

5. Говорят, что набор стратегий стратегической игры п лиц
является Е-равновесием по Нэшу (где е > 0), если для каждого игрока 
выполнено

при любом q е . Покажите, что хотя в модели дуополии Бертрана 
равновесия по Нэшу может не существовать, при любом е > 0 всегда 
существует Е-равновесие по Нэшу.

6. В этом упражнении будут рассмотрены некоторые математические 
тонкости, касающиеся использования ресурсов в общественной соб
ственности, затронутые в примере 2.29. Предположим, что функции С 
и и удовлетворяют свойствам из примера 2.29.
(а) Докажите, что уравнение и'(г} - к'(г) имеет единственное ре

шение р’, которое образует равновесие по Нэшу игры Л*  = яр* . 
[Указание: поскольку и строго убывает, а к' строго возрастает, 
то уравнение не может иметь более одного решения. Но поскольку 
lim[z/'(r)- к'(г)| > 0 и lim[z/'(r)- к'(г)1 = -°°, можно заключить, что 
г->0+ 
действительно имеется единственное решение р"; см. рис. 2.8.]

(Ь) Покажите, что модель использования ресурсов в общественной соб
ственности из примера 2.29 имеет единственный общественный оп
тимум /?**,  установив, что уравнение zz'(r) - к'(г) + (« - 1)Л',((л - 1)г) 
имеет единственное решение р* ’. [Указание: заметим, что функция 
/(г) = и'(г) строго убывает, а функция g(r) = к'(г) + (п - V)K\(n - 1)г) 
строго возрастает. Далее следуют аналогичные пункту (а) рассуж
дения; также см. рис. 2.8.]

(с) Покажите, что R“ < R*.  Что произойдет при п -> °° ?
7. Рассмотрим задачу «о ресурсах в общественной собственности» из при

мера 2.29 с функциями u(r) = Jr , к(г) = 2г2 и K(R) = R2. Покажите,
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что данные функции удовлетворяют требуемым свойствам, и найдите

равновесие по Нэшу R*  и общественный оптимум R**.  [Ответ: R*  = п
4_______ п_______

>/4(4 + 2(я-1)2)2 ’
и R

8. Рассмотрим и, к, К: (0, °°) -»(0,«) в виде

и(г) = г + \-е2г, к(г) = г + ег-1 и K(R) = R2.

Покажите, что:
(а) и\г) > 0 и и"(г) < 0 при любом г > 0, a lim и'(г) = 3 > 0.

(Ь) к'(г)>0 и к"(г)>0 при любом г > 0, а Нтк'(г) = 0 и Нтк'(г) = 1.

(с) K'(R)>Q и K"(R)>Q при любом R > 0, а НтА"(Я) = 0 и 
Я->0+

lim K'(R) = оо.

(d) С такими данными задача о ресурсах в общественной собственно
сти (пример 2.29) не имеет равновесия по Нэшу. Почему это не 
противоречит результату примера 2.29?

(е) С этими функциями задача о ресурсах в общественной собствен
ности имеет общественный оптимум.

9. (Глобальное потепление) Предположим, что существует п стран, которые 
выпускают товары, производство которых является причиной выбросов 
углекислого газа. Пусть В(х) обозначает выгоду от совокупного про
изводства товаров в объеме х единиц, В'(х) > 0 и В"(х) < 0 . Предпо
ложим также, что совокупные издержки при производстве х, единиц 

п
товара страной i составляют к(х,) + К(Х -xt), где X - ^х{ . Функции 

i=i
к, К :(0,оо)_> (0,°о) удовлетворяют условиям к'(х)>0, к"(х)>0, 
К\Х) > 0 и К’\Х) > 0 для любых х > 0 и Х> 0. Кроме того, предпо
лагается, что предельная выгода каждой страны при нулевых объемах 
производства больше предельных издержек при таких объемах.
(а) Запишите задачу в виде игры в стратегической форме (где в качестве 

игроков выступают страны).
(Ь) Найдите условия для равновесия по Нэшу.
(с) Найдите условия для общественно оптимального количества про

изводства.
(d) Сравните условия и сделайте выводы.

10. (Обобщенная модель избирателя) Данное упражнение представляет 
собой обобщение модели примера 2.28. Пусть электорат распределя
ется вдоль идеологического спектра от а = 0 до а = 1 в соответствии 
с идеологической функцией плотности 8:[0,1]-»Я. Это значит, что 
функция 8 непрерывна и удовлетворяет 8(х) > 0 для любого хе(0,1) 
и f18(xWx = 1. Интеграл [b&(x)dx , где 0 < а < b < 1, интерпретируется 

JO Ja
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как доля избирателей, чьи идеологические предпочтения лежат между 
а и Ь. Типичная идеологическая функция плотности распределения 
представлена на рис. 2.9.
Как и в примере 2.28, предполагается, что есть два кандидата, 1 и 2, 
каждый избиратель голосует за кандидата, который ему «ближе» по 
идеологической позиции, и кандидат с большим числом голосов по
беждает.
(а) Определите идеологическую функцию плотности в модели меди

анного избирателя из примера 2.28.
(Ь) Покажите, что функции выигрышей кандидатов имеют вид

«1(д1,д2) =

Д]+Д2
£ 2 8(х)Лс,

0,5,
f 1J щ 6(x)rfx,

если о, < о2, 

если а, = а2, 

если а{ > о2

и

J ч+аз 8(%)t/x, если а, < а^, 

0,5, если ах =
«1+Д2

[ 2 8(х)(/х, если а{ > а?

(с) Покажите, что существует единственное 5ое(О,1), такое что 
Р8(х)(йс = у.

* и

(d) Докажите, что (s0,^0) — единственное равновесие по Нэшу в данной 
игре с двумя кандидатами.
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11. Идеологическая функция плотности (см. предыдущее упражнение) 
избирателей штата Индиана задается как 3(х) = -1,23х2 + 2х + 0,41 • 
(а) Изобразите график плотности.
(Ь) Найдите 50 е (0,1), такое что f * 8(x)dx = . [Ответ: s0 =0,585.]

(с) После долгих лет правления республиканцев в 1988г. губернатором 
штата Индиана был избран демократ Эван Бай (Evan Bayh). Попро
буйте угадать (и пояснить) идеологическое направление кампании 
Эвана Бая.

12. Рассмотрим модель избирателя (из примера 2.28) с тремя кандидатами, 
(а) Запишите функцию выигрыша каждого кандидата.
(Ь) Покажите, что существует набор стратегий с различными идеологи

ческими позициями, который позволяет получить всем кандидатам 
по 1/3 голосов.

(с) Покажите, что в игре нет равновесия по Нэшу.
(d) Будут ли кандидаты по-прежнему стараться понравиться медиан

ному избирателю?
13. Рассмотрим снова обобщенную модель избирателя из упражнения 10, 

где, как обычно, выигрывает тот кандидат, который набрал больше 
всего голосов. Предположим, что у каждого кандидата есть возможность 
не участвовать в борьбе. Будем также считать, что каждый кандидат: 
(а) предпочитает быть единственным победителем, а не делить первое 

место;
(Ь) предпочитает участвовать в борьбе и поделить первое место, а не 

отказаться от участия;
(с) предпочитает не участвовать, а не проиграть.
Выразите это в терминах стратегической игры и найдите ее равновесия 
по Нэшу.

14. Рассмотрим модель дуополии Курно с неполной информацией из при
мера 2.30. Найдите равновесие Байеса — Нэша, если общеизвестно, 
что предельные издержки фирмы 1 равны cL, а предельные издержки 
фирмы 2 могут принимать значения сн и cL с вероятностью 0 < р < 1.

15. Найдите равновесие Байеса — Нэша в условиях примера 2.31, где два 
индивида осуществляют взносы на финансирование общественного 
блага. Оценки индивидов распределены равномерно на интервале [0,2], 
а совокупные издержки предоставления общественного блага равны 1.

16. Рассмотрим пример 2.31, где оценки общественного блага индивидами 
равномерно распределены на интервале [0,1]. Существует ли равновесие 
Байеса — Нэша, при котором общественное благо предоставляется? 
Приведите подробное объяснение.

17. В этом упражнении приводится пример равновесия по Нэшу в аук
ционе второй цены, при котором покупатель с максимальной оценкой 
не выигрывает аукцион.
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Предположим, что в аукционе второй цены с двумя или более 
участниками, например, участник к имеет максимальную оценку, т.е. 
vk > V/ для любого i *к  . Рассмотрим участника / * к и вектор ставок 
(й]5д2,., такой что

1 Заметим, что ситуация в данном примере описывается игрой с полной информацией 
(и подходящей концепцией равновесия является равновесие Нэша), тогда как в приме
ре 2.32 ситуация описывается игрой с неполной информацией (и речь идет о равновесии 
Байеса — Нэша).

b,>vk, bk < v,, и bi = 0 при всех i*k,l .

Покажите, что {Ь{,Ь2,...,Ьп)- равновесие по Нэшу1.
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Глава 3 ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ 
ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

Всюду ранее предполагалось, что решения принимаются 
однократно, после чего участники получают вознаграждение. Однако во 
многих случаях решения должны приниматься последовательно, а получе
ние вознаграждения возможно лишь после того, как принята вся цепочка 
решений. В сфере производства, например, продукт проходит через несколь
ко этапов, на каждом из которых производитель должен решить, какой из 
нескольких альтернативных процессов использовать. Для того чтобы сделать 
карьеру, требуется принять последовательность решений, которые приведут 
к окончательному результату. Финансовое планирование в течение жизни 
обусловливает последовательность решений, принятых в различные периоды 
жизни индивида.

На данный момент у нас имеется довольно четкое представление о том, 
как действовать оптимально, если решения принимаются один раз. Последо
вательное принятие решений отличается тем, что процесс принятия решений 
оказывается более сложным. Изначально принятое решение влияет на вы
бор, который может быть сделан позже. Например, если индивид решил не 
поступать в университет, его выбор возможной профессии будет ограничен 
теми из них, которые не требуют высшего образования. Если кто-то решит 
не слишком много сберегать в ранние годы жизни, то выбор относительно 
того, сколько накапливать до выхода на пенсию, будет более ограниченным. 
Тот факт, что решения, принятые на начальных этапах, влияют на доступ
ные в последующие годы в более поздних этапах альтернативы, оказывается 
центральным в последовательном принятии решений.

В этой главе мы сначала закладываем аналитические основы последова
тельного принятия решений, начав с обсуждения графов и деревьев. Затем 
будут рассмотрены последовательные решения как при определенности, 
так и при неопределенности. Наконец, в разделе 3.3 обсуждается приня
тие решений при неопределенности и вводится теорема Байеса как метод 
использования информации для переоценки априорных вероятностей или 
ожиданий (вер).

3.1. Графы и деревья
Графы позволяют глубже понять теорию последовательного 

принятия решений. По этой причине понятие графа будет играть ключевую 
роль в нашем изложении. Начнем с определения направленного графа.

Определение 3.1. Направленный граф (или просто граф) — это пара

G-(V,E),
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где V— конечное множество точек (называемых узлами или вершинами графа), 
а Е — множество пар из V (называемых ребрами графа)1.

1 Существует также графы с бесконечным числом вершин и бесконечным числом 
ребер. В этой книге мы имеем дело с «конечными» графами, т.е. с графами с конечным 
числом вершин и ребер.

Направленный граф легко изобразить диаграммой. Диаграмма направ
ленного графа состоит из его вершин (они как точки на плоскости) в со
вокупности с несколькими ориентированными отрезками, соединяющими 
пары вершин. Например», если (u,v) — ребро, то в диаграмме направленного 
графа рисуем отрезок uv со стрелкой в точке v. На рис. 3.1, а изображена 
диаграмма направленного графа с вершинами

V = {и, v, w, х, у} 
и ребрами

£ = {(u,v),(v,u),(v,w),(v,x),(w,y),(y,x)}.

На рис. 3.1, б изображен направленный граф с вершинами {1,2,3,4,5,6} и 
ребрами {(1,2),(6,2),(6,3),(3,6),(3,4),(4,5)}.

Общепринято (и полезно) идентифицировать направленный граф с его 
диаграммой.

Если (u,v) — ребро, то обычно говорят, что и является предшественником 
v или v является наследником (последователем) и. Например, на рис. 3.1, а 
у — предшественник хи w, на рис. 3.1, б вершины 2 и 3 являются наслед
никами вершины 6.

Говорят, что в графе существует путь из вершины и в вершину v, если 
найдутся узлы wx,w2,...,wk , такие что пары

(n,Wi), (wx,w2), (V>2,w3),...,(wk_x,wk), ),...,(wk,v) (*)

— ребра этого направленного графа. Набор ребер в (*)  называют также путем 
графа от узла и к узлу v. Иначе говоря, путь из вершины и к другой верши
не v показывает, каким образом v может быть достигнута из и, следуя серии 
ребер графа. Путь (*)  также обозначается как

и -> VV, -> w2 -> w3 ->-----> -> wk -> v.

Длина пути — это количество его ребер. Так, путь, отмеченный (*),  имеет 
длину k + 1.
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Рис. 3.2

Если существует путь из и в v, то принято говорить, что можно соединить 
и с V. Например, на рис. 3.1, б существует путь из вершины 6 к вершине 5 
(путь 6—>3—> 4 -> 5), но нет пути из вершины 3 к вершине 1. В направленном 
графе на рис. 3.1, а имеются следующие пути из вершины и к вершине х\ 
u-tv->x;u->v->w->y->x;u->v->u->v-*x.

Терминальным узлом направленного графа называется узел, из которого 
не выходит ни одного ребра. Например, узел х на рис. 3.1, а является тер
минальным. На рис. 3.1, б терминальными узлами направленного графа 
будут только 2 и 5. Направленный граф может не иметь терминальные узлы. 
Например, у графа на рис. 3.2 нет терминальных узлов.

С каждым направленным графом G = (У,Е) можно связать другой естест
венным образом определенный направленный граф, называемый обратным 
графом: он состоит из тех же узлов и ребер, однако ребра имеют противопо
ложную ориентацию. То есть обратный граф (У,Е') графа G — это граф с 
узлами Ки ребрами Е' = {(w, г): (v,u) е Е}. Важно отметить, что пути обратного 
графа являются в точности путями исходного, имеющими противоположную 
направленность. Направленные графы (рис. 3.1) и их обратные графы (с 
пунктирными ребрами) показаны ниже на рис. 3.3.

Теперь мы подошли к важному понятию дерева — центральной идее в 
теории последовательных (динамических) игр.

Определение 3.2. Направленный граф Т называется деревом, если
(1) существует особый узел R (называемый корнем дерева), не имеющий 

входящих в него ребер, и
(2) для любого другого узла v существует единственный путь из корня Rku.
Нетрудно понять, что направленные графы, изображенные на рис. 3.3, не 

являются деревьями. Пример дерева приведен на рис. 3.4.
Существуют и другие свойства деревьев. Мы оставляем проверку этих 

свойств читателю в качестве упражнения.

Теорема 3.3. В каждом дереве'.
(1) существует не более одного пути из узла и к другому узлу v;
(2) если существует путь от и к v, то не существует пути от v к и;
(3) для каждого отличного от корня узла v существует единственный узел 

и, такой что (u,v) — ребро дерева',
(4) для каждого нетерминального узла и существует (по крайней мере один) 

путь из и к некоторому терминальному узлу дерева.
При работе с деревьями обычно принято использовать терминологию, 

которая удобна и хорошо усваивается.
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Рис. 3.3

• Если (и,г) — ребро дерева, то и называют родителем v, a у — прямым 
потомком и.

• Если существует путь из вершины и в у, то и — предок v, a v — пото
мок и.

Заметим, что в соответствии со свойствами, перечисленными в теореме 3.3, 
можно легко проверить, что у каждого узла, отличного от корня, имеется в 
точности один родитель. Следовательно, данные выше определения роди
теля и прямого потомка корректны. Следуя предложенной терминологии, 
корень R является предком всех узлов и каждый узел является потомком 
корня R.

Единственный путь, соединяющий узел и с узлом v, будем обозначать через 
P(u,v). Например, в дереве из рис. 3.3 P(w,4) = w-И-> 3-> 4. Заметим, что 
путь Р(и,у) сам по себе является деревом с корнем и и конечным узлом у.

Ветвь дерева Т — направленный граф с вершинами, начинающимися с 
вершины и, и содержащий всех ее потомков с соответствующими ребрами. 
Начинающуюся с и ветвь будем обозначать через Ти. Нетрудно понять, что Ти

Рис. 3.4
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является деревом с корнем и. На рис. 3.5 обозначена ветвь Ти направленного 
графа Т из рис. 3.4.

В завершение обсуждения этой темы рассмотрим понятие поддерева.

Определение 3.4. Дерево S называется поддеревом Т, если
(1) узлы S образуют подмножество узлов Т;
(2) ребра между узлами S в точности те же, что и у дерева Р,
(3) конечные узлы S образуют подмножество конечных узлов Т и
(4) корень S тот же, что и корень Т.
На рис. 3.4 направленный граф с вершинами {/?,v,w,(3,eXti,k} вместе с 

исходными ребрами между ними является поддеревом.

Упражнения
1. Рассмотрим дерево на рис. 3.4.

(а) Опишите ветви Ти и Tv.
(b) Найдите терминальные узлы дерева.
(с) Опишите пути Р(А,к) и Р(7?,5).
(d) Нарисуйте обратный граф для этого дерева.

2. Рассмотрим направленный граф, изображенный на рис. 3.6.
(а) Опишите этот граф в терминах множества.
(Ь) Укажите пути (и их длины) из вершины 1 к вершине 6.
(с) Найдите пути из вершины 3 до вершины 4.
(d) Нарисуйте обратный граф.

3. Проверьте справедливость всех свойств, перечисленных в теореме 3.3.
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4. Покажите, что любой путь P(u,v) сам является графом с корнем и и 
терминальным узлом v. В частности, покажите, что любой путь от 
корня дерева до конечного узла является поддеревом.

5. Проверьте, что любая ветвь Ти дерева Т является деревом с корнем и.
6. Покажите, что после удаления всех потомков некоторого узла оставша

яся часть дерева сама будет деревом с корнем, совпадающим с корнем 
данного дерева. Будет ли она поддеревом?

7. Найдите все поддеревья дерева из рис. 3.4.
8. Покажите, что если дерево имеет п ребер и к вершин, то п = к - 1. 

Другими словами, покажите, что число ребер дерева на единицу меньше 
числа вершин этого дерева.

9. Покажите, что в любом дереве существует по крайней мере один узел, 
прямые потомки которого — только терминальные узлы. (Это свойство 
деревьев используется в методе обратной индукции, который будет 
обсуждаться в разделе 3.2.)

3.2. Принятие решений
Лицо, принимающее решения, часто сталкивается с ситуа

цией, когда необходимо принять серию решений в последовательном поряд
ке — одно за другим. Например, предприятие, производящее определенный 
продукт, стартует с выбора исходного процесса, затем совершает выбор из не
скольких промежуточных процессов, прежде чем будет достигнут финальный 
этап. Многие решения личного характера также включают последовательное 
принятие решений. Один из наиболее удачных способов описания процесса 
последовательного принятия решений — описание на основе построенных 
для этой цели направленных графов. Их называют графами решений и оп
ределяют следующим образом.

Определение 3.5. Графом решений является любой направленный граф с 
единственным корнем R, такой что

(1)7? — единственный узел, в который не входит ни одно ребро',
(2) для каждого узла N, отличного от R, есть единственный путь из Re N;
(3) существует как минимум один конечный узел и
(4) из любого не конечного узла N есть как минимум один путь до конечного 

узла.
Любое дерево является графом решений, однако не всякий граф реше

ний будет деревом. Пример графа решений изображен на рис. 3.7. Граф 
решений интерпретируется как описание последовательности принятия 
решений в следующем смысле. Корень 7? представляет собой начало про
цесса последовательного принятия решений индивидом, узлы — различные 
этапы этого процесса, ребра — сами решения, доступные индивиду. Терми
нальные узлы являются конечными этапами процесса принятия решений и 
обычно дополняются значениями выигрышей на таких этапах. Или, иначе, 
выигрыш в любом терминальном узле — это «вознаграждение» (которое 
может присутствовать в различных формах), получаемое индивидом в конце
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последовательности решений, которые привели его к этому конкретному 
терминальному узлу. Другими словами, процесс принятия решений состоит 
из графа решений вместе с заданием выигрышей в каждом терминальном 
узле этого графа.

Проиллюстрируем процесс принятия решений на примере.

Пример 3.6. Выпускник школы решает, продолжить ли образование в 
колледже. Если он выберет «не поступать в колледж», то дальше придется 
выбирать между устройством на работу и поступлением в техническую школу 
для освоения профессии. Последствия в терминах заработка на протяжении 
жизни будут в двух этих ситуациях (поступать или не поступать в колледж) 
различны. Если же он решит поступать в колледж, то после окончания 
(при условии, что он колледж закончит) нужно снова решать, получать ли 
профессиональное образование (профессиональную степень), идти учиться 
в магистратуру или же выходить на рынок труда и искать работу. Заметим, 
что каждое решение подразумевает различные издержки и выгоды.

Описанная задача последовательного принятия решений может быть 
представлена в виде дерева решений. На рис. 3.8 представлены выигрыши 
гипотетического выпускника средней школы. Выигрыши окажутся различ
ными для разных выпускников школ, в результате мы увидим разнообразие

Рис. 3.8. Карьерное дерево решений
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решений, ни одно из которых априори не может быть отвергнуто как нера
циональное. Центральной задачей в процессе принятия решений является 
выбор «оптимального пути принятия решений». Оптимальный путь принятия 
решений, как следует из его названия, — это путь, приводящий к терминаль
ному узлу с наилучшим возможным выигрышем. На дереве решений обычно 
существует единственный оптимальный путь, за исключением случаев, когда 
присутствуют два или более терминальных узлов с одинаковыми выигры
шами. Из примера 3.6 с очевидностью вытекает, что для рассматриваемого 
выпускника средней школы оптимальным является путь А -> -> С3.

Вместо того чтобы указывать выигрыши для каждого терминального 
узла, часто перечисляют выигрыши отдельных решений вдоль ребер графа 
решений. В этом случае выигрыш заданного пути

N -> Nt N2 -> ••• -> Nk

(из вершины N к вершине AQ будет равен сумме выигрышей на ребрах

NNt, NiN2,...,Nk_lNk.

Широко используемый в приложениях метод нахождения оптимальных 
путей в дереве решений называется методом обратной индукции. Он осно
вывается на следующем простом свойстве.

Теорема 3.7. Если в графе решений путь

является оптимальным, то Nk -> Nk+l —>-----> N, также будет оптимальным
путем из Nk в N,.

Доказательство. Если Nk Nk+l  > N, не является оптимальным путем 
из Nk в N„ то существует путь Nk -> Mr—> N, из NkB Nt, лучший,
чем Nk -> Л\.+| ->-----> 2V,. Но тогда путь

7V, -> N2 -э ...-» Nk Л/, -э ••• -> Mr -> N, ••• -> Nm

был бы лучше, чем путь N -» —> N2 —>-----> Nk -> Nk+i ------ > N, —>---- > Nm.
Полученное противоречие и доказывает утверждение. ■

Теперь опишем применение метода обратной индукции для дерева решений1 
более подробно. Этот метод состоит в продвижении по шагам в обратном 
(от терминальных узлов) направлении начиная с терминальных узлов дерева 
решений, при этом в каждый период времени выполняется один шаг, до тех 
пор пока не будет достигнут корень. Точная процедура «обратных шагов» 
описывается следующим образом.

1 В общем случае для дерева решений метод обратной индукции применим не всегда; 
см. упражнение 1 в конце этого раздела.

Сперва выбираются все предшественники конечных узлов, прямые наслед
ники которых являются терминальными узлами (т.е. все узлы, ребра которых 
входят в терминальные); будем называть их узлами шага 1 (или этапа 1). 
Припишем каждому узлу шага 1 значение выигрыша, который может быть 
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получен путем достижения наилучшего терминального узла из данного. 
(Заметим, что поскольку мы будем работать с деревьями решений, а не гра
фами, то всегда существуют узлы, все прямые потомки которых являются 
терминальными узлами. Последнее неверно в случае графа общего вида; см. 
упражнение 1 в конце этого раздела.) Затем удалим прямых потомков узлов 
шага 1 и получим усеченное дерево шага 1.

Второй шаг повторяет процесс путем выбора предшественников узлов 
шага 1, прямые потомки которых являются конечными узлами усеченного 
дерева шага 1. Таким образом, узлы шага 2 представляют собой все узлы, 
ребра которых заканчиваются в конечных узлах усеченного дерева шага 1. 
По аналогии называем их узлами шага 2. Для каждого узла N шага 2 сущест
вует ребро, ведущее к узлу шага 1 с наибольшим возможным суммарным 
выигрышем; приписываем узлу N значение этого выигрыша. (Ясно, что это 
наибольший выигрыш, который может быть получен участником при старте 
из узла 7V.) Далее удалим от усеченного дерева прямых потомков узлов шага 2 
и получим усеченное дерево шага 2.

Все предшественники узлов шага 2, ребра которых оканчиваются в ко
нечных узлах усеченного дерева шага 2, будут узлами шага 3. Как и ранее, 
для каждого узла N шага 3 находим ребро, ведущее к узлу шага 2 с лучшим 
суммарным выигрышем, и приписываем этот выигрыш узлу N. В свою оче
редь, этот выигрыш является лучшим из того, что может получить участник 
при старте из узла N. Усеченное дерево шага 3 получается путем удаления 
из усеченного дерева шага 2 прямых потомков узлов шага 3.

Продолжаем этот обратный процесс, до тех пор пока все предшественники 
узлов этого шага не будут состоять из корня R. Путь из корня R до узла этого 
шага, который дает наибольший общий выигрыш, является началом оптималь
ного пути, который теперь можно проследить в обратном направлении.

Проиллюстрируем метод обратной индукции на примере графа ре
шений 3.6, приведенного на рис. 3.8. Множество конечных узлов графа 
решений в данном случае состоит из {С],С2,С3,С4,С5}. Согласно методу 
обратной индукции, на первом шаге выбираются все предшественники 
множества конечных узлов, потомки которых — терминальные узлы; здесь 
это множество узлов {5[,52}. Каждому узлу Bt и В2 припишем наилучшие

Рис. 3.9. Усеченное дерево решений
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выигрыши выпускника, которые он может получить, достигнув терминаль
ных узлов. Видим, что лучший выигрыш для узла Bt равен 75 тыс. долл., а 
лучший выигрыш для узла В? — 40 тыс. долл. Это отражено на усеченном 
дереве решений рис. 3.9. В усеченной версии исходного дерева решений 
оптимальное ребро — это ребро, которое приводит к узлу /?,. Следовательно, 
оптимальным путем будет А -> В} С,; т.е. выпускник решит пойти учиться 
в колледж, а затем получит профессиональное образование.

Приведем еще один пример, иллюстрирующий метод обратной индукции.

Пример 3.8. Рассмотрим дерево решений, приведенное на рис. 3.10. Числа 
вдоль ребер отражают издержки. Таким образом, оптимальный путь будет 
иметь минимально возможные издержки.

На первом шаге находим все узлы, прямые потомки которых являются 
терминальными узлами. Нетрудно видеть, что множество таких узлов — это 
{D,T,L}. Лучшим ребром, выходящим из точки D в направлении терминаль
ного узла, является DL с минимальными издержками, равными 1; поэтому 
оставляем это ребро и удаляем другое, указывая в узле D этот минимальный 
уровень издержек как Д(1). Аналогичным образом будут найдены ребра TN 
и GS (рис. 3.10).

Далее ищем узлы второго шага. Они в точности совпадают с теми узлами, 
ребра которых входят в терминальные узлы усеченного дерева шага 1. Лег
ко видеть, что это будут элементы множества {A,B,Q; см. рис. 3.10. Теперь

Шаг 0 Шаг 1

Рис. 3.10. Метод обратной индукции
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находим выходящие из узлов А, В и С ребра с минимальными издержками 
на пути к соответствующим терминальным узлам. Новое усеченное дерево 
изображено на рис. 3.10 (шаг 2). Отметим, что числа в скобках указывают 
минимальные издержки на пути от текущего узла до терминального. Напри
мер, С(3) означает, что достичь из узла С некоторого терминального узла 
исходного дерева решений удастся с издержками, не меньшими 3. Подоб
ным же образом /?(2) указывает на тот факт, что из узла В можно достичь 
некоторого терминального узла исходного дерева решений с минимальными 
издержками, равными 2.

Узлы шага 3 состоят из единственного корня R. Ясно, что среди ребер, 
выходящих из R к узлам А, В и С, наименьшие издержки у RC. Это завершает 
анализ на основе метода обратной индукции, который дает оптимальный 
путь R -> С —> G -> У.

Обратимся к еще одной иллюстрации обратной индукции на примере 
процесса принятия решений, направленный граф которого не является 
деревом.

Пример 3.9. Предположим, что некий предприниматель выпускает товар, 
производство которого проходит четыре отдельных этапа начиная с этапа А 
и заканчивая этапом D. При переходе от одного этапа к другому произво
дитель может выбирать из нескольких процессов. Переходя от А к В, он 
сталкивается с выбором из четырех различных вариантов. В дальнейшем (как 
при переходе от этапа В к этапу С, так и при переходе от этапа С к этапу D) 
его выбор зависит от решения, принятого на предыдущем этапе. Ясно, что 
производитель хотел бы организовать свое производство так, чтобы общие 
издержки оказались минимальными.

Эта задача подразумевает последовательное принятие решений, поскольку 
выбор на каждом этапе зависит от того, что было предпринято на более ран
них этапах. Лучше всего описать задачу, составив граф решений, представ
ленный на рис. 3.11. Цель — найти путь, характеризующийся наименьшими 
совокупными издержками. На графе указаны издержки в расчете на единицу 
при использовании каждого возможного процесса. Например, если произ
водитель выберет процесс А -» Bt , то удельные издержки составят 7 долл.
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при переходе от этапа (узла) А к этапу (узлу) Как и ранее, будем искать 
оптимальный путь с помощью метода обратной индукции, что отображено 
на рис. 3.12.

Находим все узлы, ребра которых заканчиваются в терминальном узле D; 
совокупность этих узлов индукции — множество узлов шага 1 индукции — это 
{С|,С2,С3,С4}. Минимальные издержки достижения D из различных узлов С,

Обратная индукция 
Шаг 1

Обратная индукция 
Шаг 2

Обратная индукция 
Шаг 3

Оптимальный 
путь решения 

А —> Bi —> Ci —» D

Рис. 3.12. Метод обратной индукции для примера 3.11 
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указаны на верхней диаграмме рис. 3.12. На этом завершается первый шаг 
обратной индукции.

На втором шаге индукции находим узлы, для которых ребра, из них выхо
дящие, заканчиваются в узлах множества {С„С2,Сз,С4}. Это узлы множества 
{Bt,B2,B2,B4}. Для каждого узла Bi добавляем в скобках совокупные мини
мальные издержки, необходимые для достижения узлов шага 1 из В,. Это 
показано на второй сверху диаграмме рис. 3.12. Следующий шаг приводит к 
корню А. Видим, что ребро ABt дает минимум совокупных издержек среди 
всех ребер из Л в В^В2,В2,В4.

Таким образом, на основе обратной индукции получаем путь

-эЛ, 
обратный оптимальному.

Изменяя направление этого пути на обратное, получаем оптимальный 
путь решений Л -> Д -> С, -э D, см. рис. 3.12. ■

Упражнения
1. Это упражнение показывает, что, вообще говоря, метод обратной 

индукции не может применяться для поиска оптимального пути ре
шения, если процесс принятия решений описывается графом, а не 
деревом. Рассмотрите процесс принятия решений, описанный графом 
из рис. 3.13.
(а) Найдите оптимальный путь решений.

[Ответ: R^B-^C-^E-^A-^D-^G.}
(b) Покажите, что метод обратной индукции (описанный в этом раз

деле) в данном случае неприменим.
2. Граф на рис. 3.14 описывает процесс принятия решения (одним лицом). 

Числа вдоль ребер представляют издержки принятия соответствующих 
решений. Процесс принятия решений начинается с корня R и закан
чивается в одном из терминальных узлов L,M,N,P,Q,S.
(а) Покажите, что граф решения не является деревом.
(Ь) Проверьте, что в данном случае для поиска оптимального пути 

можно воспользоваться методом обратной индукции, и найдите 
этот путь и минимальные издержки вдоль него.
[Ответ: R С -> Е-э Н -э К -> S и А-эС-> Е->//-> Е-> У.]
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3. Покажите, что любой процесс принятия решений имеет оптимальный 
путь.

4. Пилоты American Airlines объявили забастовку 17 февраля 1997 г., 
требуя более выгодных условий контракта.
(а) Изобразите дерево решений, отражающее проблему, с которой 

столкнулись пилоты, до того момента как приняли решение о за
бастовке.

(Ь) Какие выигрыши в дереве согласуются с принятым решением о 
забастовке?

5. Рассмотрим задачу о выборе карьеры из примера 3.6 (выигрыши — 
потоки доходов за вычетом расходов на обучение). Оптимальным 
выбором в примере было пойти учиться в колледж и далее выходить 
на рынок труда и устраиваться на работу.

(а) Предположим, что при поступлении в профессиональное училище вы
пускник будет получать стипендию. Повлияет ли это на его выбор?

(Ь) Теперь рассмотрим другого выпускника, предпочтения которого 
относительно магистратуры подразумевают, что он готов получать 
меньший доход, но учиться в магистратуре. Как это отразится на 
выигрышах? Укажите на дереве решений.

6. Инвестор подумывает о покупке фирмы, которая выставлена на торги. 
После приобретения (если согласится) он сможет либо распустить ее и 
перепродать, либо назначить новое руководство и управлять ею. Затем 
в ближайшем будущем он сможет продать ее или оставить.
(а) Составьте дерево решений инвестора.
(Ь) Запишите выигрыши в конечных узлах и найдите оптимальный путь. 

Объясните ваш выбор выигрышей и прокомментируйте полученное 
оптимальное решение.

7. Венчурный капиталист выбирает, какую из двух альтернативных аван
тюр ему финансировать. Одной из них является внедрение на рынок 
препарата, патент на который вскоре истекает. Другая требует вложений 
в развитие коммерческого применения методики сращивания генов, 
(а) Нарисуйте дерево решений для венчурного капиталиста.

[Подсказка: заметьте, что второй проект даст высокую отдачу только 
на втором этапе, если будет продаваться.]

(Ь) Какой вариант выберет капиталист? [Подсказка: запишите прибыль 
от каждого варианта и проанализируйте оптимальный путь.]
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8. Винодел может выбирать, производить ли ему и продавать обычные 
вина или эксклюзивный бренд. Процесс принятия решений является 
последовательным и представлен деревом решений на рис. 3.15. Дерево 
решений показывает издержки производства в расчете на одну бутылку 
на каждом этапе процесса принятия решений (М означает маркетинг, 
А — рекламу1). В терминальных узлах указана цена бутылки (соответ
ствующего сорта) вина.

1 От английского «advertising». — Примеч. пер.

(а) Найдите путь решений, максимизирующий прибыль в расчете на 
одну бутылку.

(Ь) Приведет ли этот путь к оптимальному решению для винодела? 
Почему нет? [Подсказка: обычные сорта вин могут продаваться в 
больших количествах, чем эксклюзивные вина.]

3.3. Принятие решений при неопределенности
В предыдущем разделе, обсуждая проблему последователь

ного принятия решений, мы отмечали, что выбор на каждой стадии может 
иметь неизвестные точно определенные последствия. Так, в задаче выбора 
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карьеры вполне возможно, что если индивид решит после окончания школы 
стать актером, шансы, что его доход на протяжении всей жизни будет очень 
высоким, небольшие, тогда как высока вероятность того, что его доход будет 
намного более скромным. Похожим образом выбору производителя на каждом 
этапе производственного процесса может сопутствовать более высокая или 
более низкая вероятность того, что в результате товар окажется бракованным. 
Иначе говоря, когда решения принимаются последовательно, влияние неко
торых из этих решений на успешность финального исхода неизвестны.

Неопределенность данного типа вводится в задачах последовательного 
принятия решений путем добавления узлов, в которых выбор делает природа. 
Следующие примеры показывают, как иметь дело с неопределенностью в 
задачах последовательного принятия решений.

Пример 3.10 (оптимальные решения в конкурирующем спорте)1. Рассмот
рим футбольную команду (американский футбол), которая оказалась в двух 
ярдах от тачдауна (линии розыгрыша, конца зоны). В этот момент команда 
сталкивается с выбором: пробить по мячу или продолжать продвигаться к 
тачдауну. Попадание (гол) с игры (с двухъярдовой линии) принесет команде 
3 очка с вероятностью 1. Тачдаун, с другой стороны, имеет вероятность ус
пеха, равную 0,4, и в этом случае приносит команде 6 очков и свободный 
удар, который приносит еще одно очко, что в целом дает 7 очков. Итак, если 
сразу же после этого игра заканчивается, ожидаемый выигрыш от тачдауна 
составляет 0,4x7 = 2,8 против 3x1 = 3 от гола с игры. Однако если ожида
ется, что игра будет продолжена после тачдауна, другие стартовые позиции 
оппонентов тогда ведут к другим выигрышам продолжения. Пусть v15 v2 и v3 
обозначают выигрыши продолжения в случае после успешного тачдауна, 
после неудачи тачдауна и после гола с игры соответственно. Дерево решений 
этой футбольной команды показано на рис. 3.16.

1 Этот пример представлен в статье в «New York Times» (2003, September 12) на 
с. С2.

Ожидаемый выигрыш от тачдауна теперь уже не 2,8, а равен

0,4х(7 +V]) + 0,6xv2 =2,8 + 0,4V] +0,6v2.

А ожидаемый выигрыш от гола с поля составляет тогда

3 + v3.

Если игра продолжается вне зависимости от того, был ли тачдаун, то в 
случае, если тачдаун имел место, игра начинается с удара от мяча на 27-яр
довой линии зоны противника. В случае фиаско (открыть счет) мяч получают 
оппоненты, но уже на 99-ярдовой линии от линии розыгрыша (тачдауна). 
В случае тачдауна или гола с игры мяч снова у оппонентов, но они начинают 
на 27-ярдовой линии. Ожидаемый счет (очков) команды с 99-ярдовой линии 
составляет 1,6, а с 27-ярдовой линии к 1 очку. Это означает, что при фиаско 
в открытии счета (неудачи тачдауна) (т.е. в случае потери мяча) ожидаемый
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выигрыш команды равен +1,6, т.е. v2 = 1,6. В случае гола с поля или тачдауна 
ожидаемый выигрыш оценивается как у, = v3 = -0,75, поскольку у противника 
теперь более высокие шансы набрать очки. Итак, ожидаемый выигрыш после 
решения продвигаться к тачдауну составляет

2,8 + 0,4у, + 0,6v2 =2,8 + 0,4x0,75 + 0,6x1,6 = 3,46,

а ожидаемый выигрыш от гола с игры равен

3 + v3 =3-0,75 = 2,25.

Оптимальное решение, когда принимаются во внимание выигрыши 
продолжения, — это решение продвигаться к тачдауну, а не пробить по 
мячу. ■

Вот еще один пример, иллюстрирующий роль неопределенности при 
принятии решений.

Пример 3.11. Фармацевтическая фирма Xдолжна принять решение о внед
рении нового препарата. Это значит, что существует изначальное решение о 
том, сколько вкладывать в исследование и разработку. Существует вероят
ность провала вследствие того, что препарат не будет создан в отведенные 
сроки, и из-за того, что он окажется не вполне успешным на рынке. На 
каждом этапе процесса принятия решений, как можно заметить, присутствует 
неопределенность. Дерево решений задачи изображено на рис. 3.17.

На первом этапе фирма X решает, вложить много (Hi) или мало (Lo) 
средств в исследование и разработку или ничего не предпринимать (DN). 
Результат вложений может привести к успеху или неудаче с вероятностью р 
успеха, причем эта вероятность р окажется выше в случае ббльших вложений 
в разработку. Даже в случае успешного производства препарата фирма может 
решить не продавать его. Неопределенность относительно того, может ли 
препарат быть произведен, разрешается здесь введением узла «природа», где 
выбор осуществляется природой. Ребра М и DM означают решение «прода
вать» и «не продавать» препарат соответственно.

Эту задачу можно решить методом обратной индукции. На первом шаге 
индукции фирма решает с учетом выигрышей, указанных на рис. 3.17, прода-
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вать или не продавать препарат. Фирма всегда выбирает продавать препарат. 
Это ведет к усеченной версии дерева решений, изображенной на рис. 3.18, 
причем значения выигрышей выражены в форме ожидаемых выигрышей.

Теперь фирме предстоит сравнить две лотереи, которые порождают реше
ние о выборе высоких или низких расходов на исследования и разработку. 
Если фирма нейтральна к риску, то будет выбрана лотерея с наибольшим 
ожидаемым выигрышем, в противном случае выбор будет зависеть от вида 
функции полезности Неймана — Моргенштерна данной фирмы. Если фирма 
нейтральна к риску и ожидаемые прибыли отрицательны, то она не будет 
приступать к производству препарата (т.е. выберет £>7V). ■

Однако фирма может столкнуться с несколько более сложной задачей, 
если у нее нет уверенности в том, насколько успешной окажется рыночная 
реализация препарата. Обычно в таких случаях фирмы пытаются собрать 
информацию о рыночной реализуемости своих товаров и на основе этой 
информации пересматривают свои оценки успешности будущих продаж.

Рис. 3.18
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Обработка подобной информации с целью дальнейшего принятия решений 
очень важна для любой фирмы. Обратимся к предыдущему примеру, чтобы 
проиллюстрировать данное замечание.

Пример 3.12. Рассмотрим фармацевтическую компанию Xиз примера 3.11. 
Теперь, однако, расширим исходное дерево решений таким образом, чтобы 
оно включало событие, заключающееся в том, что поступивший в продажу 
препарат может не очень успешно продаваться на рынке. Это новое дерево 
решений изображено на рис. 3.19.

Ребра G (хорошие рыночные условия) и В (плохие рыночные условия), 
добавленные к узлам, где вмешивается «природа», представляют варианты, при 
которых (с вероятностью 5) производимый препарат хорошо продается или 
(с вероятностью 1 - s) окажется на рынке неуспешным. Значение 5 является 
априорной вероятностью того, что товар будет успешно продаваться. После 
того как фирма соберет достаточно информации о рынке, эта вероятность 
будет пересмотрена до апостериорной вероятности. Обычно это делается с 
помощью формулы Байеса из теории вероятности. ■

Формула Байеса — одна из самых известных в теории вероятностей. Она 
позволяет ответить на следующий важный вопрос.

• Если известно, что произошло событие В, какова вероятность того, что 
произойдет другое событие А?

Ответ на этот вопрос следующий: если произошло событие В, то вероят
ность события А, величина Р(А\В), (по определению) задается формулой
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в предположении, что P(B)>Q. Мы также будем говорить, что яв
ляется условной вероятностью А при условии В.

Теорема Байеса представляет собой на первый взгляд сложную формулу 
для вычисления условной вероятности события и формулируется следующим 
образом.

Теорема 3.13 (формула Байеса). Если А и В — два события вероятностного 
пространства (S,P) и Р(5)>0, то

Р(А\В) - Р(В\А)Р(А) 1
Р(5|Л)Р(Л) + Р(5|Лс)Р(Лс) '

Как обычно, Ас — дополнение события А, т.е.

Ас = S\A = {x е S :х £ А},

таким образом, Р(АС) -1 - Р(А).
Следующий пример служит иллюстрацией применения формулы Байеса 

и подчеркивает ее высокую значимость и широкую применимость. ■

Пример 3.14. Известно, что определенное заболевание оказывается смер
тельным в 40% случаев. В настоящее время единственным методом лечения 
болезни является особый вид лучевой терапии. Согласно статистическим дан
ным, 45% всех выздоровевших людей посещали лучевые процедуры и 20% тех, 
кто не выжил, также проходили эти процедуры. Какова вероятность того, что 
страдающий от заболевания выздоровеет после прохождения лучевой терапии ?

Поставим эту задачу следующим образом. Рассмотрим сначала два события 
в выборочном пространстве всех заболевших:

А — индивид выздоровел;

В — индивид посещал процедуры с лучевой терапией.

Задача сводится к вычислению Р(т4|5).
Заметим, что Ас означает, что индивид не выжил. Для применения фор

мулы Байеса необходимо найти несколько вероятностей. Из условия задачи 
нам известно, что

Р(Л) = 0,6;

Р(В\А) = 0,45;

Р(Лс) = 0,4;

7’(Д|ЛС) = 0,2.

Подставляя эти значения в формулу Байеса, получим

_______ Р(£|Л)Р(Л) 0,45x0,6
Р(В\А)Р(А) + Р(В\АС)Р(АС) ~ 0,45x0,6 + 0,2x0,4

= 0,7714.

1 Эта известная формула получена Томасом Байесом (1702-1761), английским теологом 
и математиком. Она появилась в статье «Essays towards solving a problem in the doctrine of 
chances» (Philosophical Transaction of the Royal Society of London. 1763. P. 370-418).
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Таким образом, заболевший индивид с вероятностью 77,14% излечится 
после прохождения лучевой терапии.

Комментарий для подготовленного читателя. Студенту, который предпо
читает более формальный и более согласующийся с современной теорией 
вероятности подход, предлагается следующая скорректированная формули
ровка предыдущей задачи. Наше выборочное пространство элементарных 
событий S состоит из всех индивидов, страдающих от данного заболевания. 
Событие А — подмножество S, состоящее из всех индивидов, излечившихся 
от болезни. Событие В — подмножество S, состоящее из всех индивидов, 
принимавших сеансы лучевой терапии. Другими словами,

А = {а е S: индивид а излечился от болезни},

В = {b е S: индивид b принимал сеансы лучевой терапии}.

Здесь, однако, не каждое подмножество множества элементарных со
бытий S является событием. События представляют собой в точности те 
подмножества 5, которые принадлежат «алгебре» всех событий, «порождае
мой» событиями А и В; см. рис. 3.20, а, б. Они определяются «разбиением» 
множества S, указанным на рис. 3.20, в. Это разбиение состоит из мно
жеств {А п В, А п Ве,Ас п В, Ас п Вс}. Событие здесь — одно из указанных 
множеств.

Остается только приписать вероятности множествам этого разбиения. 
Вероятности этих событий могут быть вычислены на основе свойства адди
тивности функций вероятности. При наличии статистической информации 
нетрудно видеть, что эти вероятности составляют

Р(Аг. Л)= 0,45x0,6 = 0,27;

Р(Аг. Вс) = 0,55x0,6 = 0,33;

Р(АС с-. В) = 0,2x0,4 = 0,08;

Р(Асг\В‘) = 0,8x0,4 = 0,32.

В частности, на основе этих вероятностей можно заключить, что

Р(В) = Р(А п В) + Р(АС п В) = 0,27 + 0,08 = 0,35.
а) б) в)

S S S

Рис. 3.20. События, порожденные А и В
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И теперь относительно требуемой вероятности заметим, что

'W)—рда—W ’ %'
(Кстати, формулу Р(Л|Д)= = -^——*—— можно исполь-

Р(В) Р(А п В) + Р(АС п В) 
зовать для доказательства теоремы Байеса.)

Формула Байеса оказывается полезной в ситуациях, когда требуется пе
ресмотреть или уточнить априорные вероятности после получения новой 
информации. Мы показали, как фармацевтическая фирма из примера 3.12 
может уточнить априорные вероятности успешности продаж производимого 
ей препарата.

Пример 3.15 (пересчет априорной вероятности). Вернемся к задаче о 
фармацевтической фирме X (пример 3.12). Априорная вероятность того, 
что препарат окажется успешно продаваемым (реализуется благоприятный 
исход G), составляет P(G) = s. Желая узнать больше о будущих продажах 
препарата, фирма может провести тест с целью получения дополнительной 
информации I. Например, информация / может быть получена на основе 
выборки потенциальных покупателей препарата.

Основываясь на полученной информации, фирма захочет пересмотреть 
априорную вероятность P(G). Если тест окажется благоприятным, фирма 
сделает вывод о том, что рыночные условия даже лучше, чем предполагалось 
ранее, и захочет соответствующим образом пересмотреть вероятность Р(б). 
Однако в том случае, если тест окажется неблагоприятным, заключение будет 
иным. Формула Байеса предоставляет инструмент для пересчета вероят
ностей P(G), обусловленных появлением новой информации 1, полученной 
на основе проведенного теста. Обозначим благоприятный тест через /+, а 
неблагоприятный — через /". Апостериорная вероятность (пересмотренная 
априорная вероятность) вычисляется по формуле Байеса:

P(G\n =_______W^PtG)_______
1 P(I+\G)P(G) +P(I+\B)P(B)

где P(r\G) — вероятность того, что тест окажется благоприятным в случае 
состояния рынка G (рыночная ситуация хорошая), Р(1+\В) — вероятность 
того, что тест благоприятный в случае состояния рынка В (плохие рыночные 
условия).

Например, если рыночная ситуация хорошая (G), фармацевтическая фирма 
может опросить некоторую выборку потенциальных покупателей относи
тельно их мнения о новом препарате. Если, скажем, из выборки в 100 по
тенциальных покупателей 85 отзовутся о препарате положительно и если 
рыночная ситуация хорошая, то фирма может заключить, что Р(Г |(7) = 0,85 . 
Подобным же образом, если из выборки в 100 индивидов только у 13 будет 
позитивное мнение относительно препарата и будут иметь место плохие 
рыночные условия, то можно заключить, что Р(/~ |Z?) = 0,13 .
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Интересно отметить тот факт, что если новая информация достаточно 
обоснованная и надежная, тогда апостериорная (или пересмотренная) ве
роятность будет предсказывать состояние рынка с большей аккуратностью. 
Это также означает, что пересмотренная вероятность будет близка к нулю 
или единице, в зависимости от состояния рынка. Формула Байеса, таким 
образом, является отличным способом использования адекватной информа
ции для «обновления ожиданий относительно событий».

Предположим теперь, что Р(1+1(7) = 0,9 и Р(1+\В) = 0,2. Если 5 = 0,6 и 
тест состояния рынка дал положительный результат, то пересмотренная 
апостериорная вероятность

что заметно выше, чем априорная вероятность 0,6. Таким образом, фирма 
пересматривает свои ожидания после получения положительного результата 
проведенного теста. Информация, почерпнутая из теста, позволила пере
смотреть вероятность в сторону ее увеличения. Это будет отражено в дереве 
принятия решений, поскольку ожидаемый выигрыш от продажи препарата 
резко возрастет.

Подобным же образом, если тест окажется неблагоприятным, пересмот
ренная вероятность состояния рынка

'>*с|'->=<жте=0’16-
Заметим, что в зависимости от оценки вероятности состояния рынка 

значение ожидаемого выигрыша фирмы меняется существенно. Ожидаемый 
выигрыш в случае априорной вероятности состояния G, величины P(G), 
равной 0,6, составляет

$2 000 000 х 0,6 - $200 000 х 0,4 = $ 1120 000 .

Однако если фирма проведет рыночный тест и получит положительный 
результат, ожидаемый выигрыш составит

$2 000 000 х P(G\H) -$200 000 х Р(В\Г) =

= $2 000 000 х 0,87 - $200 000 х 0,13 = $ 1 714 000 .

Если же тест окажется неблагоприятным, то пересмотренный ожидаемый 
выигрыш фирмы составит

$2 000 000 х P(G\I~) - $200 000 х Р(В\Г) =

= $2 000 000 х 0,16 - $200 000 х 0,84 = $ 152 000.

Как и на рис. 3.18, фирма должна сравнивать ожидаемые выигрыши, 
представленные на рис. 3.21. Она выберет Hi или Lo в зависимости от того, 
что даст больший ожидаемый выигрыш. Полезно сравнить ожидаемые ре
зультаты (рис. 3.21) с ожидаемыми результатами (рис. 3.18). ■
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Рис. 3.21

Упражнения
1. Вам известно, что один из двух детей в семье является мальчиком. 

Какова вероятность того, что другой ребенок окажется девочкой? [Под
сказка: вероятностное пространство состоит из {(b,b),(b,g),(g,g),(g,b)}.]

2. В коробке содержится пять монет с орлом на обеих сторонах и четыре 
правильные монеты, т.е. монеты с орлом на одной стороне и решкой на 
другой. Предположим, что из коробки случайным образом выбирается 
монета и затем однократно подбрасывается.
(а) Какова при этом вероятность, что выпадет орел?
(Ь) При условии, что выпадет орел, какова вероятность, что орел и на 

второй стороне монеты?
3. Предположим, что у нас две одинаковые коробки, и В2. Коробка В} 

содержит два белых и три красных шара. Коробка В2 содержит три 
белых и три красных шара. Случайным образом выбирается коробка, 
и из нее извлекается шар. Если шар оказался красным, то какова ве
роятность того, что шар извлечен из коробки В1?

4. В двух электоральных округах, округе 1 и округе 2, либералы составля
ют 35 и 55% соответственно от числа всех избирателей. Предположим, 
что случайным образом выбирается округ, и в нем также случайным 
образом выбирается избиратель. Если избиратель оказался либералом, 
то какова вероятность того, что это избиратель из второго избиратель
ного округа?

5. Предварительные оценки показывают, что 0,3% населения Соединен
ных Штатов Америки являются носителями передающегося половым 
путем вируса иммунодефицита человека (ВИЧ-инфекции), который 
известен как причина смертельно опасной болезни — СПИДа. Чтобы 
изучить распространение инфекции среди населения, конгресс США 
принял закон, требующий проведения анализа крови на ВИЧ-инфек
цию перед регистрацией бракосочетания. Тест на ВИЧ-инфекцию 
считается очень «эффективным», поскольку:
(а) инфицированный вирусом человек получит положительный резуль

тат теста с вероятностью 95% и
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(Ь) неинфицированный индивид получит положительный результат 
теста с вероятностью 4%.
После нескольких продолжительных дискуссий было принято реше
ние о неэффективности теста для определения распространенности 
СПИДа. Поэтому закон был отменен.
Выясните, какой аргумент смог убедить законодателей в неэф
фективности теста для определения распространенности СПИДа. 
[Подсказка: рассмотрите следующие события: А — «прошедший тест 
человек инфицирован» и В — «тест дал положительный результат». 
Используя формулу Байеса, убедитесь, что />(И|Д) = 6,67% .]

6. Найдите оптимальный путь решений фирмы в примере 3.11 в терминах 
значений р и q. [Подсказка: фирма выберет Hi, если 90/? > 101g +14

и

7. Рассмотрим задачу о принятии решений из примера 3.12 в предполо
жении, что фирма нейтральна к риску.
(а) Решите задачу фирмы.
(Ь) Выразите решение в терминах р, q и 5.
(с) Что произойдет, если р = 0,9, a q = 0,4?
(d) При каком значении s фирма решит продавать препарат? Зависит 

ли оно от р и д?
8. Рассмотрим пример 3.15 с теми же значениями условных вероятностей. 

Пусть фирма нейтральна к риску.
(а) Решите задачу фирмы в терминах р и д.
(Ь) Что произойдет, если р = 0,9, a g = 0,5?
(с) Предположим, что проведение теста обойдется фирме в 50 тыс. 

долл. Проведет ли она тест?
(d) Найдите наибольшую стоимость теста, при которой фирма согласна 

его проводить.
9. У фирмы есть возможность реализовать инвестиционный проект, по

тенциальная доходность которого зависит от величины инвестиций. 
Инвестируя 2 млн долл., фирма может получить 2 млн долл, с веро
ятностью 0,8 и только 1 млн долл, с вероятностью 0,2. В случае если 
фирма инвестирует только 1 млн долл., она может получить 5 млн долл, 
с вероятностью 0,5 и 1 млн долл, с вероятностью 0,5.
(а) Изобразите дерево принятия решений и соответствующие выигры

ши, которые указывают прибыли фирмы.
(Ь) Каким будет оптимальное решение фирмы?

10. Фирме известно, что она увеличит свою эффективность, проведя модер
низацию производственного оборудования. Она может инвестировать 
либо 2 млн долл., либо 1 млн долл, на первом этапе этого процесса. 
Выбор варианта с «высоким» уровнем инвестиций приводит к двум 
возможным ситуациям в начале второго этапа: перерасход средств, так 
что, для того чтобы завершить модернизацию, фирма будет вынуждена 
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инвестировать дополнительно 2 млн долл.; в противном случае фирме 
необходимо инвестировать только 1 млн долл. Перерасход средств 
может случиться с вероятностью 0,4.
Если фирма выбирает вариант с низким уровнем инвестиций, т.е. ин
вестирует только 1 млн долл., то перерасход средств может потребовать 
дополнительных 2,5 млн долл, и может произойти с вероятностью 0,6. 
В случае когда перерасхода средств не происходит, фирма заканчивает 
проект, инвестируя дополнительно 1 млн долл. После завершения модер
низации фирма получает дополнительный доход в размере 5 млн долл, 
(а) Изобразите дерево принятия решений и укажите выигрыши в тер

минальных узлах.
(Ь) Каким будет оптимальное решение фирмы?

И. В баскетболе считается, что в отдельных случаях нарушить правила 
с целью помешать сопернику забросить мяч (когда он наверняка это 
сделает) — хорошая стратегия. Задача принятия решений в этом случае 
следующая. Соперник способен получить два очка с вероятностью 1, 
но нарушение правил даст ему возможность осуществить три броска, 
каждый из которых может оказаться промахом с вероятностью 0,1. 
(а) Изобразите подробно дерево принятия решений.
(Ь) Будет ли нарушение правил оптимальной стратегий в данном случае?

12. Рассмотрите пример 3.15 и задачу принятия решений с условными 
вероятностями />((7|/ + ) = 0,85 и Р(В\1+) = 0,13 . Предположим, что
результат теста оказался положительным.
(а) Запишите ожидаемые выигрыши в различных узлах.

13.
(Ь) Для каких значений р и q выбор Hi будет оптимальным?
Докажите формулу Байеса. [Подсказка: по определению имеем:
PMim- р<АглВ>>

..~р(в).... ’ при условии Р(К)>0. Заметим теперь, что

Р(В) = Р(Вг>А)+ Р(В‘пЛ).]



Глава 4 ДИНАМИЧЕСКИЕ 
ИГРЫ

В предыдущей главе рассматривались последовательные 
решения, принимаемые одним индивидом. Во всех ситуациях, с которыми мы 
сталкивались, выигрыш индивида зависел от последовательности принятых им 
решений. Однако в подавляющем большинстве случаев выигрыш индивида 
будет зависеть не только от его действий, но также от последовательности 
действий других индивидов.

Таким образом, мы будем иметь дело с игрой, в которую вовлечено 
несколько участников, причем процесс принятия решений происходит не 
одновременно, игроки могут принимать решения последовательно. Напри
мер, если инвестор делает предложение о поглощении, то оно должно быть 
сделано до того, как менеджер фирмы может на него ответить. Ситуации 
такого типа удобно анализировать в виде игры, где инвестор делает свой 
ход на первом этапе, а менеджер дает ответ на втором этапе. Очевидно, что 
участники данной игры ходят не одновременно, а последовательно. Игры, 
разыгрываемые в несколько этапов, называют многоступенчатыми играми, 
играми в развернутой форме или последовательными (динамическими) играми. 
В нашем случае будем использовать термин динамические игры для игр, в 
которых несколько игроков ходят последовательно.

Динамические игры предоставляют широкие возможности для изучения 
ситуаций, где решения принимаются в рамках последовательности этапов, 
в которых выбор должны делать различные индивиды. Таким образом, по
следовательные игры содержат как элементы последовательного принятия 
решений, так и элементы игр. Что касается последовательного принятия 
решений, то вопрос о том, что знает участник на данном этапе своего 
выбора, является важным и приводит к классификации динамических игр 
на игры с совершенной информацией и игры с несовершенной информацией. 
Кроме того, как и в случае последовательного принятия решений, идея о 
секвенциальной рациональности (динамической согласованности) играет 
существенную роль.

В первом разделе этой главы вводится концепция дерева игры, обсуждается 
общая структура динамических игр и объясняется различие между играми 
с совершенной информацией и играми с несовершенной информацией. В раз
деле 4.2 мы обсуждаем подходящие понятия равновесия для динамических 
игр, включая важные концепции подыгр и совершенного в подыграхравновесия. 
В разделе 4.3 представлены приложения динамических игр к интересным 
ситуациям, которые возникают в различных контекстах. Далее для иллюстра
ции принципов приводится несколько приложений. Они включают модель 
дуополии Штакельберга, а также игру «Принципал — агент». В разделе 4.4, 
завершающем главу, вводится и обсуждается концепция поведенческих 
стратегий в динамических играх.
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4.1. Структура динамической игры

Динамическая игра тесно связана с деревом (игры). В сущ
ности, как мы увидим далее, любое дерево может рассматриваться разными 
способами как «дерево игры». Определим понятие дерева игры с п лиц.

Определение 4.1. Говорят, что дерево является деревом игры п лиц (или 
деревом игры с п игроками 1, 2, ..., п) если

(а) любой не терминальный узел дерева' «принадлежит» ровно одному из 
участников1,

1 Или узел решения. — Примеч. ред.
2 Мы исключаем возможность того, что какой-то игрок в течение игры ходит два раза 

подряд.

(Ь) любое ребро не терминального узла не может иметь узлов, принадлежащих 
одному и тому же игроку1, и

(с) каждому терминальному узлу Q приписан п-мерный вектор выигрышей 
n(Q) = (л,(0), n2(Q),...,n„(Q)).

Сразу поясним и подчеркнем две важные особенности дерева игры:
(1) любой терминальный узел не принадлежит ни одному из участников и
(2) вовсе не обязательно, чтобы каждому игроку принадлежал хотя бы один 

не терминальный узел. То есть в динамической игре п лиц могут быть 
участники, которым не принадлежит ни одного узла! Игрок, которому не 
принадлежит ни одного узла, рассматривается как неактивный. Дерево 
игры двух лиц, в которой оба игрока активны, изображено на рис. 4.1, а. 
Дерево игры трех лиц, в которой третий игрок неактивный, изображено 
на рис. 4.1, б.

Не терминальные узлы дерева игры называют узлами решений.
Говорят, что два узла 7V, и Иг дерева игры эквивалентны для игрока I, 

если
(1) одно и то же число ветвей, скажем к, берет начало как в Nx и N2 и
(2) ветви, берущие начало в Nt и N2,

{е^е^-УДн {е2,е2,...,е2к},

могут быть упорядочены таким способом, что для каждого s ветви е*  и е2 
игрок 7 рассматривает как идентичные; мы будем указывать на эту идентич
ность, записывая е' ~ е2.

Это приводит нас к понятию информационного множества.

Определение 4.2. В дереве игры множество узлов Т = называют
информационным множеством игрока I, если

(1) все узлы из I принадлежат игроку i и не являются терминальными',
(2) ни один из узлов 1 не связан с ни каким другим узлом из 1, т.е. если Ns и 

N, — произвольные узлы из I, то Ns не является ни предшественником, 
ни последователем Nt и
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Рис. 4.1. Дерево игры двух лиц (а); дерево игры (трех лиц) (б), третий игрок неактивен

(3) все узлы из I эквивалентны для игрока i, т.е. существует перестановка 
к ребер {e‘,es2,...,esk}, выходящих из каждого узла Ns, такая что е*  = е' 
для всех г, s и t.

Смысл понятия «информационное множество» следующий. Предположим, 
что на некотором этапе процесса принятия решений в игре с п участниками 
игроку i нужно принять «следующее решение». Будем полагать, что из-за 
отсутствия информации об «истории» игры он знает, что должен принять 
решение в одном из узлов информационного множества I, но не знает в 
точности, в каком именно. Более того, в каждом узле I имеется набор од
них и тех же вариантов действий (например, к), т.е. игрок i понимает, что 
в каждом узле имеется к одинаковых альтернатив, обозначенных 1,2,...,А:. 
Это вынуждает игрока i сделать выбор из альтернатив 1,2,...,к, основываясь 
лишь на самих альтернативах, а не на фактическом расположении узла, где 
происходит выбор.

Пример информационного множества изображен на рис. 4.2. Обратим 
внимание, что информационное множество I = , N2, N3} состоит из узлов, 
принадлежащих игроку 2. Тот факт, что узлы N2 и N3 являются узлами 
одного информационного множества, обозначается соединением этих узлов 

Рис. 4.2. Информационное множество, содержащее три узла
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пунктирной линией. Заметим также, что в каждом узле из I у игрока 2 име
ются три альтернативы, обозначенные как 1, 2 и 3.

Динамическая игра теперь может быть определена следующим образом.

Определение 4.3. Динамическая игра — это дерево игры п лиц, такое что 
узлы принятия решений разбиваются на информационные множества, кото
рые принадлежат игрокам, и для каждого терминального узла задан п-мерный 
вектор выигрышей'.

Разыгрывание динамической игры

Дерево игры с п участниками представляет собой процесс последователь
ного принятия решений игроками начиная от начального (корневого) узла 
(или корня) дерева игры и заканчивая одним из терминальных узлов. Игра 
разыгрывается следующим образом.

Игрок, которому принадлежит начальный узел, начинает игру, принимая 
решение (т.е. выбирая ребро), что приводит процесс принятия решений в 
другой узел. Если узел не является терминальным, игрок, владеющий им, 
в свою очередь выбирает ребро. Снова, если достигаемый при этом узел не 
терминальный, он принадлежит игроку; следовательно, его очередь принимать 
решение, выбирая некоторое ребро. Этот процесс последовательного приня
тия решений продолжается до тех пор, пока не будет достигнут терминальный 
узел и игра не закончится. Соответственно каждый игрок получает свой 
выигрыш, указанный вектором выигрышей в этом терминальном узле.

Например, в игре трех лиц на рис. 4.3 узел а принадлежит игроку 2, 
который начинается игру. Предположим, что он выберет ребро (ad), так 
что достигается узел d, принадлежащий игроку 1. Теперь игрок 1 должен 
принять следующее решений, выбирая одно из ребер; будем считать, что 
он выберет ребро (de), т.е. его решение приводит процесс принятия реше
ний в узел е. Этот узел принадлежит игроку 3, который должен принять 
следующее решение; предположим, что он выбрал ребро (eq). Поскольку q 
является терминальным узлом, игра заканчивается в узле q. В этом случае 
путь решений, выбранных игроками, — это а ->(/—> е —></. Вектор выигры
шей в терминальном узле q — это (2,1,2), т.е. игрок 1 получает выигрыш 2, 
игрок 2 — выигрыш 1 и игрок 3 — выигрыш 2.

В отличие от случая игр в стратегической форме, концепция стратегии в 
динамических играх несколько сложнее. Чтобы понять и определить стратегии 
в динамических играх, потребуются несколько новых понятий.

Выбор игрока, владеющего узлом N в дереве игры, — это ребро, выходя
щее из N. В дереве игры функция выбора игрока, владеющего множеством 
узлов АС, — это функция V, где V обозначает множество узлов дере-

1 Разумеется, каждый узел, не являющийся частью какого-то информационного мно
жества, можно рассматривать как отдельное информационное множество.
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ва, таких что/(7V) будет потомком (последователем) N для любого Ne АГ. 
Поскольку потомок С узла N однозначно определен ребром NC, принято 
отождествлять F(N) с ребром, выходящим из узла N. Кроме того, довольно 
часто функцию f определяют как множество ребер, содержащее ровно по 
одному ребру, берущему начало из каждого узла множества AC

Говорят, что функция выбора f игрока i согласуется с информационным 
множеством Т, если f(N}) = f(N2) для любой пары узлов N},N2eI. Таким 
образом, выбор будет одинаков для узлов, принадлежащих одному и тому 
же информационному множеству.

Определим понятие стратегии игрока.

Определение 4.4. Пусть N — множество узлов, принадлежащих игроку I 
дерева игры, разбитое на информационные множества. Тогда стратегия иг
рока i — это функция выбора s: N —> V, которая согласуется со всеми его 
информационными множествами.

Стратегия в «динамической» игре, таким образом, — довольно тонкое 
понятие и описывает альтернативы, которые игрок будет выбирать в каж
дом информационном множестве. Значит, стратегия игрока в динамической 
игре — исчерпывающий план того, как играть игру, описывающий его выбор 
в каждом информационном множестве, который игрок планирует сделать 
априори (т.е. до начала игры) в том случае, если это информационное мно
жество будет достигнуто в ходе игры.

Прежде чем двигаться дальше, проиллюстрируем концепцию стратегии 
примером. Напомним, что, как отмечалось ранее, под функцией выбора 
понимается набор ребер, выходящих изо всех узлов, принадлежащих игроку, 
причем в каждом информационном множестве игрока выбирается только 
одно из таких ребер. Чтобы было понятнее, рассмотрим игру с двумя участ
никами, изображенную на рис. 4.4.

В данной игре игроку 1 принадлежит начальный узел (узел О) и два 
информационных множества, {Е, F} и {G, Н}. В каждом информационном
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Рис. 4.4. Игра с информационными множествами 

множестве нужно выбрать одно ребро. Таким образом, возможными страте
гиями участника 1 являются:

{a,L,L'}, {a,R,L'}, {a,L,R'}, {a,R,R'}, 

{b,L,L'}, {b,R,L'}, {b,L,R'}, {b,R,R'}.

С другой стороны, у игрока 2 — одно информационное множество {X, У}. 
Так что его стратегия ограничивается выбором среди {7} и {В}.

Профиль стратегий в динамической игре п лиц — это упорядоченный набор 
п стратегий (.ад,..,,$„), где 5, — стратегия игрока i. Важно отметить, что если 
в динамической игре задан профиль стратегий (5,,...,5„), терминальный узел 
будет достигаться автоматически. Другими словами, как отмечено выше, ди
намическая игра реализуется следующим образом. Пусть игрок (например,у), 
владеющий начальным узлом R, выбирает узел в соответствии с выбранной им 
стратегией sf, здесь это будет узел $j(R). Затем игрок, владеющий узлом 5у(Л), 
выбирает узел согласно своей стратегии и так далее, до тех пор пока не будет 
достигнут терминальный узел Q, на этом игра заканчивается, и каждый игрок 
получает выигрыш л/Q). Заметим, что профиль стратегий (5],...,5„) однозначно 
определяет терминальный узел Q, который будет достигнут. Следовательно, 
выигрыш (или полезность) каждого участника i — это функция «,.(•) профиля 
стратегий s = (Si,s2,...,sn). То есть если Qs — терминальный узел, (однозначно) 
определяемый профилем 5, то обычно записывают

ui(sl,s2,...,s„) = ni(Qs).

Таким образом, динамическая игра представляется деревом игры с игро
ками, делающими ходы последовательно. В каждом информационном мно
жестве игрок, который должен делать выбор, определяет альтернативу (т.е. 
выбирает ребро) в каждом узле этого информационного множества, при этом 
следует иметь в виду, что выбираемые альтернативы одинаковы во всех узлах 
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одного и того же информационного множества. После того как все игроки 
выбрали свои действия во всех информационных множествах, достигается 
терминальный узел и реализуются выигрыши участников.

Рассмотрим пример, включающий деловые операции, которые могут быть 
переведены на язык динамической игры двух лиц.

Пример 4.5 (игра на поглощение). Инвестор I, которого мы будем считать 
игроком 1, обдумывает возможность сменить руководство компании, назо
вем ее «Фортуна» (/). На данный момент акции компании оцениваются в 
100 долл. Известно, что если / сменит руководство компании, то ее акции 
будут стоить 110 долл. Чтобы это сделать, инвестор может предложить цену 
b > 100 долл, за акцию и приобрести 50% акций F При рассмотрении по
добных игр возникают два основных вопроса.

(1) Сколько необходимо предложить?
(2) Как действовать акционерам Fпосле того, как I внесет предложение?
Мы фактически описали игру двух лиц, в которой на первом этапе игрок / 

делает предложение для F, а на втором этапе игрок F решает принять или 
отклонить предложение I. Схематично ситуация может быть описана как 
динамическая игра двух лиц, представленная на рис. 4.5.

Выигрыши следует интерпретировать следующим образом. Если инвестор 
предлагает b долл, за акцию, то фирма F может либо согласиться с предло
жением и продать акции инвестору по цене Ь, либо отказаться, выкупив его 
акции по той же цене Ь. В случае согласия фирмы ее доход будет b - 100 долл, 
за акцию. При этом инвестор получит 110 — /? долл, за акцию, поскольку с 
новым руководством стоимость акции возрастет до 110 долл. Если фирма F 
откажется от предложения, ей придется выкупить акции по цене Ь, потеряв 
b — 100 (или получив 100 - Ь) долл, за акцию. Инвестор в этом случае не 
получает ничего.

В рассматриваемой игре каждый участник точно знает узел, в котором 
он должен сделать свой выбор. Этому условию удовлетворяют многие дина
мические игры. В таких играх каждый игрок знает всю относящуюся к делу 
прошлую информацию, необходимую для идентификации узла, в котором 
он должен сделать свой выбор. Динамические игры, удовлетворяющие этому 
условию, называются играми с совершенной информацией, а игры, для кото-

Рис. 4.5. Игра на поглощение в условиях совершенной информации
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рых оно не выполнено, играми с несовершенной информацией соответственно. 
Точное определение дается ниже.

Определение 4.6. Динамическая игра является игрой с совершенной информа
цией, если все информационные множества состоят из одного узла. В противном 
случае это игра с несовершенной информацией.

Таким образом, динамическая игра с совершенной информацией — это 
динамическая игра, в которой каждый участник точно знает, какие альтер
нативы были выбраны в игре к моменту, когда он должен делать выбор. 
Конечно, такое случается не всегда, но все-таки довольно часто.

Напротив, игры с несовершенной информацией — это игры, в которых 
участники не знают о выборах, сделанных на предшествующих стадиях 
игры, либо игроки, делающие ход на более ранних стадиях, предпочита
ют не раскрывать информацию игрокам в более поздних стадиях. Игры с 
полной информацией, как и игры с неполной информацией, возникают 
вполне естественно во многих контекстах. Мы уже рассматривали пример 
(пример 4.5) динамической игры с совершенной информацией. Следующий 
пример покажет, как просто игра с совершенной информацией становится 
игрой с несовершенной информацией.

Пример 4.7 (модифицированная игра на поглощение). Модифицируем 
игру примера 4.5. Известно, что теперь фирма F занимается разработкой
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проекта, который в случае успеха мог бы увеличить стоимость ее акций 
до 125 долл, при нынешнем руководстве и до 140 долл, при руководстве 
инвестора I. На момент, когда инвестор делает свое предложение Ь, толь
ко фирма знает, оказался ли проект успешным. То есть мы имеем дело с 
несовершенной информацией, поскольку инвестор, когда принимает свое 
решение, не располагает информацией о судьбе проекта. Один из способов 
описания новой ситуации в игре на поглощение как динамической игры 
трех лиц представлен на рис. 4.6.

Заметим, что информационное множество инвестора I на момент при
нятия решения о том, делать или нет предложение, состоит из двух узлов, 
зависящих от того, что решит Природа (JV) относительно проекта. Таким 
образом, на основе той информации, которой он располагает, 7 не способен 
различить эти два узла. Заметим, однако, что в момент, когда фирма решает, 
принять или отклонить это предложение, она знает о состоянии проекта. 
Поскольку информационное множество 7 состоит более чем из одного узла, 
это пример игры с несовершенной информацией.

В этой игре, которая является развитием динамической игры на рис. 4.5, 
фирма получит выигрыш в размере b - 125 долл, за акцию, а инвестор 
140 - b долл, за акцию, если проект окажется успешным и инвестор 7 
предложит цену в b долл, за акцию, а фирма F согласится на предложение. 
Если F откажется от сделки, тогда ей придется выкупить акции по цене 
b долл, за акцию, в результате чего она получит 125 - b долл, за акцию, 
что является чистым убытком при b > 125. Инвестор в данном случае не 
получает ничего.

С другой стороны, если проект окажется неуспешным, инвестор сделает 
предложение Ь, а фирма F согласится на это предложение, то она получит 
b - 100 долл, за акцию, а инвестор 110-6 долл, за акцию. Если F откажется 
от предложения, инвестор не получит ничего, a F потеряет 6-110 долл, за 
каждую акцию. ■

Динамические игры с полной и неполной информацией подробно обсуж
даются в следующих разделах.

Рис. 4.7. Дерево игры из упражнения 2
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Упражнения
1. Покажите, что в динамической игре с совершенной информацией у 

игрока есть столько же стратегий, сколько существует функций выбора 
для этого игрока.

2. Рассмотрим два дерева игры на рис. 4.7.
(а) Убедитесь, что дерево игры из рис. 4.7, а описывает динамическую 

игру с совершенной информацией, а дерево игры из рис. 4.7, б пред
ставляет игру с несовершенной информацией соответственно.

(Ь) Опишите стратегии игроков в каждой игре.
(с) Опишите функции выигрышей игроков s3) (i - 1,2,3) в 

каждой игре.
3. Рассмотрите игру на поглощение из примера 4.5. Какую максимальную 

и минимальную ставку b рациональный инвестор предложит компании 
«Фортуна». (Ответ обоснуйте.)

4. Убедитесь, что дилемма заключенного может быть представлена в виде 
динамической игры, дерево которой изображено на рис. 4.8. Опишите 
стратегии каждого игрока.
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5. Рассмотрите динамическую игру, представленную на рис. 4.9.
(а) Укажите ветви этого дерева.
(Ь) Найдите оптимальный выбор каждого участника во всех поддеревьях 

игры.
(с) Каков будет выбор игрока 2 в этой игре?

6. Рассмотрите игру на поглощение из примера 4.7. Предположим, что в 
случае успеха проекта цена акций F увеличится до 140 долл, при ны
нешнем руководстве и до 125 долл, при руководстве игрока I. Какими 
в этом случае будут векторы выигрышей на дереве игры (рис. 4.6)?

4.2. Равновесия в динамических играх
Как уже отмечалось в предыдущем разделе (см. определе

ние 4.6), в классе динамических игр с совершенной информацией каждый 
игрок в точности знает ходы, которые игроки сделали на более ранних эта
пах игры. Игра на поглощение из примера 4.5 принадлежит этому классу, 
поскольку игрок Тзнает о том, какое предложение сделал игрок I на первом 
этапе. Возникает вопрос — как «решать» динамические игры? Прежде чем 
перейти к его обсуждению, мы должны объяснить мотивацию «концепции 
решения» для таких игр.

Рассмотрим некоторую динамическую игру п лиц. Будем обозначать че
рез 5, множество стратегий игрока I. Как обычно, профиль стратегий — это 
s = (si,s2,...,s„), где т.е. 5, является стратегией игрока I. Каждый
профиль стратегий s = (sl,s2,...,sn) единственным образом определяет тер
минальный узел Qs (исход игры в том случае, если каждый участник i 
играет стратегию 5,). В терминальном узле Qs определен вектор выигрыша 
(Л1((?Д--,яи(С5)). Переводя это на язык функций полезности, мы видим, 
что функция полезности : 5^ х S2 х • • • х Sn -» R игрока i определяется как

z/,.(s1,52,...,5H) = n,(Cs),

где (nl(Qs),...,n„(Qs)') — вектор выигрышей в узле Qs, определенный (одно
значно) профилем стратегий s = (sx,s2,...,s„).

Отсюда вытекает, что динамическая игра п лиц может быть представлена 
как стратегическая игра со следующими характеристиками:

(1) игроками являются п игроков динамической игры;
(2) множество стратегий каждого игрока / — это .S’;
(3) функция выигрыша каждого игрока i — это функция полезности 

г/.: 5] х S2 х • • • х Sn —> R , определенная ранее.
Данная стратегическая игра называется стратегической формой динами

ческой игры п лиц.
Теперь мы можем определить концепцию равновесия по Нэшу для ди

намической игры. Это равновесие по Нэшу связанной с ней стратегической 
игры. Таким образом, имеем следующее определение.
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Определение 4.8 (равновесие по Нэшу). Говорят, что профиль стратегий 
s = (s1,s’2,...,s’ll) динамической игры (с совершенной или несовершенной инфор
мацией) является равновесием по Нэшу (или просто равновесием или решением 
игры), если для каждого игрока I

U;(s’,...,s’_{,s’,s’M ...,s’) = maxz/,.,s,,s’M...,s’n)

или если для каждого игрока I

u^s’,f,s’) >ui(,s”_i,sl')

для любой стратегии игрока i.
Таким образом, как и ранее, равновесие по Нэшу — это профиль стра

тегий (s’,s’2,...,s‘n), такой что ни один из игроков не может улучшить свой 
выигрыш, если остальные игроки не уклоняются от выбранных стратегий.

Теперь мы переходим к обсуждению равновесного по Нэшу профиля 
стратегий для динамических игр. Вспомним, что для любого терминального 
узла Q дерева Т существует единственный путь из начального узла R в этот 
терминальный узел Q. Так что, если Ттакже является деревом динамической 
игры, то каждый профиль стратегий (s],52,...,5„) определяет единственный 
путь от начального узла до некоторого терминального узла дерева. Будем 
называть его путем, согласованным с профилем стратегий (Sf,s2,...,s„). Путь, 
согласованный с равновесием по Нэшу, будем называть равновесным путем. 
Заметим, что

(1) различные профили стратегий могут иметь один и тот же путь (см. 
пример 4.9) и

(2) любой путь от корня до терминального узла согласуется хотя бы с 
одним профилем стратегий.

Вышесказанное иллюстрирует следующий пример.

Пример 4.9. Рассмотрим простую динамическую игру двух лиц с совер
шенной информацией, дерево которой изображено на рис. 4.10. Если игрок 1 
выбирает L, то достигается узел В и игрок 2 выберет /?', при этом участник 1 
получит нулевой выигрыш. Если же игрок 1 выберет R, игра переходит в 
узел С, где игрок 2 выберет L" (и игрок 1 получит 4). Таким образом, путь
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Таблица 4.1

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия {L'.R"} {R',R"}

L (2,1) (2,1) (0,3) (0.3)
R (4,1) (1,0) (4,1) (1,0)

решения — это А -а С -> F, что приводит к терминальному узлу F с векто
ром выигрышей (4,1).

Теперь посмотрим на то, какие стратегии используют участники данной 
игры. Игрок 1 делает выбор в единственном узле (узел А), где он может 
выбрать либо R, либо L. Однако игрок 2 должен делать выбор в двух различ
ных узлах: Ви С. Следовательно, стратегия игрока 2 — функция из {В,С} в 
{L',R',L",R"} со следующим ограничением допустимости: из узла В можно 
выбрать только R' и L', и аналогичным ограничением на узел С. Какой про
филь стратегий тогда будет равновесием по Нэшу?

Оставим читателю убедиться самостоятельно в том, что два профиля 
стратегий,

({/?},{£',£"}) и ({Я},{7?',£"})

действительно являются равновесиями по Нэшу. Оба профиля согласуются 
с равновесным путем А -э С —> F . (Альтернативный, полезный и простой 
способ нахождения равновесия по Нэшу в этой динамической игре состоит 
в нахождении ее матричной формы — табл. 4.1 — и последующем приме
нении теоремы 2.5.) ■

Итак, мы показали, что динамическая игра может быть представлена в 
виде стратегической игры и что равновесие по Нэшу в этой стратегической 
игре также является равновесием в динамической игре. Однако, хотя любая 
динамическая игра может рассматриваться как игра стратегическая, все же 
имеется тонкое, но тем не менее важное различие между динамическими 
и стратегическими играми. Оно состоит в том, что в динамических играх 
можно определить новый класс игр, известный как подыгры.

Подыгры можно понять в терминах ветви дерева1. Подыгра динамической 
игры — это другая динамическая игра, дерево которой является ветвью де
рева исходной игры, имеющая те же информационные множества и те же 
векторы выигрышей. Точное определение выглядит так.

1 Напомним, что ветвь Т„ дерева Т — это ориентированный граф, имеющий узлы 
начиная с узла и и включающий всех его последователей вместе с их ориентированными 
ребрами. Ясно, что Ти сам является деревом с корнем (начальным узлом) и.

Определение 4.10. Подыгра динамической игры п лиц — другая динамическая 
игра п лиц, такая что

(1) ее деревом игры является ветвь дерева исходной игры,
(2) информационные множества этой ветви совпадают с информационны

ми множествами исходной игры и не могут содержать узлов вне этой 
ветви;
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(3) векторы выигрышей в терминальных узлах ветви в точности совпадают 
с векторами выигрышей исходной игры в этих терминальных узлах.

Заметим, что условие 2 определения 4.10 подразумевает, что информа
ционные множества подыгры не могут пересекаться с информационными 
множествами исходной игры, которые не содержатся в соответствующей 
ветви (определяющей подыгру). В частности, начальный узел подыгры (т.е. 
начальный узел ветви, определяющей подыгру) должен быть узлом исходной 
игры, в которой он является единственным узлом в своем информационном 
множестве. Поскольку любое дерево само по себе является ветвью, любая 
динамическая игра автоматически оказывается подыгрой — это так называе
мая тривиальная подыгра.

Изображенная на рис. 4.11 игра является игрой с несовершенной инфор
мацией, поскольку узлы С и D принадлежат информационному множеству 
игрока 1. Нетрудно видеть, что в игре есть две (собственные) подыгры: первая 
с ветвью, начинающейся в узле А, вторая — в узле В; см. рис. 4.11.

Напомним, что стратегией игрока называется функция, согласующаяся с 
информационными множествами и ставящая в соответствие узлам, принадле
жащим этому игроку, их потомков (последователей) этих узлов. Поскольку 
подыгра сама по себе является динамической игрой, стратегия игрока в 
подыгре также является функцией, определенной на узлах, принадлежа
щих игроку, со значениями во множестве их потомков, и согласующейся с 
информационными множествами в подыгре. Так как все информационные 
множества подыгры являются также информационными множествами исход
ной игры, легко понять, что любой профиль стратегий динамической игры 
автоматически порождает профиль стратегий любой ее подыгры. И обратно 
(снова нетрудно видеть из определения подыгры): любой профиль стратегий 
подыгры может быть расширен до профиля стратегий самой игры. Другими

Рис. 4.11. Динамическая игра с несовершенной информацией
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Таблица 4.2

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия {£',£*} {£',/?*} {Я',£*} {R'.R‘}
{/££"} (2,2) (2,2) (0,2) (0,2)
{R.R"} (0,1) (0,1) (1,0) (1,0)
{L.L"} (1,1) (0,1) (1,1) (0,1)
{L.R"} (U) (0,1) (U) (0,1)

1 Рейнхард Зельтен — заслуженный профессор экономики (в отставке) Университета 
Бонна, Германия. Лауреат Нобелевской премии по экономике 1994 г. (которую он разделил 
с Джоном Нэшем и Джоном Харсани). Был первым, кто осознал значение концепции 
совершенного в подыграх равновесия и развил и изложил эту концепцию в своей осново
полагающей работе «Spieltheoretische Behandlung eines Oligopolmodells mit Nachfragetragheit» 
в «Zeitschrift fur die gesample Staatswissenschaft» (1965. Nr. 121. S. 301-324).

2 Точнее, равновесием является сужение этого профиля на подыгру. — Примеч. пер.

• Профили стратегий подыгры в точности являются ограничениями про
филей стратегий исходной игры на эту подыгру.

Теперь обратимся к концепции совершенного в подыграх равновесия. Оно 
было предложено Р. Зельтеном1.

Определение 4.11 (Зельтен). Профиль стратегий динамической игры является 
совершенным в подыграх равновесием, если он индуцирует равновесие по Нэшу 
в каждой подыгре исходной игры.

Отметим сразу, что поскольку сама игра является подыгрой, совершенное 
в подыграх равновесие автоматически оказывается равновесием по Нэшу 
исходной игры. Таким образом, профиль стратегий будет совершенным в по
дыграх равновесием, если помимо того, что он является равновесием по Нэшу 
в самой игре, он также окажется равновесием по Нэшу в любой ее подыгре2.

Проиллюстрируем концепцию совершенного в подыграх равновесия на 
примере.

Пример 4.12. Рассмотрим динамическую игру, изображенную на рис. 4.11. 
Быстро найти ее равновесия по Нэшу можно, записав ее стратегическую 
(матричную) форму (табл. 4.2). На основе теоремы 2.5 мы понимаем, что 
следующие профили стратегий будут ее равновесиями по Нэшу:

(1) ({/?,£"},{£',£’});
(2) ({R,L"} ,{L',R’})\
(3) ({L,L"},{R',£*});
(4) ({L,R"},{R',£*}).
Заметим также, что табл. 4.3 представляет матричную форму подыгры с 

началом в узле В. Легко видеть, что (£",£') — единственное равновесие по 
Нэшу в подыгре с началом в узле В. Кроме того, нетрудно понять, что рав
новесия по Нэшу в подыгре с началом в узле А — это (-,£*)  и (-,R*)  (здесь 
«-» показывает, что у игрока нет возможности выбора, т.е. он неактивен).

Теперь проверим, окажутся ли найденные равновесия по Нэшу совер
шенными в подыграх равновесиями. Равновесие по Нэшу ({/?,£"} ,{£',£"})
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Таблица 4.3

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия R' L'

R" (1,0) (0,1)
L" (0,2) (2,2)

превращается в (L",Lr) для подыгры с началом в Ви в (-,£*)  Для подыгры 
с началом в А. Следовательно, это совершенное в подыграх равновесие.

1 Как предлагаемое решение игры, как прогноз поведения рациональных игроков. — 
Примеч. ред.

2 То есть такой выбор, которого рациональный игрок не должен делать (так как та
кой выбор ему невыгоден, а поэтому рациональные его оппоненты не должны ожидать, 
что он такой выбор сделает). Заметим, что в книге обсуждается «рационалистический» 
вариант теории игр — все игроки рациональны, т.е. во всех ситуациях, в которых они 
оказываются или даже могут оказаться, они выбирают наилучшие возможные варианты. 
Далее, все игроки знают, что все игроки рациональны, а значит, знают, что они во всех 
ситуациях выбирают наилучшие из возможных вариантов. И при необходимости пред
полагается, что все игроки знают, что все игроки рациональны и т.д. Поэтому, т.е. если 
выбор игроком 2 стратегии R' в узле В нерационален, то игрок 1 не ожидает (не может 
ожидать), что игрок 2 такой выбор сделает. — Примеч. ред.

Равновесие, {{R,L"} ,{L',R*}),  ограниченное на подыгру с началом в 
А, — это (-,/?’), т.е. равновесие по Нэшу. Равновесие по Нэшу ({L,L"}, 
{R',L } индуцирует (L",R') в подыгре с началом в В, однако оно не будет 
равновесием по Нэшу в этой подыгре. Наконец, ограничение равновесия по 
Нэшу ({L,R"} ,{R',L*} ) на подыгру с началом в В — это (R",R'), что также 
не является равновесием по Нэшу.

В итоге получается, что из четырех равновесий по Нэшу в исходной 
игре только ({R,L"} ,{L',L*})  и ({R,L"} ,{L',R*} ) являются совершенны
ми в подыграх равновесиями. Оптимальный равновесный путь — это 
О ВD—> И . ■

Таким образом, концепция совершенного в подыграх равновесия ока
зывается усилением концепции равновесия по Нэшу. Накладывая условие, 
требующее, чтобы равновесие по Нэшу1 было также равновесием в каждой 
подыгре, мы исключаем равновесия, которые часто ведут себя «странно» и 
«иррационально» в некоторых подыграх, а именно в подыграх «вне» равно
весного пути (определяемого профилем таких стратегий).

Это ясно видно из рассмотренного выше примера 4.12. Заметим, что 
равновесный профиль ({L, R"}, {R', Z* }) (определяющий путь О -> А -> N), 
ограниченный на подыгру с началом в В, — это профиль стратегий (R", R'). 
Однако при таком профиле стратегий у игроков есть выгодное уклонение, т.е. 
такой профиль стратегий не является равновесием по Нэшу. Действительно, 
если игрок 2 выберет L' вместо R' в узле В, а игрок 1 при этом не изменит 
своего выбора R" в своем информационном множестве, то игрок 2 получит 
больший выигрыш. Значит, выбор игроком 2 Л' в узле В нерационален, 
или, согласно современной терминологии теории игр, выбор R' в узле В не 
заслуживает доверия (недостоверен)2.
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Рис. 4.12. Игра без собственных подыгр

Равновесие по Нэшу, не являющееся совершенным в подыграх равно
весием, также известно как равновесие по Нэшу, которое поддерживается 
недостоверным поведением. Тогда возникает вопрос: почему же подобное 
недостоверное поведение случается при равновесии по Нэшу? Дело в том, 
что та часть дерева игры, для которой специфицируется недостоверное по
ведение, никогда не достигается, если разыгрывается равновесие по Нэшу!

Не все динамические игры имеют собственные подыгры. Например, в игре 
из рис. 4.11 ветвь с началом в узле В не имеет собственных (нетривиальных) 
подыгр. Изображенная на рис. 4.12 игра также не имеет собственных подыгр, 
поскольку ддя любой из ветвей дерева игры не выполняется условие 2 из 
определения подыгры.

Для динамических игр, не имеющих собственных (нетривиальных) подыгр, 
концепция совершенного в подыграх равновесия «не действует», поскольку 
каждое равновесие по Нэшу автоматически будет совершенным в подыграх 
равновесием. Если игра обладает собственными подыграми, концепция 
совершенного в подыграх равновесия позволяет получить более правдопо
добные результаты1, исключая необоснованные равновесия по Нэшу. Для 
игр без собственных подыгр имеется класс равновесий по Нэшу, известных 
как секвенциальные равновесия, который будет рассмотрен в гл. 8.

1 Прогнозы поведения рациональных игроков. — Примеч. ред.

На данном этапе должен возникнуть естественный вопрос:
• Всегда ли в динамической игре существует совершенное в подыграх рав

новесие по Нэшу?
Ответом будет «да», если динамическая игра является игрой с совершенной 

информацией. Этот важный результат был доказан Г.У. Куном.

Теорема 4.13 (Кун). В каждой динамической игре с совершенной информацией 
существует совершенное в подыграх равновесие.

Более того, все совершенные в подыграх равновесия в играх с совершенной 
информацией могут быть получены методом обратной индукции.

Доказательство теоремы вытекает из знакомого нам метода обратной ин
дукции, который состоит (как мы видели раньше) из следующих шагов.

На первом шаге выбираются все предшественники терминальных узлов, 
потомки (последователи) которых являются терминальными узлами, т.е. 
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узлы, ребра которых заканчиваются терминальными узлами. Будем называть 
полученное множество узлами первого этапа (или шага). После этого каждо
му узлу N первого этапа приписывается вектор выигрышей терминального 
узла, дающий наибольший возможный выигрыш участнику — владельцу 
данного узла N среди всех возможных векторов выигрышей, приписанных 
всем терминальным узлам — потомкам (последователям) N. Хотя для каж
дого узла N существует как минимум один терминальный узел, дающий 
наибольший выигрыш игроку, который владеет узлом N, узлов с такими 
свойствами может быть и несколько. Выбор различных терминальных узлов 
с наибольшим выигрышем может привести к нескольким совершенным в 
подыграх равновесиям. Выбрав терминальные узлы, дающие максимальный 
выигрыш для своих предшественников, удаляем всех потомков узлов первого 
этапа, оставшееся дерево — это усеченное дерево этапа 1.

Второй этап повторяет процесс путем поиска предшественников узлов 
этапа 1, потомки которых оказываются терминальными узлами усеченного 
дерева этапа 1. Таким образом, к узлам второго этапа относятся такие узлы, 
все ребра которых заканчиваются терминальными узлами усеченного дерева 
этапа 1. С каждым узлом Nвторого этапа ассоциируем потомка N, например 
Q, с наибольшим выигрышем для участника — владельца данного узла N 
среди всех возможных терминальных узлов — потомков от N. Затем присва
иваем вектор выигрыша в узле (2 узлу N. (Ясно, что если узел N принадлежит 
игроку к, то к-я координата данного вектора выигрыша представляет собой 
лучший выигрыш игрока к, который он может получить начиная с узла N и 
заканчивая в терминальном узле изначального дерева игры1.) Далее удаляем 
с усеченного дерева этапа 1 всех потомков узлов второго этапа, тем самым 
получая усеченное дерево этапа 2.

1 С учетом оптимального поведения (одного из его) оппонентов. — Примеч. ред.

Предшественники узлов второго этапа, все ребра которых заканчиваются 
в терминальных узлах усеченного дерева этапа 2, будут узлами третьего этапа. 
Как и ранее, для каждого узла N третьего этапа находим ребро, ведущее к 
узлу второго этапа, например Р, дающему наибольший возможный выигрыш 
игроку-владельцу узла N, и присваиваем узлу N вектор выигрыша узла Р. 
(Снова, если узел N принадлежит игрокуJ, то J-я координата данного вектора 
выигрыша представляет наилучший выигрыш игрока j, который он может 
получить в узле N.) Усеченное дерево этапа 3 получается путем удаления 
потомков узлов третьего этапа с усеченного дерева этапа 2.

Процесс обратной индукции продолжается, до тех пор пока предшест
венники узлов некоторого этапа не будут в точности состоять из корня де
рева R. Путь из корня R до узла этого этапа, дающего наибольший выигрыш 
игроку — владельцу корня, является началом оптимального пути (принятия) 
решений, который можно теперь проследить в обратном направлении.

Заметим, что описанный процесс обратной индукции также генерирует 
профиль стратегий, поддерживающий оптимальный путь. Любой такой про
филь стратегий является совершенным в подыграх равновесием.
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Этап О Этап 1 Этап 2 Этап 3

Равновесный путь:
Т^В

R

Рис. 4.13. Метод обратной индукции

Пример, изображенный на рис. 4.13, иллюстрирует алгоритм Куна нахож
дения совершенных в подыграх равновесий (и, значит, равновесий по Нэшу). 
Мы видим, что метод обратной индукции дает путь В -->Т -> R . Обратив 
его, получим искомый путь решений R-4 Т -> В .

Как уже отмечалось ранее, метод обратной индукции также порождает 
равновесие по Нэшу, которое поддерживает оптимальный путь R->T —» В . 
Заметим сначала, что любой профиль стратегий данной игры имеет форму

({£?,5?},{/??,Л/?},{Г?Л?})’,

где ? представляют потомков узлов L, S, R, М, Ta Nсоответственно. Теоре
ма Куна 4.13 гарантирует, что профили стратегий, полученные заполнением 
позиций, отмеченных ? , на основе использования по шагам метода обрат
ной индукции, являются совершенными в подыграх равновесиями. Вот так 
выглядит заполнение ? в конце каждого этапа для данной игры:

Этап 1: ({L?,SD},{R?,MH},{TB,NJ})

Этап 2: ({LN,SD},{Rl,MH},{TB,NJ})

Этап 3: ({LN,SD},{RT,MH},{TB, NJ})

1 Узлы, где впервые игрок 1, игрок 2 и игрок 3 делают выбор. — Примеч. ред.
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Рис. 4.14

Таким образом, игра имеет единственный совершенный в подыграх рав
новесный профиль стратегий

({LN,SD},{RT,MH},{TB,NJ}),

который поддерживает оптимальный путь R^T В .
Особо отметим следующий факт, относящийся к методу обратной ин

дукции.
Хотя метод обратной индукции всегда порождает равновесный путь для 

динамической игры, однако, вообще говоря, он порождает не все равновесные 
пути! Он дает в точности те пути, которые соответствуют совершенным в 
подыграх равновесиям.

Пример динамической игры, иллюстрирующий этот факт, представлен на 
рис. 4.14. Нетрудно видеть, что метод обратной индукции дает совершенное 
в подыграх равновесие ({RB,CF, DG},{AC,BL}). Однако в этой динамической 
игре существуют и другие равновесия по Нэшу (см. упражнение 2 в конце 
раздела).

Завершая этот раздел, найдем решение игры на поглощение из примера 4.5. 
Игра решается описанным методом обратной индукции: игрок / знает, что 
если предложит цену b < 100 долл, за акцию, то игрок F откажется принять 
предложение, поскольку ему это невыгодно. Зная это, игрок 1, если его 
намерения достаточно серьезны, должен будет предлагать цену как мини
мум на уровне 100 долл, за акцию1. Тогда отказ от предложения будет не в 
интересах игрока F. Если игрок / предложит b > 100 долл, за акцию, игрок 
F примет предложение и игрок / получит прибыль в размере 110 - b долл, 
за акцию. Ясно, что игрок / предложит как минимум 100 долл, за акцию, но 
сколько конкретно (каким окажется й)? Игрок /, максимизируя прибыль, 
будет предлагать чуть больше 100 долл, за акцию; при этом он получит в 
качестве прибыли (около) 10 долл, за акцию. Таким образом, метод обратной 
индукции приводит к следующему равновесию по Нэшу: игрок / предлагает 
100 долл, за акцию, а игрок F принимает предложение.

1 В действительности игрок / должен предлагать чуть больше 100 долл.
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Рис. 4.15

Стоит проанализировать использованный нами метод решения игры на 
поглощение. Мы уже отмечали, что, когда игрок / делал свое предложение, 
он серьезно обдумывал, как игрок £ будет реагировать на это предложение. 
Принимая во внимание возможную реакцию игрока F на предложение, 
игрок / выбирает оптимальное для него предложение. Это можно сделать и 
по-другому — найти оптимальный отклик игрока £на каждое предложение, 
которое мог бы сделать игрок /, а затем выяснить, что оптимально выбрать 
игроку / в этой модифицированной игре.

Рассмотрим пример динамической игры с совершенной информацией, 
которая заставит задаться вопросом: всегда ли метод обратной индукции 
дает самое разумное решение, даже при том, что оно обладает прекрасными 
свойствами: является совершенным в подыграх и совместимо с максимиза
цией выигрышей участников1.

1 Пример предложен Р. Розенталем и взят из его статьи «Games of perfect information, 
predatory pricing and the chain store paradox» (Journal of Economic Theory. 1981. Vol. 25. 
P. 92-100).

Пример 4.14 («Сороконожка»), Эта динамическая игра имеет много общего 
с игрой «Дилемма заключенного» (обсужденной в примере 2.2), поскольку 
равновесные выигрыши участников много ниже тех, что могли быть в случае, 
если бы игроки играли так, чтобы получить как можно большие совокупные 
выигрыши. Дерево игры изображено на рис. 4.15.

В узле D игрок 2 выберет £4. Учитывая это, игрок 1 (в узле С) выберет £3. 
В таком случае Е2 — оптимальный выбор игрока 2 в узле В. Следовательно, 
оптимальный выбор игрока 1 в узле А — Et. Следовательно, полученный по 
методу обратной индукции совершенный в подыграх равновесный профиль 
стратегий — это:

({Л£„ CE3},{BE2,DEA}).

А-> Е{ — равновесный путь, который ведет к вектору выигрыша (1,0). 
Это единственное совершенное в подыграх равновесие в данной игре. Ин
тригующая характеристика этой игры заключается в том, что равновесный 
выигрыш значительно ниже, чем выигрыш (3,3), который игроки могли бы 
получить, если бы решили играть профиль стратегий

({AB,CD},{BC,DES}).

Интересно еще и то, что если игра достигнет точки С, выигрыш игроков 
будет гарантированно выше, чем равновесный выигрыш (1,0). ■
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Упражнения
1. Покажите, что в динамической игре любой путь от начального узла 

до терминального узла поддерживается по крайней мере одним про
филем стратегий. Приведите пример, в котором один и тот же путь 
поддерживается двумя различными профилями стратегий.

2. Рассмотрим динамическую игру с двумя участниками, изображенную 
на рис. 4.14.
(а) Проверьте, что профиль стратегий {{RB,CF,DG},{AC,BL}} являет

ся единственным совершенным в подыграх равновесием, которое 
может быть получено методом обратной индукции.

(Ь) Покажите, что профили стратегий ({RB,CF,DH},{AC,BL}) и 
({RA,CF,DG},{AC,BM} оказываются равновесиями по Нэшу, но не 
совершенными в подыграх равновесиями (и, таким образом, не 
могут быть получены методом обратной индукции).

3. Рассмотрим динамическую игру с совершенной информацией, изоб
раженную на рис. 4.16, а.
(а) Найдите все равновесия по Нэшу.
(Ь) Найдите все совершенные в подыграх равновесия и объясните, 

почему они таковыми являются.
4. Приведите пример динамической игры с совершенной информацией, 

имеющей два совершенных в подыграх равновесия с различными рав
новесными путями.

5. Рассмотрим динамическую игру с несовершенной информацией, изоб
раженную на рис. 4.16, б.
(а) Запишите игру в матричной форме и найдите все равновесия по 

Нэшу.
(Ь) Найдите все совершенные в подыграх равновесия этой динамиче

ской игры.

Рис. 4.16. Дерево игры упражнения 3 (а); дерево игры упражнения 5 (б)
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6. Приведите пример динамической игры с несовершенной информацией, 
имеющей два совершенных в подыграх равновесия с различными рав
новесными путями.

7. В динамической игре, изображенной на рис. 4.17, параметр х — ве
щественное число. Найдите все совершенные в подыграх равновесия 
в этой динамической игре.

8. Найдите совершенные в подыграх равновесия, которые могут быть 
получены методом обратной индукции, в динамической игре, изобра
женной на рис. 4.18.

9. Рассмотрим динамические игры, изображенные на рис. 4.19. Найдите 
равновесия по Нэшу и совершенные в подыграх равновесия.

Рис. 4.17. Дерево игры к упражнению 7

В (1,3,5)

с (0,0,1)
D (2,3,1)

•£(1,1,1)

рА (1,0,—1)

£(0,1,1) 
G (1,0,1) 
Я(1,4,2)
/(1,0,2)N 

3^

2

М

*/(2,2,3)

К (1,0,0)

Рис. 4.18. Дерево игры к упражнению 8
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10. Докажите, что стратегии игрока z в подыгре представляют собой ог
раничения стратегий игрока z в самой игре.

11. Найдите совершенные в подыграх равновесия в динамической игре, 
изображенной на рис. 4.20.

192



ГЛАВА 4. ДИНАМИЧЕСКИЕ ИГРЫ

12. Покажите, что метод обратной индукции позволяет доказать теоре
му 4.13. То есть покажите, что в динамической игре с совершенной 
информацией любой равновесный путь, полученный методом обратной 
индукции, является совершенным в подыграх равновесным путем.

13. Рассмотрим динамическую игру п лиц с терминальными узлами Qx,...,Qk 
и вектором выигрышей в каждом Q;.

Предположим, что найдется терминальный узел Qb такой что для 
каждого участника выполнено л,(С,) = maxl£rSit n,(Qr). То есть в 
узле Qt все участники получают наибольший выигрыш. Покажите, что 
(единственный) путь из начального узла в Q, является равновесным 
по Нэшу путем.

4.3. Приложения динамических игр
В этом разделе будут рассматриваться примеры политиче

ских и экономических задач, для анализа которых могут быть использованы 
динамические игры. В каждом случае мы ищем и анализируем совершенное 
в подыграх равновесие. Во всех рассматриваемых примерах совершенное в 
подыграх равновесие кажется и правдоподобным, и осмысленным; оно позво
ляет объяснить и понять действия и решения участников. Первый пример 
представляет собой очень простую игру «Ядерное устрашение». Совершен
ное в подыграх равновесие достаточно ясно выявляет стимулы наращивания 
ядерной мощи странами-участниками.

Пример 4.15 («Ядерное устрашение»). Две ядерные державы вовлечены в 
гонку вооружения, где каждая сторона накапливает ядерное оружие. Встает 
вопрос о рациональности такого поведения для обеих сторон.

Попытаемся ответить на вопрос на основе стилизованной версии этой игры. 
Держава 1 делает ход на первом этапе и может выбрать между обладанием 
ядерным оружием, N, или его нераспространением, NP. Держава 2 на втором 
этапе, зная о выборе державы 1, также осуществляет выбор между N и NP.

Рис. 4.21. Дерево игры «Ядерное устрашение»

193



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

Таблица 4.4. Матричная форма игры ядерная оборона

Держава 2

Держава 1
Стратегия N NP

(0,0) (5,-1)
NP (-1,5) (1,1)

Типичное дерево игры изображено на рис. 4.21, откуда мы видим, что 
(N,N) — единственное равновесие по Нэшу этой игры. Матричная форма 
этой игры представлена в табл. 4.4* 1.

1 Обратите внимание на некоторую неаккуратность анализа авторами этой ситуации. 
Так, у второго игрока не две, а четыре стратегии. Единственное равновесие по Нэшу — это 
(N,NN) и т.д. Фактически авторы анализируют эту игру как игру с одновременными хо
дами. — Примеч. ред.

1 Представляется, что это объясняет, почему некоторые страны пытаются создавать
потенциал производства ядерного оружия. Фактически это также позволяет представить 
в более широком контексте некоторые события времен холодной войны.

Продолжим анализировать эту игру. В соответствии с указанными на 
рис. 4.21 выигрышами держава 2 предпочитает альтернативу N альтернати
ве NP вне зависимости от выбора державы 1. Если держава 1 выберет NP, 
держава 2, выбирая N, гарантирует себе сильное преимущество в противо
стоянии с державой 1. Если же держава 1 выберет N, держава 2 хотела бы 
выбрать N, поскольку она в этом случае получает эффективное средство 
ядерного устрашения для предотвращения ядерной атаки державы 1.

Зная, как представляет себе эту проблему держава 2, держава 1 понимает, 
что для нее оптимально выбрать N. Легко, таким образом, видеть, что метод 
обратной индукции ведет к следующему решению.

• Держава 2 выбирает N независимо от выбора державы 1.
• Держава 1 выбирает N.
Иначе говоря, путь а -> с -> d — единственный путь в этой игре, опреде

ляемый единственным совершенным в подыграх равновесием.
Хотя, что очевидно, пример и является сильно стилизованным, он ука

зывает на стимулы, которые возникают у стран, вовлеченных в гонку воору
жений. В этой игре накопление ядерного оружия является рациональным 
для обеих держав. Предоставленные самим себе, ядерные державы обычно 
делают то, что и предсказывает модель.

Также очевидно и то, что обеим странам было бы лучше без бремени расхо
дов на гонку вооружений. Однако равновесное решение предсказывает другое 
поведение. И именно поэтому гонка вооружений столь распространена, и 
именно поэтому так трудно убедить державы следовать другим стратегиям2.

Заметим, что игра «ядерная оборона» очень похожа на дилемму заклю
ченного, рассмотренную в примере 2.2. Очевидно, что N является строго 
доминирующей стратегией для обоих игроков. ■

Следующий пример хорошо известен в экономике. Вернемся к сценарию 
дуопольной игры из примера 2.24, однако вместо сделанного там предположе
ния о том, что фирмы принимают решения (об объеме выпуска) одновременно, 
теперь будем предполагать, что одна из фирм делает свой ход до того, как свой 
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ход делает другая фирма. То есть одна из фирм определяет свой выпуск перед 
тем, как это сделает вторая фирма. Это меняет всю игру. Теперь она стано
вится динамической игрой с совершенной информацией, поскольку выбор 
объема выпуска фирмы, которая первой определяет выпуск, известен второй 
фирме к тому моменту, когда она принимает решение об объеме производства. 
Впервые эта модель дуополии исследовалась фон Штакельбергом1.

1 Барон Гейнрих (или Генрих) фон Штакельберг (1905-1946) — германский экономист
(родился в Кудиново, под Москвой. — Примеч. ред.). Член имеющей дурную репутацию 
нацистской партии, как и печально известной организации СС. Он продолжал разраба
тывать теорию олигополии. Широко известен также как популяризатор модели Курно.

Пример 4.16 (модель дуополии Штакельберга). Дуополия Штакельберга 
разыгрывается следующим образом. Две фирмы производят один и тот же 
товар. Фирма 1 выбирает количество (объем производства) qx > 0, фирма 2 
наблюдает и затем выбирает q2 > 0. Итоговый выигрыш, или прибыль, 
фирмы i составит

ni(ql,q2) = (li{p((l)-ci],

где q - qx + q2 и p(q) = A- q — рыночная цена товара (уравнивающая спрос 
и предложение на него) при совокупном производстве q, — предельные 
издержки производства (или удельные издержки) фирмы 7. Иначе говоря, 
прибыль каждой фирмы z это

Kikq^^q.iA-qi -q2~cj).

Заметим, что эта игра — динамическая игра с двумя участниками, двумя 
этапами и с совершенной информацией. Для решения игры методом об
ратной индукции необходимо сначала найти наилучший отклик фирмы 2 
на всевозможные объемы выпуска фирмы 1. А именно найти выпуск q* 2, 
максимизирующий прибыль фирмы 2 при заданном выпуске qx фирмы 1. 
То есть q2 = q2(q}), которое решает задачу

n2(9i,^) = maxji2(9,,^) = max92(J-^-q2 -с2).
<72 гО <72 го

Поскольку лД^Лг) =-(<72)2 + (А-^, ■> взяв первую и вторую произ
водную по q2, получим:

дп2 л л д2п2 т л
—2- = -2q2 + A-q,-c2 и —f = -2<0.
CZ^2 dq2

Согласно условиям первого и второго порядков, точка максимума q2 явля

ется решением уравнения = -2q2 + А - ql - с2 - 0 . Отсюда получаем, что 
^41

* * / \ (71 ^2
02=02 (41)=—j—-

в предположении, что qx < А - с2.
Фирма 1 должна теперь предвидеть, что если она выберет qx, то фирма 2 

выберет q2. Следовательно, фирма 1 должна хотеть выбрать qx, максимизи
рующее функцию
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ГС1 (9., 92) = </. (Л - <71 - 92 - С1) = (71 [я ~ 91 ~ Сг - С, ),

или

л1 (91,92* *)  = J 91 [-(91 )2 + (Л + с2 - 2fj )q{ ],

* Д с _2сЕсли г/, =------------ l действительно является равновесной стратегией фирмы 1 (в
профиле стратегий, составляющем единственное совершенное в подыграх равновесие), то

* 4" 2с - Зсq'2 =-------2— это не равновесная стратегия (таковой будет найденная ранее функция
» /4 ■[■ 2с —• Зсq2 =-------J----- —наилучшего отклика, или просто функция отклика), а значение равновес

ного объема выпуска фирмы 2 — а именно, то количество товара, которое она выпустит 
в ответ на выпуск фирмой 1 величины q* =----- ------г.

при условии, что <7] >0. Используя снова условия первого и второго поряд
ков, получим

^(9„9;)_ п A + c2-2ct 52я(91,9;) , п
а9| —г' + 2---------- Ои д,; =-'<0-

Следовательно, точкой максимума функции лД^,^) является q‘ =
>1 + с2 —2с, , А + 2с, -Зс,

- -------2------ ■ Подставим это значение в (*)  и получим, что q2 =-------

Это решение дуополии Штакельберга, полученное методом обратной 
индукции. То есть совершенным в подыграх равновесием (q^q]) в игре 
будет

. А + с, - 2с, , А + 2с, - Зс,
91 =------ 1----- L и q2 =------- ------- 2- .

, ■ « ■■ , » А + с, - 2с,Иначе говоря, равновесной стратегией фирмы 1 является q{ =------ -------L,
. А + 2с, - Зс, , 

а равновесной стратегией фирмы 2 q2 =------- ------- -  .
Сравните полученный результат с решением модели дуополии Курно 

из примера 2.24, — версии модели дуополии с одновременным принятием 
решений (фирмами относительно объема выпуска). При этом вы увидите, 
что прибыль фирмы 1 в модели дуополии Штакельберга оказывается боль
шей, нежели в модели дуополии Курно, в то время как прибыль фирмы 2 
ниже в модели дуополии Штакельберга, чем в модели дуополии Курно; см. 
упражнение 1 в конце данного раздела.

С точки зрения стратегического поведения, как представляется, первый 
ход дает известное преимущество. Данный феномен часто имеет место в 
динамических играх и получил название преимущества первого хода. Ин
туитивное объяснение этого феномена может быть следующим: поскольку 
фирма 2 реагирует на наблюдаемый ею выпуск фирмы 1 (обязательства, ко
торыми фирма 1 связывает себя, делая первый ход), фирма 1 придерживается 
наиболее выгодной для себя стратегии и тем самым усиливает свои позиции.
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В дальнейшем мы часто будем видеть силу подобного рода обязательств в 
других ситуациях. ■

Следующий пример описывает ситуацию, в которой родители могут соста
вить завещание в пользу ребенка. Ожидаемая ребенком сумма в завещании 
оказывает влияние на усилия е, которые он прилагает к заработку для себя 
и для родителей. Оставляемая родителями сумма зависит от дохода, порож
даемого усилиями ребенка. Зная это, ребенок выбирает уровень усилий, 
учитывая то, как он отразится на сумме оставляемого завещания1.

Пример 4.17 (завещание и стимулы). Ситуация может быть рассмотрена в 
виде двухшаговой игры, где на первом ходу ребенок выбирает уровень уси
лий е, которые он прилагает для того, чтобы обеспечить доход (в размере) 
Yc(e) себе и (в размере) YP(e) своим родителям. После этого родители при
нимают решение о сумме завещания В на втором этапе игры. Динамическая 
игра, описывающая эту ситуацию, представлена на рис. 4.22.

Выигрыш ребенка составляет uc(Yc(e) + B), а выигрыш родителей — 
up(Yp(e)-B) + fiuc(Yc(e) + В), где р > 0. Функции выигрышей отражают то 
обстоятельство, что хотя ребенок может и не беспокоиться о благосостоя
нии родителей, выигрыш родителей зависит не только от полезности своего 
собственного дохода, но также и от выигрыша ребенка. Таким образом, 
родители альтруистичны по отношению к ребенку, но ребенок таковым по 
отношению к родителям не является.

При анализе этой игры с совершенной информацией будем предполагать, 
что функции выигрышей являются строго возрастающими и вогнутыми 
по доходам. Будем предполагать также, что функции дохода Yc(e) и YP(e) 
являются строго вогнутыми и достигают максимума в точках ес > 0 и еР > 0 
соответственно. То есть будем предполагать, что

и'с > 0, и". < 0 и и'р > 0 , и" < 0 , 

г"<о и г;<о.

Рис. 4.22. Игра «Завещание»

1 Следующий пример основан на работе Г. Беккера «А theory of social interactions» 
(Journal of Political Economy. 1974. Vol. 82. P. 1063-1093).
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Совершенное в подыграх равновесие находится методом обратной ин
дукции. На втором этапе игры оптимальным решением родителей является 
выбор завещания В\е), зависящий от наблюдаемого уровня усилий ребенка. 
Оптимальная величина завещания является решением следующей оптими
зационной задачи

тах[Нр(УДе)-5) + рмс(Ус(е) + В)]. 
В

Из условий первого порядка получим

-и'Р(Yp(е) - В) + ₽м' (Ус (е) + В) = 0 .

Из условий второго порядка

up(YP(e) -В) + $u"(Yc(e) + В) < 0 .

Следовательно, оптимальная величина завещания В\е) задается неявно 
соотношением

-и'Р (Yp (е) - В*  (е)) + Р и'с (Yc (е) + В*  (е)) = 0. (4.1)

Дифференцируя по е, получим

-u"p{YP{e)-B\e)) W - + Р<(Гс(е) + /?») ^(e)+^Fb°-(4-2)
Ребенок, выбирая уровень усилий е, решает задачу

тахис(Ус(е) + В’(е)).

Условия первого порядка дают и'с (Ус (е) + В*  (е)) dB*(e)  
de

= 0;можно

проверить, что выполняются условия второго порядка для точки максимума.
Поскольку и'с > 0, получим, что

Ш+^Д=о. (4.3)

Подставляя это в (4.2), получим, что

-«?(Ш - В*(е)) УДе) - = 0 .

Поскольку и" < 0 , это означает, что

Г;(е)_^(£)=0. (4.4)
de

Из (4.3) и (4.4) следует

УДе*) +УДе*) = 0, (4.5)

где е*  — равновесный уровень усилий ребенка.
Таким образом, совершенное в подыграх равновесие — это (е’,5*(е)),  где

е удовлетворяет (4.5), а В*(е)  удовлетворяет (4.1).

198



ГЛАВА 4. ДИНАМИЧЕСКИЕ ИГРЫ

Заметим, что если бы ребенок должен был выбрать уровень усилий е так, 
чтобы максимизировать совокупный доход семьи — величину Yc(e) + Yp(e), 
то такие усилия е также должны удовлетворять соотношению

Y'(e)+Y^e) = 0. (4.6)

Так как Ус(е) + Yp(e) — строго вогнутая функция по е (т.е. ^"(е) + УДе) < О 
для всех е), то

Гс'(е) + ГДе) = Ус'(е’) + г;(е‘)

тогда и только тогда, когда е = е.
Таким образом,

е = е. (4.7)

Это показывает, что соответствующий совершенному в подыграх рав
новесию (равновесный) уровень усилий е также является уровнем усилий, 
максимизирующим семейный доход Ус(е) + Ур(е). ■

Следующий пример представляет собой динамическую игру с совершенной 
информацией, в которой принципалу предстоит решить, нужно ли осущест
влять мониторинг деятельности агента. Отказ от мониторинга означает, что 
принципал не может наблюдать уровень усилий агента и должен решить, 
какую заработную плату платить агенту, не наблюдая уровня его усилий (не 
зная, насколько добросовестно он трудится). Мониторинг позволит наблюдать 
уровень усилий и назначать зарплату в зависимости от этого уровня. Высокий 
уровень усилий агента, а также мониторинг принципалом агента связаны с 
издержками. Ситуация анализируется путем рассмотрения совершенного в 
подыграх равновесия в этой динамической игре.

Пример 4.18 (игра мониторинга). Принципал нанял агента для выпол
нения некоторой задачи (реализации проекта). Теперь ему нужно выбрать, 
осуществлять мониторинг деятельности агента (М) или нет (DM). Будем 
предполагать, что такой мониторинг (контроль) сопряжен с некоторыми 
издержками, и агент знает, наблюдают за ним или нет.

В свою очередь при выполнении задания агент может прилагать как вы
сокие (работать прилежно), так и низкие усилия (отлынивать). При мони
торинге принципал наблюдает выбранный им уровень усилий; в противном 
случае наблюдать уровень усилий он не может. Принципал платит высокую 
либо низкую зарплату после того, как агент сообщает, что задание выполне
но. Ценность для принципала (завершенного) проекта в случае, когда агент 
прилагает высокий уровень усилий (А), составляет v(h) = 90, а в случае низ
кого уровня усилий (/) равна v(l) = 30 соответственно. Высокая заработная 
плата составляет wfl = 30, а низкая — w,= 10. При мониторинге принципал 
наблюдает прилагаемый им уровень усилий. Он платит агенту заработную 
плату, равную wh, если наблюдаются h', и низкую заработную плату wt, если 
наблюдает Г. Описанная ситуация может быть представлена в виде динами
ческой игры с несовершенной информацией, см. рис. 4.23.
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Рис. 4.23. Дерево игры мониторинга

На первом этапе принципал (игрок 1) решает, нужно ли осуществлять 
мониторинг. На втором этапе агент (игрок 2) выбирает уровень усилий [h',h\ 
или [/,/']. На последнем этапе игрок 1 (принципал) решает, какую заработную 
плату платить, высокую wh или низкую

Обозначим через т издержки принципала, связанные с мониторингом 
агента, а через е издержки, которые несет агент, если выбирает высокие 
усилия. Будем предполагать, что 0</и<20и0<е< 10. (Эти условия под
разумевают следующие неравенства, которые используются при нахожде
нии равновесий по Нэшу в подыграх в матричных формах: 60 - т > 40 и 
30 - е > 20.)

Матричная форма игры представлена в табл. 4.5. Матричная форма игры 
с началом в А представлена в табл. 4.6.

Матричная форма игры с началом в В дана в табл. 4.7.
Используя теорему 2.5, нетрудно видеть из матричной формы динамиче

ской игры, что в игре есть следующие два равновесия по Нэшу:

({A/,wz},{/,O и ({M,wh},{l,h'}).

Таблица 4.5. Матричная форма игры мониторинга

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия {h,h'} {h,l'} W'}
(60 - /и,30 — e) (20 - ffl.10) (60 - /«,30 - e) (20 - /и, 10)

{M,wh} (60 - m,30 - e) (20 - m,10) (60 - m,30 - e) (20 - /«,10)
{DM,w^ (80,10 -e) (80,10 - e) (20,10) (20,10)
{DM,wh} (60,30 - e) (60,40 - e) (0,30) (0,30)
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Таблица 4.6. Матричная форма игры с началом в А

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия h 1

(80,10- е) (20,10)
(60,30 - е) (0,30)

Таблица 4.7. Матричная форма игры с началом в В

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия h’ Г

— (60 - /п,30 - е) (20 - т, 10)

При этом из матричной формы игры с началом в А (табл. 4.6) видим, что 
(wz,/) — единственное равновесие по Нэшу в этой игре. Равновесие по Нэшу 
в подыгре с началом в В (табл. 4.7) имеет вид (-,/?').

Отметим, что:
(1) равновесие по Нэшу ({M,wz},{/,/?'}) сводится к (wz,/) в подыгре с 

началом в А, т.е. профилю стратегий в этой подыгре, который также 
является равновесием по Нэшу. В подыгре с началом в В оно сводится 
к профилю стратегий (~,h'), который также является равновесием по 
Нэшу в этой подыгре. Таким образом, ({M,wz},{/,//}) — совершенное 
в подыграх равновесие;

(2) равновесие по Нэшу ({M,wh},{l,h'}) в подыгре с началом в В сводится 
к (-, h'), что является в ней равновесием по Нэшу. Однако в подыг
ре с началом в А оно сводится к профилю стратегий (wh,l), который 
равновесием по Нэшу не является. Следовательно, ({М,wh},{/,/?'}) не 
будет совершенным в подыграх равновесием.

Таким образом, игра имеет единственное совершенное в подыграх рав
новесие, а именно

{/,¥})'.

Равновесный путь (соответствующий этому совершенному в подыграх 
равновесию) имеет вид

R-^B-^D.

Представляется, что это наиболее осмысленное равновесие в данной игре. 
Так, хотя профиль стратегий ({M,wh},{l,h'}) и является равновесием по Нэшу, 
он теряет это свойство при ограничении на подыгру с началом в узле А. 
И потому при заданных выигрышах было бы необоснованным ожидать, что 
агент будет работать прилежно (выберет высокие усилия) и принципал будет 
выплачивать высокую заработную плату, учитывая, что игроку 2 выгоднее 
отлынивать, а игроку 1 выгоднее платить низкую зарплату. Требование, чтобы 
равновесие по Нэшу было бы еще и совершенным в подыграх равновесием, 
исключает это второе необоснованное (и недостоверное) равновесие. ■

1 В игре еще одно равновесие по Нэшу ({DM,со,},{/,/'}), которое также не является 
совершенным в подыграх равновесием. — Примеч. ред.
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Следующий пример служит приложением теории динамических игр к меж
дународной торговле. Игра происходит в два этапа. На первом этапе делают 
ход две страны, каждая из которых устанавливает таможенные ставки (ставки 
тарифа) на импорт. При заданных таможенных ставках фирма z, i = 1, 2, ко
торая производит в стране i, решает, какое количество продукта производить 
для домашнего потребления и сколько на экспорт в другую страну. Таким 
образом, на первом этапе между странами разыгрывается стратегическая игра 
на установление ставок тарифов. На втором этапе две фирмы разыгрывают 
игру (в стратегической форме) на установление объемов выпуска.

Пример 4.19 (игра «Международная торговля»). Рассмотрим две страны, 
в каждой из которых есть фирма, производящая некоторый товар, который 
потребляется как внутри данной страны, так в другой стране. Спрос на товар 
в стране iзадается как p^q^ = a~qt, где qi - yi + Xj — совокупное количество 
проданного в стране i товара, у,- — количество, проданное фирмой i (т.е. 
фирмой, производящей в стране z) на внутреннем рынке, a Xj — количество, 
экспортированное фирмой j (т.е. фирмой, производящей в стране J) в страну z. 
Каждая страна выбирает ставку тарифа г,. При заданных ставках тарифов 
каждая фирма решает, сколько всего производить, сколько продавать на 
внутреннем рынке и сколько экспортировать. Каждая страна выбирает ставки 
тарифов, максимизирующие благосостояние. То есть страна i выбирает г, так, 
чтобы максимизировать благосостояние И<, где

= Излишек потребителя + Прибыль фирмы z + Таможенные доходы.

Принимая во внимание, что таможенные ставки заданы, фирма z 
выбирает (у„х,) так, чтобы максимизировать свою прибыль:

ni((ri’r2)Ay^xi)Ayj^xj) = Доход от продаж в своей стране +
+ Поступление от экспорта —

- Издержки - Уплаченные тарифы =
= [а- (у, + х} )]у,. + [а - (уу + х;)]х, - с(у( + х,-) - rJxi.

Здесь с — постоянные предельные издержки обеих фирм.
В совершенном в подыграх равновесии двухэтапной игры объемы выпусков 

фирм должны быть равновесными при любых значениях тарифных ста
вок, выбираемых странами. С учетом объемов выпуска выбираемые странами 
тарифные ставки должны быть также равновесными. Найдем совершенное 
в подыграх равновесие методом обратной индукции.

Этап II. При заданных значениях (г^гД тарифных ставок фирма i выберет 
(у„х,), максимизируя прибыль:

[а - (у,. + ху )]у# + [а - (у,- + х;)]х; - с(у; + х;) - г,.х,..

Условия первого порядка (такой максимизиции):

<9тт, т л—Д- = а - 2у, - х, - с = 0 ,
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у = О-^-2х,-е-г,=0.

Следовательно, в соответствии с равновесием по Нэшу равновесные уров
ни выпуска при заданных тарифных ставках (г,,г2) находятся путем решения 
системы уравнений:

а - 2у, - х2 - с = 0,

а - у2 - 2х, - с - г2 = 0 ,

а - 2у2 - х, - с = 0, 

а-ух-2х2 - c-rx-Q.

Из первого и третьего уравнений системы получим 

х2 = а - 2jj - с , 

xl=ci~2y1~c.

Подставив эти выражения во второе и четвертое уравнения, получим 
систему двух уравнений с двумя неизвестными (у,,у2):

-а + Зу2 + с - г2 = 0,

-о + Зу] + с - Г] = 0 .

Отсюда находим равновесный объем выпуска фирмы I:

х* (г,,) = а-—у-2--. (4.8)

' Потребительский излишек задается площадью под кривой спроса, которая лежит 
над текущей рыночной ценой. Так, когда кривая спроса — график функции q = a-р , и 
, . л (о-р)2(текущая рыночная) цена равна р, эта площадь равна —=—.

Этап I. На этом этапе при установлении тарифных ставок страны пред
видят, что фирмы устанавливают объемы выпуска, максимизируя соб
ственную прибыль, т.е. что фирма i установит объем выпуска, заданный 
уравнением (4.8). Следовательно, при выборе своей ставки г, страна i мак
симизирует функцию благосостояния вида

Wi (О),Г2),(X(^,Г2 ),Х* (грг2)), (у2 (^,г2),х* (г,,г2))).

Излишек потребителя в стране i в этом случае задается как1
ОН)' = (2g-2с-г,.)2

2 18 V ' '

Цена товара в стране i составит
, . . а + 2с + г

Р: ~Xj=-- j—-■
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Следовательно, при условии что на втором этапе фирмы выберут равно
весные объемы производства, благосостояние страны i будет равно

. (2о-2с-/;.)2 . . . . z .
(rHr2) =-------jjj—— + Р,У1 +PjXi -с(Л +xi)-rjxi + г,х~

(2а-2с-г)2 а + 2с+г, а-c + r, а-c + r, а-с-2г
------- is------- +------— *—-------+Gx^-^+F(5), (4.10)

где f’(z-) — функция, зависящая только от г. и не зависящая от rt. Условия 
первого порядка для функции ^(г^) имеют вид

9W*  2а-2с-г, а-c + r, а + 2с + г1 с а-с-4г
-at---------Г~"+—<Г^+~9-"-з+-Т-^=0-

Откуда получим, что

Следовательно, профиль стратегий, составляющих совершенное в подыг
рах равновесие, — это

. а — с + г. . <7 — с — 2г,
х;(Г1,г2)=—у-i=1,2.

Выясним теперь, как ставки, соответствующие (найденному) совершен
ному в подыграх равновесию, соотносятся с тарифными ставками, максими
зирующими совокупное благосостояние обеих стран. Общее благосостояние 
двух стран ИТй, r2) = W\(г,,r2) + W2(г,,г2) имеет вид

(2а -2с-г} )2
18

(2а -2с-г2 )2
+ р’(Х +х’) + /?*(у*+х 1’)-

- с(Л + У2 + xj + х2) - rsx2 - г2х*  + гхх2 + г2х* .

Следовательно,
.... . (2а-2с-г,У (2о-2с-л)2 a + 2c + i\ 2(а-с)-г.
и'Сл.гр----------------------- iT^+T-Lx---- з—~+

a + 2c + r2 2(a-c)-r2 4(rz - c) - - r2

Теперь заметим, что при а > с (условие, необходимое для существования 
рынка) имеем

_ -(<7-С)-Г]

дг} 9

9W _ ~(а-с)-г2
с)г2 9
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Это показывает, что совокупное благосостояние убывает с ростом как 
так и г2. Отсюда получается, что максимум общего благосостояния достига
ется при ri = г2 = О1. Сопоставляя этот результат с равновесными ставками 
тарифов, заключаем, что для обеих стран было бы выгоднее устанавливать 
нулевые ставки тарифов, однако такие ставки не являются равновесием 
игры. Следовательно, равновесие в этом примере характеризуется тем же 
типом неэффективности, который мы наблюдали в случае игры «Дилемма 
заключенного»: выигрыш стран в равновесии строго меньше, чем если бы 
они сотрудничали в установлении нулевых ставок тарифа. ■

1 Здесь мы имеем граничное решение, поскольку условие первого порядка для внут
реннего максимума не выполняется.

Следует отметить, что это имеет место лишь в том случае, если в качестве инструментов 
торговой политики ограничиваться тарифами. Но как нетрудно видеть, совокупное благо
состояние достигает максимума при субсидировании внешней торговли — «отрицательных 
тарифах» г,, гг, таких что i\ = г2 = -(а-с). Впрочем, это почти очевидно и без большей части 
проделанных вычислений: товары при таких субсидиях продаются по ценам, в точности 
равным предельным издержкам, — выполняется критерий эффективности состояния такой 
экономики. — Примеч. ред.

2 Альтернативные термины, используемые в русскоязычной литературе: субъективный 
риск, моральное искушение. — Примеч. пер.

В публикациях о моральном риске2 в экономической теории рассматривают
ся ситуации, в которых агенты могут предпринимать действия, нежелательные 
с точки зрения эффективности. Например, агент может решить работать с 
прохладцей (лениться) или вовсе уклоняться от работы, выполнения своих 
обязанностей, вместо того чтобы трудиться усердно.

Обычно это происходит, когда нет контроля за работой агента и доход 
не полностью определяется его усилиями. Это имеет место, когда высокий 
уровень усилий не обязательно приводит к высоким результатам или низкий 
уровень усилий может привести к высоким результатам. Конечно, в таких 
ситуациях чем выше уровень усилий, тем лучше шансы получить хороший 
результат, т.е. чем выше уровень усилий, тем выше вероятность хорошего 
результата. Следующие два примера представляют ситуации, в которых могут 
возникать такие моменты «морального риска». В первом из них принци
пал или наниматель способен напрямую наблюдать уровень усилий агента 
(агента). Во втором примере, который отталкивается от первого, «моральный 
риск» может стать проблемой, поскольку принципал, в отличие от ситуации 
в первом примере, не может наблюдать усилий агента.

Пример 4.20 (оптимальный контракт: случай совершенной информации). 
Этот пример лежит в основе исследований морального риска в экономической 
теории. Здесь мы исходим из того, что моральный риск отсутствует. Но мы 
можем использовать версию этой же модели, чтобы проиллюстрировать 
основные результаты, полученные в литературе. Обратите внимание также 
на следующий пример в этом разделе.

В этой динамической игре с двумя участниками принципал Р рассматривает 
возможность заключить контракт на некоторый вид работ (на реализацию 
некоторого проекта) с агентом А. Агент может либо согласиться на предла-
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Рис. 4.24. Дерево игры «Оптимальный контракт»

гаемый контракт, либо отказаться от него. Если агент соглашается на пред
ложенный контракт, он может усердно трудиться, неся при этом издержки h, 
или лениться (работать спустя рукава, отлынивать), неся издержки I. Будем 
предполагать, что издержки h и I измеряются в долларах. Предположим 
также, что выполняются следующие неравенства:

Л>/>0.

Обозначим решения «согласиться и работать усердно» через ah и «согла
ситься и лениться» через al.

Если агент трудится усердно, ценность проекта с вероятностью 0,9 ока
жется равной 100 долларам и с вероятностью 0,1 — всего лишь 10 долла
рам. Если агент ленится, ценность проекта окажется равной 100 долларам 
с вероятностью 0,1 и 10 долларам с вероятностью 0,9. Будем предполагать, 
что в этой игре принципал может наблюдать, трудится агент усердно или 
ленится. Таким образом, эта игра — динамическая игра с совершенной 
информацией.

Принципал может предложить контракт, при котором оплата зависит от 
того, какие усилия прилагаются агентом. Поэтому будем обозначать контракт 
как функцию w(-), принимающую два значения: wh и w/. Результирующая 
игра изображена на рис. 4.24.

Ожидаемый выигрыш1 2 принципала в случае «согласиться и работать 
усердно» составит

1 wh — плата по контракту, если агент трудится усердно, и w, — плата по контракту, 
если агент ленится. — Примеч. ред.

2 Здесь предполагается, что выигрыш принципала — это его ожидаемый чистый доход. 
И в частности, то, что принципал нейтрален к риску. Агент в этой ситуации, соглашаясь 
с предложением, с риском не сталкивается. — Примеч. ред.

0,9 х (100- м>Л) + 0,1 х (10 — и’А) = 91- wa.
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ah s'

г.—» °’—J!w - - о

>(О,О)

Рис. 4.25. Обратная индукция игры с оптимальным контрактом

Подобным образом выигрыш принципала в случае «согласиться и ле
ниться» составит

0,lx(100-w/) + 0,9x(10-w/) = 19-w,.

Метод обратной индукции приводит к усеченному дереву игры, изобра
женному на рис. 4.25.

Отсюда можно заключить, что
• агент трудится усердно, если 91 —>19-wz и 91-м>л>0, 

или 0<w/l-vv/<72 и 91-w/l>0.

• иначе агент ленится1.

1 Агент трудится усердно при условии, что принимает предложение и если wh - h > w, -1. 
С другой стороны, он принимает предложение принципала, если его выигрыш при этом, 
wA - h , выше (не ниже) выигрыша, который он получает при отказе от предложения 
(резервного выигрыша, резервной полезности). Из дальнейшего изложения следует, что 
неявно авторы предполагают, что этот выигрыш, как и выигрыш принципала при отказе 
агента от его предложения, равен нулю. Приведенные авторами оценки показывают, что 
если выплаты по контракту и и; удовлетворяют указанным соотношениям, то принци
пал заинтересован, во-первых, такой контракт предложить, а во-вторых, заинтересован 
стимулировать агента трудиться усердно. — Примеч. ред.

2 Здесь и далее также неточности. Это соотношение должно иметь вид h-l <12, 91 > h. 
Аналогичные изменения следует сделать и для случая 2, и для вывода из проведенного 
анализа. — Примеч. ред.

3 По аналогии со случаем 1 следовало бы записать wh = h и w; > I, где w, z I. Вообще 
говоря, любой такой профиль стратегий равновесным не является. Единственный рав
новесный профиль стратегий в этой ситуации — это как раз описанный выше профиль: 
принципал предлагает контракт wh = h и w, = I, агент согласится и будет лениться. Как 
и в первом случае — профиль: принципал предлагает контракт wh = h и w, = I, агент вы
бирает «согласиться и трудиться усердно». — Примеч. ред.

Зная действия агента, принципал будет действовать следующим образом.

Случай I. О < wh -w, <72 2.
(а) Принципал предложит контракт wh > h, где wh = h и w, = I.
(b) Агент «согласится и трудится усердно».

Случай II. wh - w, > 72.
Принципал предложит контракт wh = h и w, = I, а агент согласится и будет 

лениться3.
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Данное решение показывает, что предлагаемый принципалом контракт 
будет стимулировать агента трудиться усердно только в том случае, если раз
ница между wh и w; будет существенно мала, т.е. высокий уровень зарплаты, 
необходимый для стимуляции усердной работы, не слишком высок. ■

В рассмотренном примере принципал Р способен напрямую наблюдать 
уровень усилий агента. В реальной ситуации это может быть сопряжено со 
слишком высокими издержками (такого наблюдения) либо оказаться прос
то невозможным. И как следствие, контракт, который принципал захочет 
предложить, обусловливается теми характеристиками сделки, которые он в 
состоянии наблюдать. Обычно уровень заработной платы зависит от наблю
даемых результатов. Так, зарплата будет высокой в случае, если наблюдаемый 
результат близок к тому, который предпочитает принципал. Следующий 
пример исследует такого рода ситуацию.

Пример 4.21 (оптимальный контракт: случай несовершенной информа
ции). Рассмотрим снова общую формулировку игры из примера 4.20. Здесь 
мы будем предполагать, что принципал способен наблюдать результат, но 
не сам уровень усилий агента. Поскольку принципал больше не способен 
наблюдать уровень усилий агента, игра становится игрой с несовершенной 
информацией. Дерево игры изображено на рис. 4.26.

В этом случае, поскольку принципал не может наблюдать уровня усилий 
агента, заработная плата по контракту (зарплатный контракт, договор о 
заработной плате) w(-) зависит от результата (деятельности агента), наблю
даемого принципалом. То есть w(-) теперь представляет собой функцию от 
результата, а не уровня усилий. Положим

Wj = w (высокий результат) и w2 = w (низкий результат)

и заметим, что заработная плата, обусловленная предлагаемым принципа
лом зарплатным контрактом, — просто пара w= (w1;w2); при этом w, >0 и 
w2 > 0.

В этой динамической игре стратегия принципала состоит в предложении 
контракта (договора о заработной плате) w = (whw2), а стратегия агента со
стоит в плане действий: принять или отказаться от предложения в узле х и 
работать усердно или лениться (отлынивать) (другими словами, выбрать ah 
или аГ). Важно заметить, что узел х, который достигается после предложения 
о заработной плате w= (W],w2), отличается от узла х, который достигается 
после предложения о зарплате w' ф w . Будем обозначать достигаемый в ре
зультате предложенной зарплаты узел х через x(w). Это значит, что мы имеем 
дело с бесконечно большим множеством возможных узлов х (собственно, 
с континуумом узлов). Множество альтернатив для узла х отражено лучом 
(полупрямой) ОМ на рис. 4.26. Другими словами, как только узел х = x(w) 
достигнут, оставшаяся часть игры (с началом в х) выглядит так, как изоб
ражено на рис. 4.26.

Заметим, что в узле х у агента есть три выбора: ah, alu R (отказаться). Вы
числим ожидаемые выигрыши пР и пА принципала и агента соответственно:
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и

Рис. 4.26. Дерево игры с оптимальным контрактом в случае несовершенной информации

91 -0,l(9W] + w2), 
19-0,l(w, + 9w2), 
0,

если 5 = ah, 
если s = al, 
если s-R,

7t/,(w,5) =

если 5 = ah, 
если s = al, 
если 5 = R.

Следовательно, равновесием в игре будет профиль стратегий (w’,5*) , где 
w*  =(w*,w ’), такой что

тгДи',/) < nP(w',s')

для любых предложений заработной платы w = (WpWj) принципалом Р и

ni4(w’,s)< itA(w ,s‘)

для любых стратегий 5 агента А.
Как только контракт w = (w1;w2) предложен, т.е. достигнет узел х, агент А 

выберет стратегию 5 6 {ah, al,R} исходя из решения задачи

max{0, l(9wj + w2 - 10A),0,l(Wj +9vv2 -10/),0},

т.е. s является наилучшим ответом (откликом) на контракт w. Пусть s’ = s*(w)  
и есть отклик на w = (w,,w2). Следовательно, 5*  удовлетворяет соотношениям

nA(w,s') = max{0,l(9wj + w2 -10/i),0,l(W| +9w2 -10/),0} =

0,l(9wj +w2 -10//), если9и»1 +w2 -10//>max{w, + 9w2 -10/,0}, 
0,1 (W[ +9w2 -10/), если w, +9w2 -10/ > max(9w! + w2 — 10A,0}, 
0,l(W] +9w2 -10/), если W] +9w2 -10/ = 9^ + w2 -10// > 0, 
0, если max{9 w, + w2 -10A, w, + 9w2 -10/} < 0.
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Рис. 4.27

Говоря иначе, отклик 5*  на контракт w — это

1 Здесь и ниже авторы не всегда аккуратны со спецификацией знаков неравенств; 
в третьей строке неравенство нестрогое, а в четвертой, наоборот, строгое. При такой 
спецификации множества допустимых решений задач, на основе которых определяется 
стратегия принципала, замкнуты. — Примеч. ред.

2 Условие w2 > 0 , вообще говоря, не следует из соотношения 9w, + w2 - 10А> 
> max{wj +9w, -10/,0}, как и соотношения w, + 9ы2 -10/ > max{9>Vj + w, - 10Л,0}. Таким об
разом, неявно предполагается, что оплата не может принимать отрицательных зна
чений, т.е. контракт не предусматривает таких инструментов стимулирования, как 
штрафы. —Примеч. ред.

ah, если 9ш, + w2-ЮЛ >max{ w,+9ш2-10/,0},
al, если +9w2-10/>max{9wj + w2-10Д0}, 
ah{al}, если w,+9w2-10/= 9+ w2-ЮЛ >0 
0, если max{9w1 + w2-10Л, w,+9w2-10/} <0.

Чтобы упростить анализ примера, сделаем следующие предположения 
относительно параметров h и /:

0 < / < Л < 91, / < 19 и 9/ > Л .

При заданной зарплате w агент выберет ah, если предложение w = (wt,w2) 
будет удовлетворять

9tv, + w2 - ЮЛ > max{w, + 9w2 -10/,0},

или, что эквивалентно,
и>]-w2 >1,25(Л-/), 9w, + и>2 > ЮЛ, w,>0 и w2>01 2.

Полученное множество геометрически изображено на рис. 4.27.
Аналогично агент выберет al, если предложение w = (w|5w2) будет лежать 

в заштрихованной области R2 рис. 4.28, определенной неравенствами

w}-w2< 1,25(Л - /), + 9w2 >10/, W[> 0 и w2 > 0 .
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Рис. 4.28

Принципал Р выберет контракт w = (Wj,w2) так, чтобы максимизировать 
свой ожидаемый выигрыш. При стимулировании высокого уровня усилий 
агента принципал должен решить следующую задачу:

максимум 91-0,9^]-0,lw2) при условии: е
или

максимум 91-0,l(9wj + w2)

при условии Wj - w2 > 1,25(Л - /),

91^+w2 >10й, w,>0 и w2>0.

Заметим, что при выборе оптимального предложения заработной платы 
принципал должен учитывать отклики агента. И он делает это путем включения 
двух ограничений в свою оптимизационную задачу. Первое ограничение 
гарантирует, что агент (если примет предложение) сделает правильный выбор 
между h и I *.  Второе ограничение, называемое ограничением индивидуальной 
рациональности (ограничением участия), гарантирует, что агент подпишет 
контракт. В таком случае должно быть понятно, т.е. если принципал 
стимулирует агента выбрать ah, то его ожидаемый выигрыш, величина

Tip(w,ah) = 91 -0,1 (91V, + w2)

достигнет его максимального значения 91 - h, если контракт (w,,w2) удов
летворяет соотношениям

n mz. ^9h-l9w, + w2 = ЮЛ и w, > —г— . О

1 В литературе это ограничение называется ограничением совместимости стимулов.
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Аналогично, если принципал хочет стимулировать агента выбрать al, он 
должен предложить ему контракт w = который максимизирует ожи
даемый выигрыш принципала

Ttp{w,al) = 19 — 0,1(мд +9w2) .

9h-lЭто достигается при w, + 9ш2 =10/ и 0 < w, < —-—. В этом случае ожидае- 
О

мый выигрыш принципала составит 19 - /.
Теперь, решая, какой из двух зарплатных контрактов предложить агенту, 

принципал сравнивает величины 91 - h и 19 - /. После чего выбирает первый 
зарплатный контракт, если 91-й>19-/(>0) (и безразличен между ними, 
если 91 - h = 19 - /); в противном случае — второй. Таким образом, поскольку 
из 91 - /г > 19 - / следует / + 72 > h , оптимальный контракт (w,*,  w2) может быть 
описан следующим образом.

1 Точнее, равновесный исход, а не равновесный профиль стратегий. Равновесный 
профиль стратегий — это (w',5*(w)), >0.w, >0 . Другими словами, если равновесная 
стратегия принципала — это его предложение w’, то равновесная стратегия агента — его 
отображение отклика. — Примеч. ред.

2 Вместе со стратегией агента, которая является его отображением наилучших отве
тов. — Примеч. ред.

9й-/• Если I + 72 > h , то w*  > —$— и 9 tv’ + tvj = 10/z, в этом случае стратегия 
агента s*  (w‘, w2) = ah .

t tyh-l ,• Если I + 72 < h , to 0 < w*  < —5— и + 9tv‘ -10/, в этом случае стра- 
О 

тегия агента s’(w’,w2) = al.
Важно отметить, что при заданном предложении (заработной платы) 

w*  = стратегия агента максимизирует его выигрыш, т.е. является 
наилучшим ответом (откликом) на w*.  Аналогично зарплатный контракт 
w*,  предлагаемый принципалом, таков, что предлагаемая в каждом случае 
зарплата максимизирует ожидаемый выигрыш принципала при заданной 
стратегии агента. Другими словами, профиль стратегий (w‘,s*  (w')) является 
равновесием по Нэшу этой игры1. Заметим, что профиль стратегий (w*,s ’(w")) 
будет также равновесием по Нэшу при ограничении его на подыгру с началом 
в А. Следовательно, будет совершенным в подыграх равновесием
в этой динамической игре.

Стоит также отметить, что наилучшим ответом (откликом) агента на 
контракт Wj = 0 и w2 = 0 является выбор s(wi,w2) = R. Следовательно, 
зарплатный контракт tv, = 0 и w2 = О2 оказывается равновесием по Нэшу, 
приводящим к нулевому выигрышу для обеих сторон, поскольку агент от 
такого предложения откажется. Но это равновесие по Нэшу игры, которое 
никогда не будет сыграно по очевидным соображениям. ■

Пример 4.22 (оптимальный контракт: континуальное множество усилий). 
В ранее рассмотренных примерах оптимальных контрактов мы имели дело 
с двумя уровнями усилий и двумя возможными результатами. Эти очень 
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простые ситуации позволяют проиллюстрировать некоторые из основных 
характеристик оптимальных контрактов в моделях «принципал — агент». 
Хотя значительную часть анализа (таких моделей) можно понять на основе 
уже рассмотренных простых примеров, есть достаточно много особенностей 
анализа моделей «принципал — агент», которые возникают, только когда 
множество возможных уровней усилий агента и получающихся результатов 
является континуумом. В этом примере будут рассмотрены некоторые из 
таких особенностей.

Как и ранее, рассматривается ситуация, когда принципал (игрок Р) предла
гает агенту (игрок А) зарплатный контракт Иф), который представляет собой 
функцию от результатов q, реализованных при заданном уровне усилий е 
агента. Предположим, что результат q определяется формулой

q = C + е + г,

где уровень усилий е может лежать в интервале [0,епих], а е — непрерывная 
случайная величина, принимающая положительные и отрицательные зна
чения со средним £(е) = 0. Предположим также, что носителем е является 
интервал [-С,С|, т.е. е распределена на интервале [-С,С], где С — некоторое 
положительное число, и что распределение е не зависит от е.

Выигрыш принципала, если он предлагает агенту контракт №(■), составит

£к-ГК(9)].

Это означает, что мы предполагаем, что принципал нейтрален к риску. 
Выигрыш агента — его ожидаемый выигрыш

E[W{q)}-f{e),

где f (е) —- издержки агента приложения усилий на уровне е. Будем считать, 
что /'>0 и f" >0, т.е. f(e) выпуклая функция и/(0) = О1.

1 Мы предполагаем, что агент также нейтрален к риску и что его ожидаемая полезность 
от уровня богатства W(q) — это его ожидаемое значение, EllV(q)]. Анализ может быть 
проведен также и в предположении, что функция полезности от уровня богатства аген
та — строго вогнутая функция богатства, указывающая, что агент является рискофобом.

Динамическая игра, представленная на рис. 4.29, разыгрывается между 
двумя игроками следующим образом. На первом этапе принципал объявляет 
зарплатный контракт Иф • •). Будем предполагать, что этот зарплатный кон
тракт является линейной функцией от результатов, т.е. имеет вид

lV(q) = a + bq .

Для заданного контракта агент выбирает уровень усилий е на втором 
этапе игры. Наконец, на последнем этапе «природа» выбирает результат в 
соответствии с функцией распределения £(е) случайной величины е.

В этой динамической игре есть подыгра, которая начинается после объ
явления контракта W(q) = a + bq. Таким образом, можно воспользоваться 
методом обратной индукции для нахождения совершенного в подыграх 
равновесия. Следовательно, определим сначала оптимальный выбор агента 
после объявления принципалом зарплатного контракта.
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Рис. 4.29. Игра нахождения оптимального контракта: континуум уровней усилий

Ожидаемый выигрыш агента задается как

UА = Е{а + bq] - Де) = Е[а + Ь(С + е + е)] - Де) =

= а + ЬС + be + ЬЕ(Д - Де) = а + ЬС + be- Де), 

поскольку Де) - 0. Так как агент выбирает е, чтобы максимизировать 1ГА, 
получаем следующее условие первого порядка:

/'(₽) = />. (4.12)

Условие второго порядка выполняется автоматически, поскольку 
-f"(e) < 0 • Следовательно, оптимальный уровень усилий агента определяется 
соотношением (4.12)1.

1 Здесь должно быть понятно, что b < f'(enwi).

На первом этапе игры принципал выбирает W(q)-a + bq так, чтобы 
максимизировать

UP = E[q - W(q)] = E[e + e-a-b(e + e)J + (1 -b)C =

= e-a-be + (l- Ь)С (4.13)

(снова Е(е) = 0) при условии

а + be - f (е) + ЬС > Uo (4.14)
и

f'(e) = b. (4.15)

Здесь Uo — резервный уровень полезности агента, т.е. минимальный уро
вень полезности, который агент должен получить, соглашаясь на контракт. 
В противном случае он от контракта откажется. Ограничение (4.14) — условие 
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участия, а ограничение (4.15) — ограничение совместимости стимулов. Урав
нение (4.15) указывает принципалу на вероятный уровень усилий, который 
будет выбран агентом при данной функции заработной платы.

Подставляя (4.15) в (4.13), получим

Up = е - а - f'(e)e + (1 - f'(e))C .

Случай, когда ограничение (4.14) становится равенством, приводит к 
соотношению

а = /(е) - /'(е)е + Uo - /'(е)С.
Следовательно,

VP = е - f\e)e - [/(е) - f'(e)e + Uo - f'(e)C] + (1 - f'(e))C =

= e-f(e)-U0 + l. (4.16)

Принципал максимизирует выражение (4.16), включающее переменную е, 
выбирая а и b в зарплатном контракте W\q) = a + bq так, чтобы стимули
ровать агента выбрать е, максимизирующее (4.16). Условие первого поряд
ка — это

Г(е’) = 1.

Условие второго порядка для максимума выполнено, поскольку < 0. 
Учитывая (4.15), имеем

й = 1, и а = /(е’)-е’ +U0-C .

Таким образом, оптимальный контракт задается функцией

*̂( ?) = /(/)-e‘+t/0+<7-C,

1 Заметим, что, как и в предыдущем примере, ненаблюдаемость усилий «не имеет 
значения», поскольку выигрыши обоих контрагентов те же, что и в случае наблюдаемости 
усилий. Можно показать, что этот результат — следствие предположения о нейтральности 
к риску агента и, вообще говоря, не имеет места, если агент — рискофоб, а зарплатный 
контракт — линейный. — Примеч. ред.

1 Этот пример основан на статье: Lazear Е., Rosen S. Rank-order tournaments as optimum 
labor contracts // Journal of Political Economy. 1981. Vol. 89. P. 841-864.

где е удовлетворяет
/'(Z) = 1‘. ■

Следующий пример2 также основан на взаимодействии принципала с 
агентами, но теперь принципал предлагает контракты двум независимым 
агентам. Предлагаемые принципалом заработные платы обусловливаются 
относительными результатами двух агентов (зависят от соотношения 
результатов агентов), так что более высокую зарплату получит агент с более 
высоким результатом, а более низкую — тот, чей результат ниже. Как и в 
предыдущем примере, результаты агентов зависят случайным образом от 
уровней их усилий.

Пример 4.23 (оптимальные контракты с двумя агентами: игра «Сорев
нование» (турнир). Эта модель отличается от предыдущей наличием двух 
агентов. Как и в игре «Принципал — агент», принципал (игрок 1) предла
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гает зарплатные контракты (договоры, обусловливающие политику оплаты) 
И<(-) ,i-2, 3, двум агентам (игроки 2 и 3), где каждый такой зарплатный 
контракт является функцией результатов q2, q3. Результат, получаемый /-м 
агентом, задается формулой

qt - С + ei + е,..

Уровень усилий улежит в интервале |0,enraJ, a е,- — непрерывная случайная 
величина, принимающая положительные и отрицательные значения, со 
средним значением Це,) = 0. Будем предполагать, что носителем е, является 
интервал [-С,С], где С — положительное число, е, не зависит от с, и имеет 
плотность распределения Це,).

Ожидаемый выигрыш принципала в случае, если он предлагает агентам 
контракт ИЦ) *,  задается как

UP = E[q2+q3-IV(q2)-W(q3)].

Поскольку полезность принципала — это его ожидаемая прибыль, это 
предполагает, что он нейтрален к риску. Выигрыш агента i — это его ожи
даемый выигрыш:

где f (е,) — функция уровня усилий е, агента /, измеряющая издержки уси
лий е,-. Предполагается, что f (е,) — выпуклая функция е„ такая что /' > 0, 
Г>о и/(0) = 0.

Если бы принципал предлагал агентам отдельные контракты, то оптималь
ные контракты были бы аналогичны тем, что принципал предлагал агенту 
в предыдущем примере; так как каждый агент работал бы независимо от 
другого. Природа рассматриваемого нами зарплатного контракта несколько 
иного рода. Предлагаемая каждому агенту зарплата зависит не только от 
результатов этого агента, но также и от результатов другого агента. Таким 
образом, подобный контракт приводит к соревнованию между агентами, так 
как высокую зарплату ИЦ получит тот, у кого результат окажется лучшим, 
низкую зарплату ИЦ получит агент с низким результатом.

Динамическая игра между тремя агентами разыгрывается следующим 
образом. На первом этапе принципал объявляет пару зарплат (ИЦ,ИЦ). На 
втором этапе агенты, исходя из предлагаемых зарплатных контрактов, вы
бирают уровни усилий (е2,е3). Наконец, на третьем этапе «природа», через 
случайные величины е2 и е3, определяет результаты q2 и q3. Дерево игры 
изображено на рис. 4.30.

В этой динамической игре есть собственная подыгра, которая начинается 
после объявления пары зарплат (ИЦ, IVL). Поэтому можно использовать метод 
обратной индукции для нахождения совершенного в подыграх равновесия. 
Сначала найдем оптимальные выборы агентов при объявленном зарплатном 
контракте (ИЦ, ИЦ).

1 И при условии, что агенты соглашаются на предложенные условия. — Примеч. пер.
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Рис. 4.30. Игра «Соревнование» с двумя агентами

В силу природы зарплатного контракта ожидаемый выигрыш1 /-го агента 
составит

1 Заметим, что вероятность «ничьей» (одинаковых результатов двух агентов) в рассмат
риваемой ситуации равна нулю.

2 Это соотношение выполняется при е, =е,. — Примеч. ред.

U‘A = WHP[q,le,) > 9у(еу)] + WLP{q,le,) < 9у(еу)]-f(e,) =

= № (е,) > ^ (е;)] + Ж, -/(е,-),

где / = 2, 3 и i j . Здесь P[q,le,)> q jle f)\ — вероятность того, что результаты 
<?„ qj удовлетворяют неравенству q, > qj.

Таким образом, игра на втором этапе представляет собой стратегическую 
игру двух лиц с функциями выигрышей U2a и U\. Мы, следовательно, ищем 
равновесную пару уровней усилий (e^ej). Эта равновесная пара удовлет
воряет условию

(WH - Hf )P[q, (еГ) > Qj (е* )] - ) > (Гя - WL )P[q, (e,) > q. (e* )] - fie,)

для всех e, e[0,eniax], j*i  и i = 2, 3.
Иначе говоря, e’ решает задачу

тах{(Гя - WL)P{q,(e,) > qfe^] - fie,)}.

Условия первого порядка имеют вид
ЭРЩе^д^.)]

де,
(4.17)

В рассматриваемом случае

Р[г?,(е,) > = Л*,  + е,- > е*  + ej =

= Р[е, > е*  + - е;] = 1 - Р[е, <е' + еу -е,].
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Здесь /’(•) — функция распределения случайных величин. Поскольку е2 
и е3 независимы, для совместной плотности распределения имеем

g(e2e3) = А(е2)/г(Е3).
Следовательно,

Р[е, < е*  +еу -е.] = jh^^v^dv^Vj =

1 В оригинальном тексте отсутствуют величины издержек f(e). — Примеч. пер.

е‘ h(vi )dv, h(Vj )dvj = F(e*  + vy - e,.) h(Vj )dVj.

Условия первого порядка (4.17) тогда преобразуются к виду

В симметричном равновесии игры на втором этапе е\ = е3 = е . Тогда
условия первого порядка перепишутся в виде 

уп-£сс^)Л(ру)лу]

<9е,(И'д-И'л) = /'(*,),

что приводит к
- WL )JС_сh(Vj)2dVj = f'(e ), (4.18)

где i = 2, 3.
Принципал, следовательно, захочет назначить (1ГЯ, Мй£) так, чтобы мак

симизировать
иР = £[<72 (е* ) + q3(/ ) - ^(^(/) - W(q3(в )].

Поскольку вероятность того, что один из агентов получит больший ре
зультат, равна 1, ожидаемый выигрыш принципала можно записать в виде

Е\е +е2 +/ +е3]-WH -WL = 2е*  - WH - WL,

где, стоит отметить, е определяется соотношением (4.18) и является функ
цией от пары (WH, HQ.

Принципал, таким образом, выбирает (WH, HQ, чтобы максимизировать 
ожидаемый выигрыш при условиях1

^Pk2(e‘)>^(e’)] + ^Pk2(e-)<^(e-)]-/(e-)>^,

ИЛяЛ<73(е‘)>^(е,)] + ^£Ркз(е*)<<7 2(е’)]-/(е‘)>^.

Здесь UA — уровень резервной полезности (резервная полезность — это 
минимальный уровень полезности, необходимый, чтобы агент согласился 
на сделку) каждого из двух агентов.

Заметим, что
/Ч?’ > = р(е* + ez > е*  + еу) = Р(е( > £у).
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Поскольку е, и е7 независимы и одинаково распределены, то

Р(е,. <е,.) = Р(е,. <е;).
Следовательно,

Р(е; > е;) = 1 - Р(е; < е;) = 1 - Р{г. > е;).
Откуда

2/’(е,- > е7 ) = 1 или /*(£,.  > еу ) = у.

Тем самым задача принципала приводится к максимизации

2е -W„ -WL
при условии

Поэтому принципал должен максимизировать

2e’-2f/,-2/(e‘), (4.19)

выбирая (WH, WL) таким образом, чтобы е максимизировало (4.19).
Из условия первого порядка получаем

f\e) = 1. (4.20)

Таким образом, из (4.18) и (4.20) следует, что совершенное в подыграх рав
новесие задается парой (WH, WL), которая является решением уравнения 

где

WH=2f(e) + 2UA-WL,

а е определяется из (4.18).
Решение показывает, что равновесный уровень усилий каждого агента 

задается условием типа (4.20), однако уровни заработных плат и разница 
между ними являются функцией от плотности или распределения шума, 
содержащегося в полученных результатах. Чем меньше влияние шума на 
итоговый результат, тем больше разница между WH и WL. Это вытекает из 
того факта, что когда влияние шума меньше, уровень усилий становится 
более значимым в определении того, какой из агентов получит больший 
результат. Следовательно, должно быть предложено относительно большое 
вознаграждение, для того чтобы добиться более высокого уровня усилий и 
более высокого результата. ■

Упражнения
1. Это упражнение иллюстрирует феномен преимущества первого хода для 

моделей дуополии Курно и Штакельберга, описанных в примерах 2.24 
и 4.16 соответственно.
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(а) Найдите прибыли фирм rcf и в модели дуополии Штакельберга в 
равновесии по Нэшу (q{,q* 2), полученном в примере 4.16. [Ответ:

е _ (А + с2 -2cj)2 s _ (А + 2с, -Зс2)2 
Л| “ 8 и л2 - .]

(Ь) Пусть nf и п2 — прибыли фирм в равновесии по Нэшу в модели 
дуополии Курно, рассмотренной в примере 2.24. Покажите, что

—S „С _S „с 
TTj _ 7Cj И — 7^2 *

[Подсказка: воспользуйтесь выражениями для nf и п2 из упраж
нения 2 раздела 2.8.]

2. Найдите равновесие Штакельберга на дуопол ьном рынке с функцией 
спроса <7 = 22,5 -1,5/> и предельными издержками с, = с2 = 3 долл. Будет 
ли фирма-лидер заинтересована в сговоре, целью которого является 
объем производства, максимизирующий совокупную прибыль фирм? 
Объясните подробно.

3. Это упражнение показывает, что преимущество первого хода не всегда 
имеет место. Рассмотрите игру ценообразования по Бертрану из при
мера 2.25 и динамическую игру, в которой фирма 1 является ценовым 
лидером, а фирма 2 является (ценовым) последователем.
(а) Опишите функцию реакции (т.е. оптимальный отклик) фирмы 2 

на цены, которые может установить фирма 1. [Подсказка: для не
которых цен не существует наилучшего отклика, но существует его 
приближенный наилучший отклик.]

(Ь) Покажите, что прибыль фирмы 1, пх(рх,р2 (/?,)), равна нулю для любой 
назначаемой ею цены р{, где р2(ру) — функция отклика фирмы 2.

(с) Покажите, что в любом совершенном в подыграх равновесии при
быль фирмы 1 равна нулю.

4. Рассмотрим игру ценообразования по Бертрану с товарной дифферен
циацией, в которой функции спроса на товары первой и второй фирмы 
равны соответственно

qx(px,p2) = Ю~Pi + Л (функция спроса фирмы 1),

9г(А>Л)= Ю_ А + Pi (функция спроса фирмы 2).

(а) Найдите совершенное в подыграх равновесие в динамической 
игре, где фирма 1 является ценовым лидером, а фирма 2 является 
(ценовым) последователем.

(Ь) Вычислите прибыли обеих фирм.
(с) Имеет ли здесь место преимущество первого хода?

5. Проверьте, что путь а->с—>d является единственным равновесным 
путем в игре примера 4.15. Найдите также все равновесные профили 
стратегий, поддерживающие путь а с -э d.

6. В игре примера 4.15 выигрыши держав таковы, что в совершенном в 
подыграх равновесии обе выбирают N. Предположим, что субъектив
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ные выгоды выбора N сравнительно малы, а издержки выбора N срав
нительно высоки, так что выигрыш, или чистая выгода, от выбора N 
теперь меньше, чем от выбора NP.
(а) Изобразите динамическую игру с новыми выигрышами.
(Ь) Найдите совершенное в подыграх равновесие в этой игре.
(с) Возможна ли ситуация, когда (N,N) больше не будет совершенным 

в подыграх равновесием?
7. Рассмотрим игру «Партнерство», в которой выигрыши участников со

ставляют ui(ei,e2) = (А + е} -ei)ej, где ек — уровень усилий участника к, 
А> 0 — константа. (Как обычно, если 1= 1, то j = 2, и наоборот.) 
Предположим, что участник 1 является лидером и первым выбирает 
уровень усилий. Участник 2 является последователем, выбирая уро
вень усилий после наблюдения уровня усилий, выбранного первым 
участником. Найдите совершенное в подыграх равновесие в этой игре 
с совершенной информацией.

8. Рассмотрим динамическую игру примера 4.18, дерево которой указано 
на рис. 4.23. Наложим следующие ограничения на параметры е и nv. 
О < е < 10 и 20 </«<30. Найдите равновесия по Нэшу и совершенные в 
подыграх равновесия этой игры. [Ответ: {/,/?'}), совершенное
в подыграх; ({DM ,wt},{/,/'}) равновесие по Нэшу, но не совершенное 
в подыграх.]

9. Рассмотрим игру примера 4.18. Пусть издержки мониторинга отсут
ствуют (т.е. т - 0), а издержки приложения усилий е удовлетворяет 
соотношению 20 < е < 30 . Найдите все равновесия по Нэшу и совер
шенные в подыграх равновесия.

10. Снова обратимся к примеру 4.18. Предположим, что агент не знает, 
наблюдают ли за его усилиями. Опишите полученную динамическую 
игру и найдите в ней равновесия по Нэшу.

И. Рассмотрим игру примера 4.20 с параметрами h и I, такими, что h -1 > 72 
и / < 19. Покажите, что принципал предложит контракт w(h) = h и 
w(l) = I, а агент согласится на сделку и будет работать «спустя рукава».

12. Обратимся к игре примера 4.21. Предположим, что принципал предлага
ет контракт (w,,w2), удовлетворяющий соотношению wt-w2< 1,25(Л - /). 
Проведите полный анализ (в терминах параметров h и Г) равновесий 
по Нэшу и опишите ожидаемые выигрыши игроков.

13. В игре примера4.21 функция полезности агента имела вид u(w,e) -w-e, 
где w — полученная заработная плата, а е — уровень усилий агента. 
Пусть теперь функция полезности задается как

u(w,e) = j •

Предположим, что, как и в примере 4.21, принципал не наблюдает за 
усилиями агента, а параметры и контракты удовлетворяют условиям 
0<2/ = Л<85 и >2U5w2.
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(а) Изобразите дерево игры с новой функцией полезности агента.
(Ь) Как теперь будет выглядеть задача оптимизации, которую должен 

решить принципал?
(с) Решите задачу принципала из пункта (Ь).
(d) Каков оптимальный контракт, предлагаемый принципалом?

14. Найдите оптимальный зарплатный контракт в примере 4.21 в случае, 
если параметры удовлетворяют неравенству 9/ <h .

4.4. Решение динамических игр 
в поведенческих стратегиях
Мы уже рассмотрели концепции подыгр и совершенного в 

подыграх равновесия в динамических играх. Однако в наших рассуждениях мы 
использовали лишь чистые стратегии. Для динамических игр с совершенной 
информацией всегда существует равновесие в чистых стратегиях, поскольку 
получаемые с помощью метода обратной индукции равновесия не только 
является равновесиями по Нэшу, но также и равновесиями, совершенными в 
подыграх. Однако в случае игр с несовершенной информацией это не всегда 
верно. Иначе говоря, динамическая игра с несовершенной информацией 
может не иметь равновесия по Нэшу; см. пример на рис. 4.31. Матричная 
форма такой игры представлена в табл. 4.8.

Похожая проблема встречалась ранее в разделе 2.4: игра не имеет равно
весия по Нэшу в чистых стратегиях. Однако, как и в разделе 2.4, матричная 
игра имеет равновесие в смешанных стратегиях. Таким образом, расширение 
множества стратегий с чистых до смешанных стратегий позволяет найти 
равновесие. Как будет видно далее, такого рода расширение множества стра-

Таблица 4.8

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L' R'

L (2,1) (0,2)
R (1,2) (1,1)
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тегий для динамических игр также позволит найти равновесный профиль 
стратегий в том случае, когда равновесие в чистых стратегиях отсутствует. 
Начнем обсуждение стратегий в динамических играх, в которых участники 
рандомизируют, с концепции поведенческих стратегий.

Рассмотрим динамическую игру (с совершенной или несовершенной 
информацией). Пусть Т — информационное множество некоторого 
игрока i '. Обозначим через v(2) множество ребер или выборов в каждом 
узле информационного множества I. И как обычно, обозначим множество 
распределений вероятностей на v(T) через A(v(Z)). Наконец, для каждого 
игрока i } — набор всех информационных множеств игрока i в
этой динамической игре. Тогда поведенческая стратегия игрока z указывает 
его выбор в каждом A(v(Z/)), у = 1,...,/(.. Точнее, определение звучит так.

Определение 4.24. Поведенческая стратегия ф игрока i — это функция

м
такая что каждое ) является вероятностным распределением на Д(у(7/)), 
т.е.

Z>,(Z/)g A(v(Z/)) для всех j =

Таким образом, поведенческая стратегия описывает выборы (возможно, 
случайные) игрока i в каждом его информационном множестве. Таким обра
зом, понятие поведенческой стратегии является прямым обобщением понятия 
стратегии в динамических играх, позволяющим рандомизировать выборы 
в каждом информационном множестве. Заметим, что можно представлять 
поведенческую стратегию Z>, как элемент множества

В, = Д(у(Т ')) х Д(у(2Г/)) х ••• х Д(у(^)), 

которое является выпуклым компактным подмножеством в некотором Ев
клидовом пространстве.

Определение 4.25. Профиль поведенческих стратегии — это набор п элемен
тов Ь=:(Ь{,Ь2,...,Ьп),где Ь' — поведенческая стратегия игрока i. Следовательно, 
профиль поведенческих стратегий b является элементом выпуклого компактного 
множества

В = В}хВ2х-хВп.

Пусть Q{,Q2,...,Qk — терминальные узлы динамической игры, и пусть 
b — профиль поведенческих стратегий. Нетрудно понять, что профиль по
веденческих стратегий b приписывает вероятность Рь(е) каждому ребру е 
динамической игры. Это автоматически порождает распределение вероятнос-

1 Информационное множество I может быть и одноэлементным, т.е. состоять из 
одной точки.

2 То есть, если е — ребро информационного множества 2/ игрока /, то будем обозначать 
вероятность, с которой игрок i выбирает е, через через bt(e).
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тей {тгДб^лДбг),...,^^.)} на множестве узлов {Q1,Q2,...,Qt} следующим 
образом. Если

в], е2,..., еЛ

— путь (единственный) из корня в терминальный узел Qr, то
М£) = W^2).../>(ex).

к
Убедитесь самостоятельно, что У nb(Qr) = 1.

Г-1
Таким образом, динамическая игра в поведенческих стратегиях — это ди

намическая игра п лиц со следующими характеристиками:
(1) игроки — это те же игроки, что и в исходной игре;
(2) множество стратегий каждого игрока i — это S,, где

Bi = A(v(T/)) х A(v(Z,2)) х • • • х Д(у(2Г/'));

1 Простой пример несуществования равновесия в поведенческих стратегиях можно 
найти в [63]. Приведенный здесь пример предложен И. Топольяном и является модифици
рованной версией примера из: Wichardt Р.С. Existence of Nash equilibria in finite extensive form 
games with imperfect recall // Games and Economic Behavior. 2008. Vol. 63. P. 366-369.

(3) функция выигрыша каждого игрока i — функция ожидаемого выиг
рыша U/.B-^R, определяемая правилом

Ui(b) = Ui,(bi,b2,...,b„) = Ynb(Qr)ui(Qr).
r=l

Равновесие (соответственно совершенное в подыграх равновесие) в пове
денческих стратегиях определяется как равновесие по Нэшу (соответственно 
как совершенное в подыграх равновесие) в игре с поведенческими страте
гиями. Определение равновесия выглядит так.

Определение 4.26. Профиль поведенческих стратегий b*  =(b^,b2,...,b*)  
называется равновесием в поведенческих стратегиях в динамической игре, 
если для любого игрока i и любой его поведенческой стратегии т.е. б, е В,-, 
выполнено

U^b'.^U№,£,).

Профиль поведенческих стратегий b называется совершенным в подыграх 
равновесием в поведенческих стратегиях, если он порождает равновесие в по
веденческих стратегиях в любой подыгре исходной динамической игры.

Сразу же возникает вопрос: любая ли динамическая игра имеет равновесие 
(совершенное в подыграхравновесие) в поведенческих стратегиях?К сожалению, не 
любая. Следующий пример показывает, почему оно есть не в каждой игре1.

Пример 4.27 (динамическая игра без равновесия в поведенческих стра
тегиях). Покажем, что динамическая игра, представленная на рис. 4.32, не 
имеет равновесия в поведенческих стратегиях. Рассмотрим произвольный 
профиль поведенческих стратегий (b^bj, где

bl(L) = p и bl(L") = r
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b2(L') = q.

В таком случае ожидаемые полезности равны

U^,b2) = pqr - 5pq{\ -г)- р(1 - q)r - 5р(1 - ?)(1 - г) - 5(1 - p)qr -

-(1 - p)q(1 - г) - 5(1 - р)(1 - q)r + (1 - р) (1 - q)(1 - г) =

= 2(5pr -Зр + pq -Зг + qr)-2q + 1 
и

U2(bj,b2) = -Ui(b},b2) = 2q(\- p-r)-\Qpr + 6^ + 6r-l.

Ожидаемые полезности являются функциями р, q и г. Следовательно, 
при дальнейшем анализе будем писать U;(й|,й2) = U,(p,q,f), где Z>, ={р,г} и 
Ь2 = {<?} •

Теперь предположим, что в игре существует равновесие в поведенческих 
стратегиях, скажем Ь*  - (Ь^Ь*̂  ({/>’,г*}, {<?*}).  Рассмотрим возможные случаи 
отдельно.

Случай I. р*  + г*  > 1.
В этом случае l-р*  -г*  <0. Если q" >0, то очевидно, что (/2^-у,/>* 2^> 

> U2(q* ,Ь* 2). Но это противоречит тому, что Ь*  — равновесие в поведен
ческих стратегиях. Поэтому в этом случае q*  = 0. Теперь заметим, что

U^p,0,г) - (0,0,0) = 1 Орг - 6р - 6г = -6р(1 - г) - 4г(1 - р) - 2г < 0 (4.21) 
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при любом выборе (/>,/•) игрока 1. Выбор (0,0) оказывается наилучшим 
откликом игрока 1 на выбор q = 0 игрока 21.

1 Следующий шаг в доказательстве представляется избыточным. — Примеч. пер.
2 В действительности СДд,!,/■) = 10/>r-4/>-4r-1 , но функции 10рг-4р-4г-1 и 

\Qpr-4p-4r достигают своего максимума при одних и тех же значениях аргументов. — 
Примеч. пер.

Поскольку по предположению (р* ,0,г") — равновесие по Нэшу, следова
тельно (р*,г ’) должно также быть наилучшим откликом на стратегию q" = 0 
игрока 2. Однако это влечет неравенство

Ц(/,0,/)-!/,((),0,0) = -6/(1-г’)-4г*(1  -/)-2г‘ >0 . (4.22)

Из формул (4.21) и (4.22) получаем

6/?*  (1 -r’) + 4r‘(l - />*)  + 2г’ =0 , 

где каждый член суммы является неотрицательным, значит, обязан быть 
нулевым. Откуда, г = 0, а следовательно, и р" = 0. Требование р" +r‘ > 1 не 
выполняется.

Случай II. р‘ + г*  < 1.
Тогда 1 - р' + г*  > 0 , откуда следует, что q = 1. Однако если q = 1, то

Щ(р, 1,/-) = 10рг-4р-4г = 4Хг-1) + 4г(/>-1) + 2рг2.

Утверждается, что максимум функции Ux(p,\,r) достигается прир = r= 1.
Ясно, что при р < 1 и г < 1

и^рЛ, r)<Ul (1,1,1) = 2, 

так как 4р(г-1)<0, 4г(р-1)<0 и 2рг<2.
Если г < 1, а р = 1, то

t/1(l,l,r) = 6r-4<2 = t/1(l,l,l).

Наконец, при р < 1, г = 1

(71(р,1,1) = 6р-4<2 = 1/1(1,1,1).

Это показывает, что выбор (р,г), для которого р + r< 1, не является наи
лучшим откликом на q = 1. Следовательно, р*  +r*  < 1 не может быть частью 
равновесия в поведенческих стратегиях.

Случай III. р*  + г*  = 1.
В этом случае q = 0, q' = 1 или 0 < q’ < 1 .
Если q‘ = 0, то доводы случая I приведут к противоречию.
Если q*  = 1, то доводы случая II приводят к противоречию.
Остается только случай 0 < q*  < 1. Если р + г = 1, то

U^p,q*  ,г) = -2<?*(1  -р-г) + \0рг-6р-6г + 1 = \0p-lQp2 - 5.
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Максимум этой функции достигается в точке р*  = у, т.е. выбор j 

оказывается наилучшим откликом игрока 1 на выбор q игрока 2. Однако 
заметим, что

^(1 Л*,1)  - 2q -1 > -1 > -2.5 = Ц •

Тем самым выбор j не может быть наилучшим откликом игрока 1 

на стратегию q игрока 2, получаем противоречие.
Таким образом, в конечном итоге мы показали, что любой выбор (р, q, г) 

не может быть частью равновесия в поведенческих стратегиях; следователь
но, в этой динамической игре не существует равновесия в поведенческих 
стратегиях. ■

Как мы увидим далее, проблема с динамической игрой в примере 4.27 воз
никает вследствие того, что это игра с несовершенной памятью. Из рис. 4.32 
видно, что игрок 1 забывает о своем выборе в узле О; в результате игрок 1 не 
знает, какой из узлов информационного множества {C,D,S, 7} достигнут. Если 
бы он помнил выбор в узле О, то наверняка знал бы, что находится или в 
узлах {С,D} или в узлах {5,7). В связи с этим обстоятельством динамические 
игры разделяют на игры с совершенной и игры с несовершенной памятью.

Определение 4.28. Динамическая игра является игрой с совершенной памятью, 
если для любого игрока i и любых его двух выборов с' и с" в информационном 
множестве Z, любые информационные множества I- и I", такие что I' и 
Т" — наследники 2, и содержат узлы, соединяющиеся некоторым путем с с' 
и с" соответственно, не пересекаются между собой. То есть, если для любой 
пары с' * с" информационное множество I' достигается через выбор с', а 
информационное множество I" — через выбор с" , то Т'С\Т"=0 .

Это просто означает, что игрок никогда не забудет о сделанном в инфор
мационном множестве выборе, так что тот же выбор не сможет привести 
к узлам из того же информационного множества игрока на более позднем 
этапе игры. Таким образом, два различных выбора игрока всегда ведут к 
различным информационным множествам на последующих этапах динами
ческой игры.

Различие между динамическими играми с совершенной и несовершенной 
памятью проиллюстрировано на рис. 4.33. В динамической игре с несовер
шенной памятью два различных выбора игрока 1 ведут к одному и тому же 
информационному множеству на последующей стадии игры.

Хотя пример 4.27 показывает нам, что в динамических играх с несовершен
ной памятью равновесия в поведенческих стратегиях может не существовать, в 
конечных динамических играх с совершенной памятью такое равновесие всегда 
существует. Мы сформулируем сейчас этот важный и полезный результат. 
Его доказательство будет представлено в гл. 9, теорема 9.26.

Теорема 4.29. Любая конечная динамическая игра с совершенной памятью 
имеет совершенное в подыграх равновесие в поведенческих стратегиях.
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Рис. 4.33. Игра с совершенной памятью (а); игра с несовершенной памятью (б)

Ниже в этом разделе мы остановимся на иллюстрации и анализе совер
шенных в подыграх равновесий в поведенческих стратегиях на нескольких 
примерах.

Пример 4.30. Рассмотрим динамическую игру с несовершенной информа
цией, представленную на рис. 4.31. Было установлено (с помощью матричной 
формы игр), что игра не имеет равновесия по Нэшу в чистых стратегиях. 
Также отмечалось, что игра не имеет собственных подыгр. Так что любое рав
новесие по Нэшу в поведенческих стратегиях автоматически будет являться 
совершенным в подыграх равновесием в поведенческих стратегиях. У игро
ка 1 только одно информационное множество Т): Z, - {Я} и v(T\) = {L,R}. 
У игрока 2 также одно информационное множество Т2, включающее узлы В 
и С, т.е. Т2 = {В,С}. Понятно, что v(T2) = {L',R'}. Из этого следует, что

A(v(Tj)) = {(p,l-p):0<p<l} и A(v(Z2)) = {(<?,!-q):0<q<\},

где р и 1 - р — вероятности выбораLuR, а и 1 - ? - вероятности выбора 
L' и R' соответственно. Произвольная поведенческая стратегия в данной 
динамической игре имеет вид

6 = (/>!,/>2)Ч(Р,1-/О,(<7,1-<?)), 0<р<1 и 0<^<1.

Нетрудно видеть, что

nb(D) = Pb(AB)Pb(BD) = Pb(L)Pb(L') = pq,

ЛД£) = Pb(AB)Pb(BE) = Pb(L)Pb(R') = p(\-q), 

nb(F) = Pb(AC)Pb(CF) = Pb(R)Pb(L') = (1 - p)q , 

nb(G) = Pb(AC)Pb(CG) = Pb(R)Pb(R') = (1 - p)(l - q).

Следовательно, ожидаемые функции выигрыша

U{(b{,b2) = pq x2 + p(\ -q) xO + (1 - p)q x 1 + (1 - />)(! - q) x 1 = p(2q -1) + 1,

U2(b{,b2) = pqx\ + />(1-?)х2 + (1-p)qx2 + (l-p)(l-q)x\ = q()-2p) + p + l.
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Учитывая вид функций выигрыша, легко убедиться, что совершенное в 
подыграх равновесие должно удовлетворять условиям

2^-1=0 и 1-2/? = 0.

Таким образом, мы установили, что н 11 fl in ^2’ 2 J’l2 ’ 2 JJ — единственное

равновесие в поведенческих стратегиях в этой игре.
Следующий пример демонстрирует, почему игрок может захотеть осу

ществить случайный выбор и чем полезна рандомизация. Рассмотрим дина
мическую игру с несовершенной информацией, изображенную на рис. 4.34. 
В этой игре в интересах игрока 2 — держать игрока 1 в неведении относи
тельно того, какой выбор был сделан им в узле С. Если игрок 1 полагает, что 
игрок 2 выбрал L', то он выберет L", в результате чего выигрыш игрока 2 
составит 0. Аналогично, если игрок 1 верит, что игрок 2 выбрал R', то сам 
выберет R" , вследствие чего игрок 2 снова получит 0. Единственный способ 
для игрока 2 увеличить свой выигрыш — смешивать (рандомизировать) свои 
выборы в узле С. Заметим, что подыгра с началом в узле С представляется 
матричной игрой двух лиц и изображена в табл. 4.9.

В игре нет равновесий по Нэшу в чистых стратегиях, так что в этой 
динамической игре нет и совершенных в подыграх равновесий в чистых 
стратегиях. У игры есть только одно равновесие в смешанных стратегиях: 
(71 Ы1 1У| пу,у , у,у . Ограничение смешанного равновесия на подыгру с началом 
\ \ ~ "" J \ ~ / /
в С требует от игрока 2 выбора

т, 1 1L с вероятностью у и л с вероятностью у 

Игрок 1
Стратегия

L"
R"

Игрок 2
и R'

(3,0) (0,3)
(0,3) (3,0)
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и от игрока 1 выбора

L" с вероятностью у и Л" с вероятностью 

в информационном множестве {£),£}.
Возвращаясь к игре на рис. 4.34, заметим, что игрок 1 осуществляет 

выбор в информационных множествах {Л} и {D,E}. Возможные выборы в 
этих множествах — это т({Л}) = {£, R} и v({D,E}) = {L",R"}. Таким образом, 
поведенческая стратегия игрока 1 включает элемент Д({£,А}) множества 
распределения вероятностей на {L,R}, и элемент Д({£",/?"}) множества рас
пределения вероятностей на {L",R"}.

Нетрудно проверить, что профиль поведенческих стратегий

является единственным совершенным в подыграх равновесием в поведенче
ских стратегиях. То есть игрок 1 выбирает R в узле А и стратегии L", R" с 
вероятностями -у в информационном множестве {D,E}, а игрок 2 выбирает 

2 1
£*  в узле В и стратегии £', R' с вероятностями -j в узле С.

Следующий пример имеет дело с динамической игрой с несовершенной 
информацией, в которой отсутствует равновесие в чистых стратегиях. Найдем 
совершенное в подыграх равновесие в поведенческих стратегиях, пользуясь 
непосредственно методом обратной индукции.

Пример 4.31 (совершенное в подыграх равновесие и обратная индукция). 
Рассмотрим игру, изображенную на рис. 4.35. У нее имеются две собствен
ные подыгры, одна из них начинается в узле В, другая в узле С. Подыгра 
с началом в В эквивалентна игре в стратегической форме, представленной 
в табл. 4.10. Несложно убедиться в том, что единственным равновесием в
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Таблица 4.10 Таблица 4.11

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Л.

L" (3,1) (0,3)
R" (0,3) (3,1)

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия л,

L' (3,0) (1,2)
R' (1,2) (3,0)

fl И fl 11 (2’2/1 2’2jJ'поведенческих стратегиях этой игры является профиль

Ожидаемый выигрыш участников при выборе равновесных поведенческих 
3 3

стратегий составляет ( — ,2). То есть, игрок 1 ожидает получить у, игрок 2 
ожидает получить 2.

Игра с началом в узле С эквивалентна матричной игре на табл. 4.11. Нетруд
но убедиться, что и в этом случае единственным равновесием в поведенческих

стратегиях этой динамической игры будет профиль • Ожида

емый выигрыш игрока 1 равен 2, ожидаемый выигрыш игрока 2 равен 1.
Поскольку (согласно теореме 4.29) любое совершенное в подыграх рав

новесие в поведенческих стратегиях порождает равновесие в поведенческих 
стратегиях в каждой подыгре, то единственным совершенным в подыграх 
равновесием в поведенческих стратегиях (b*,b 2) является следующее:

Игрок Г. %(A) = L, b*  (£") - %(R") = (Я* ) = 1,

Игрок 2 b2(Rx) = £2(£,) = /(/?2) = /(/) = 1.

Заметим, что в узле А игрок 1 выберет L, поскольку его ожидаемый вы- 
3

игрыш в узле В равен — , а в узле С равен 2. ■

Упражнения
1. Проверьте, что динамическая игра с несовершенной информацией 

на рис. 4.34 является игрой с совершенной памятью. Убедитесь, что в 
табл. 4.12 приведена ее матричная форма.

2. Рассмотрим динамическую игру, представленную на рис. 4.34. По-
1 И fl 1
2’2Д2’2

поведенческих стратегиях в подыгре с началом в С.

является единственным равновесием вкажите, что

Таблица 4.12

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия {£',/?*} {£',£*} {R',R'\ {Л',£*}
{Я', Я"} (0,3) (0,3) (3,0) (3,0)
{*,£"} (3,0) (3,0) (0,3) (0,3)

(0,0) (1,1) (0,0) (1,1)
{£,£"} (0,0) (1,1) (0,0) (1,1)
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3. Снова обратимся к динамической игре на рис. 4.34. Покажите, что

— единственное совершенное в подыграх равновесие этой игры.
4. Запишите представление динамической игры на рис. 4.34 в матричной 

форме.
(а) Существует ли равновесие в чистых стратегиях в этой матричной 

игре?
(Ь) Найдите все равновесия в смешанных стратегиях в этой матричной 

игре.
(с) Убедитесь, что среди всех найденных в пункте (Ь) равновесий в 

смешанных стратегиях только одно является совершенным в по
дыграх равновесием.

5. Найдите представление динамической игры на рис. 4.35 в матричной 
форме.
(а) Существует ли равновесие в чистых стратегиях в этой матричной 

игре?
(Ь) Найдите все равновесия в смешанных стратегиях этой матричной 

игры.
(с) Убедитесь, что среди всех равновесий в смешанных стратегиях 

(найденных в пункте (Ь)) только одно является совершенным в 
подыграх равновесием.

6. Покажите, что в динамической игре (с совершенной или несовершен
ной информацией) с терминальными узлами QvQ2,--,Qk для произ
вольного профиля поведенческих стратегий имеет место

Г=1
7. Покажите, что совершенное в подыграх равновесие в поведенческих 

стратегиях в примере 4.31 определяет профиль смешанных стратегий 
для представления динамической игры на рис. 4.35 в матричной фор
ме. Убедитесь также, что этот профиль смешанных стратегий является 
равновесием в смешанных стратегиях данной матричной игры.

8. Покажите, что каждый профиль поведенческих стратегий в динамиче
ской игре на рис. 4.35 индуцирует эквивалентный по выигрышу (т.е. 
имеющий тот же ожидаемый выигрыш для каждого игрока) профиль 
смешанных стратегий в матричной форме динамической игры.

9. Покажите, что в динамической игре на рис. 4.35 для каждого профиля 
смешанных стратегий матричной формы динамической игры сущест
вует как минимум один эквивалентный по выигрышу (т.е. имеющий тот 
же ожидаемый выигрыш для каждого игрока) профиль поведенческих 
стратегий.

10. Игра в матричной форме, представляющая динамическую игру из при
мера 4.27, имеет равновесие в смешанных стратегиях. У игры, однако, не 
существует равновесия в поведенческих стратегиях. Объясните, почему.
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Глава 5 АУКЦИОНЫ

Аукционы использовались для покупки и продажи товаров 
еще в доисторические времена, и даже на сегодняшний день они исполь
зуются довольно-таки часто. Лондонский «Сотби» с филиалами во многих 
богатых столицах мира проводит аукционы редких товаров и произведений 
искусства среди состоятельных покупателей. Муниципалитеты также ис
пользуют некоторые формы аукциона для найма подрядчиков для проведе
ния определенных видов работ. С помощью механизма аукциона регулярно 
осуществляется аренда офшорных месторождений нефти как среди крупных 
нефтяных компаний, так и среди независимых предпринимателей. Один из 
самых больших аукционов со ставками в размере миллиардов долларов был 
проведен в 1994 г. Правительство Соединенных Штатов «проводило аукци
он по предоставлению лицензий на право использования радиочастот для 
средств персональной связи: мобильные телефоны, двусторонний пейджинг, 
портативный факс и беспроводные компьютерные сети»1. Как мы видим, 
аукционы используются часто и в разных ситуациях.

1 McAfee R.P., McMillan J. Analyzing the airwaves auction // Journal of Economic Perspec
tives. 1996. Vol. 10. P. 159-175.

В гл. 2 уже кратко говорилось о том, что аукционы могут быть описаны 
как игры. Был рассмотрен аукцион с одновременным выбором ставок на 
один товар, причем участники аукциона знали ценность товара. Но это лишь 
один вид аукциона. Существуют аукционы, где продается только единица 
неделимого товара, а есть аукционы, где на продажу выставлены п различных 
товаров. Аукцион радиочастот относится к последнему типу. Аукционы также 
классифицируются в соответствии с тем, платит ли победитель максимальную 
ставку или вторую по величине ставку. В некоторых аукционах участники 
знают ценность для них выставленного на аукцион товара, в то время как в 
других имеется значительная неопределенность относительно этой ценности. 
В аукционе лицензий на право бурения офшорных месторождений участники 
формируют лишь некоторую оценку реальной ценности аренды.

Аукционы могут принимать различные формы. Участники могут делать 
ставки одновременно и запечатывать их в конверты или последовательно, когда 
аукционист последовательно оглашает ставки. Бывают аукционы первой цены, 
в которых победитель платит максимальную по величине ставку, и аукционы 
второй цены, где победитель платит только вторую по величине ставку.

В этой главе используется аппарат теории игр для анализа аукционов при 
их классификации согласно имеющейся у участников информации о ценнос
ти предмета, выставленного на аукцион, и информации оценки его другими 
участниками. Для начала рассмотрим аукционы с совершенной информацией, 
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в которых все участники знают оценки этого предмета каждым их них. Да
лее перейдем к анализу английских аукционов и аукционов с индивидуальными 
частными оценками, в которых участник знает только свою оценку. И нако
нец, рассмотрим аукционы с общими оценками, где участник получает лишь 
зашумленный сигнал относительно реальной ценности предмета.

5.1. Аукционы с совершенной информацией
Аукцион1 2 состоит из п лиц (называемых участниками торгов 

или игроками), пронумерованных от 1 до п, каждый из которых заинтересован 
в покупке предмета (или товара). Победитель аукциона определяется согласно 
заранее продекларированным правилам, которые находят отражение в назва
нии аукциона. Следующее общепринятое обозначение будет использоваться 
на протяжении всей главы.

1 Термин «аукцион» происходит из латинского языка и буквально означает «возрастание».
2 Для практических целей v, — «небольшой» интервал [у,- - е, v, + е], границы которого 

представляют наибольшее и наименьшее значение ценности предмета для участника. 
Для упрощения нашего анализа, однако, v, всегда рассматривается как положительное 
вещественное число.

• Ценность продаваемого на аукционе товара для i-го игрока равна г,. Вели
чина vt, называемая оценкой товара игроком i, есть количество, которое ) внутренне связано с этим игроком ,

Подчеркнем, что у. отражает субъективную оценку предмета участником /; 
т.е. насколько данный предмет ценен конкретно для него. Обычно только 
сам игрок i знает у, а в определенных случаях (как, например, аукционы с 
общими оценками, которые будут обсуждаться в разделе 5.4) даже сам игрок / 
в точности не знает у!

Аукционы классифицируются как в соответствии с правилами, так и в со
ответствии с информацией о векторе оценок (vl,v2,...,vn), которой обладают 
участники торгов. Аукцион, в котором все участники знают вектор (vl,v2,...,vn), 
называется аукционом с совершенной информацией, в противном случае — аук
ционом с несовершенной информацией. В данном разделе будут обсуждаться 
закрытые аукционы первой цены и закрытые аукционы второй цены.

Обратимся сначала к закрытому аукциону первой цены с совершенной 
информацией. В этом случае каждый участник торгов знает вектор оценок 
(vt,v2,...,vn). Без ограничения общности (при необходимости, перенумеровав 
участников) можно полагать, что

0<V„<V„.! <...<V2<V!. (*)

Даже если оценки неизвестны, общепринятой является нумерация участ
ников в соответствии с (*).  Для дальнейших рассуждений полезно иметь в 
виду это упорядочение ставок на вещественной прямой, как показано на 
рис. 5.1.

Название «закрытый аукцион первой цены» подразумевает следующие 
правила проведения. Каждый участник торгов I делает ставку bi; т.е. выбирает
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О v„ V„-l V2 vi v

Рис. 5.1

число b-: g[0,o°) и помещает в запечатанный конверт. После того как будут 
собраны все конверты, отвечающий за проведение аукциона (аукционист) 
вскрывает конверты и обнародует ставки. Победителем провозглашается 
участник, сделавший самую высокую ставку, который может затем полу
чить предмет, уплатив аукционисту свою (максимальную) ставку. В случае 
г различных участников с максимальной ставкой будем предполагать, что 
победитель определяется среди них с помощью жеребьевки — таким образом, 
каждый участник с максимальной ставкой (финалист) получает предмет с 
вероятностью 1/г.

В закрытом аукционе первой цены полезность участника i (или его вы
игрыш) — это

О,
и. (^i

если b, <т = тах{^,...,Ьп},
Ьп)= 1.

—(v, - о,), если i среди г финалистов,

где Ь = (Ьх,...,Ьп) — вектор ставок всех участников. То есть если участник i 
оказывается победителем, он платит максимальную ставку; его выигрыш — 
разница между его оценкой товара и тем, сколько он уплатил. Если ставка 
оказывается меньше максимальной, выигрыш будет нулевым. Заметим, что 
если находится более одного финалиста, то выигрыш участника определяет
ся как ожидаемый выигрыш. Заметим также, что выигрыш участника будет 
положительным только в том случае, если он победитель и платит меньше, 
чем его собственная оценка данного товара.

Какую ставку следует сделать исходя из вышесказанного? Ответ на этот 
вопрос дает следующая теорема.

Теорема 5.1. В закрытом аукционе первой цены любая ставка b, > г, «не- 
оптимальна» в том смысле, что любая ставка b- < v; дает как минимум такой 
же выигрыш, как и ставка bt.

Более того, в закрытом аукционе первой цены с полной информацией «ра
циональные» участники должны вести себя следующим образом.

(1) Если v, > v2 (т.е. если участник 1 единственный среди имеющих макси
мальную оценку), то участник 1 выигрывает при ставке Ь{, такой что 
v.>b.l>v1. (Для получения наибольшего выигрыша Ьг должна быть близка 
к v2.)

(2) Если два или более участников имеют максимальную оценку, то каждый 
финалист i сделает ставку b-: - vt.

Доказательство. Если 6,. > v( и участник / выигрывает, то его полезность

= y(v;-b,) < 0 . Если не выигрывает, то и.,= 0. Заметим, что участник /' 

может гарантированно получить как минимум и, = 0, если b: < V;.
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(1) Из вышеупомянутого наблюдения мы знаем, что при i > 2 имеет место 
6, < г2. Следовательно, игрок 1 выиграет при ставке v2 < ^ < v1.

(2) Если ставка /э, финалиста i удовлетворяет < v; = г,, то он проиграет 
другому участнику j с максимальной оценкой, если тот предлагает Ь2, 
такое что bt < bj < v,. Таким образом, ставка каждого финалиста должна 
быть равна у,, максимальной оценке товара. ■

Как следствие теоремы можно объявить победителя закрытого аукциона 
первой цены.

Следствие 5.2. Дня закрытого аукциона первой цены с совершенной ин
формацией и «рациональными» участниками торгов имеют место следующие 
утверждения.

(1) Участник 1 (участник с наибольшей оценкой) всегда финалист.
(2) Если У] > v2, то он выигрывает с помощью ставки, превосходящей вторую 

по величине оценку v2(ho достаточно близкой к ней).
Теперь становится ясно, что можно рассматривать закрытый аукцион 

первой цены как стратегическую игру с п участниками, обладающую следу
ющими свойствами.

(1) л игроков — это п участников (аукциона).
(2) Множество стратегий игрока / — S, =[0,°°).
(3) Функция выигрыша игрока i представляет собой функцию полезности 

щ, заданную (**)  (которая была описана перед теоремой 5.1).

1 В этом разделе мы интересуемся только равновесиями в чистых стратегиях. Так что 
«равновесие по Нэшу» здесь является синонимом термина «равновесие по Нэшу в чистых 
стратегиях».

Выясним, есть ли в игре равновесие по Нэшу, и если есть, то как рав
новесие по Нэшу1 может быть связано с решением, описанным в след
ствии 5.2.

Теорема 5.3. Для закрытого аукциона первой цены выполняется следующее.
(а) Если есть только один участник с наибольшей оценкой, т.е. У) > v2, то 

аукционная игра не имеет равновесия по Нэшу, но имеет бесконечное 
множество «приближенных» равновесий по Нэшу.

(Ь) Если найдется как минимум два участника с наибольшей оценкой, то рав
новесие по Нэшу существует. В частности, вектор оценок (У],у2,...,ул) 
является равновесием.

Доказательство, (а) Утверждается, что равновесие по Нэшу не может быть 
достигнуто, поскольку участник 1 всегда может улучшить свой выигрыш, 
делая ставку Ь} все ближе к значению у2. Однако он никогда не поставит

< у2.
Заметим, что участник 1 всегда имеет выигрыш, меньший чем Vj -v2, но 

может получить сколь угодно близкий к у1 - у2 выигрыш. То есть для любого 
сколь угодно малого е > О можно найти такую ставку Ьх, что v2 <bx <v2 + е 
и участник получает выигрыш, который отличается от v, - v2, меньше чем 
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на е. Если подходящий стратегический профиль ставок позволяет участникам 
иметь выигрыш, бесконечно близкий к максимальному, говорят, что в игре 
есть е-равновесие по Нэшу, или приближенные равновесия по Нэшу. Следо
вательно, в этом случае не существует формального равновесия по Нэшу, 
однако есть приближенные равновесия по Нэшу.

(Ь) В этом случае нетрудно проверить, что вектор оценок (vx,v2,...,vn) 
действительно является равновесием по Нэшу. Также должно быть понятно, 
что это равновесие не единственно; см. упражнение 7 в конце раздела. ■

Теперь посмотрим, что происходит с закрытым аукционом второй ценых 
в случае совершенной информации. Напомним, что согласно правилам 
аукциона второй цены победителем становится участник, предложивший 
наибольшую ставку, но в этом случае он платит по второй от максимальной 
величины ставке. Если же имеется г финалистов (где 1 < г < п) с максималь
ной ставкой, то победитель определяется с помощью жеребьевки и платит 
по максимальной цене. Между прочим, закрытый аукцион второй цены уже 
рассматривался в примере 2.32.

Пусть (Z>j,Z>2,...,/>„) — вектор ставок. Для каждого игрока / положим

т, - max д,. i±i
Ясно, что /и_, отражает максимальную ставку среди всех участников, за 

исключением /-го. Заметим, что если />,■ > /л_,, то m_i — вторая по величине 
ставка.

С учетом всего этого функция полезности (или выигрыша) z'-го участника 
закрытого аукциона второй цены представляется в виде

если bj < т_

ui(b1,...,b„) = - —(у. - тД), если Z>, = /и_, и всего г финалистов,

v, - т. если bt > т.

Теперь можем установить некоторые факты относительно аукционов 
второй цены.

Теорема 5.4. Если в закрытом аукционе второй цены ставка участника i 
удовлетворяет bj > v,, то существует другая ставка b' <vt, гарантирующая 
неотрицательный выигрыш, который не хуже, чем при ставке bt. Другими сло
вами, рациональный игрок всегда поставит b- < v,.

Более того, для закрытого аукциона второй цены с совершенной информацией 
выполнено следующее:

(1) если Vj >v2 (т.е. игрок 1 является единственным игроком с максимальной 
оценкой), то игрок 1 победит на аукционе при любой ставке Ь{, такой 
что V] > />, > v2, «

(2) вектор оценок (v{,v2,...,vn) является равновесием по Нэшу.

1 Эти аукционы часто называют аукционами Викри по имени Уильяма Викри, получив
шего Нобелевскую премию по экономике 1996 г. (совместно с Джеймсом Мирлисом).
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Доказательство. Предположим, что />,. > у. для некоторого участника i. 
Рассмотрим случаи:

(a) m_i >Ь,. В этом случае какой-то другой участник сделал более высо
кую ставку. Таким образом, /-й участник получает нулевой выигрыш, 
который также был бы получен и при ставке /г = v;.

(b) -bt. В этом случае участник оказывается среди г > 1 участников 

с максимальной ставкой, поэтому имеет выигрыш у (у,. -т_2)<0. Но 

при ставке Ь, = у, выигрыш получился бы ббльшим (равным нулю).
(с) у,. < m_i <bt. В таком случае участник i выигрывает и платит вторую по 

величине ставку имея выигрыш у,- - < 0. Однако при ставке
bt = у,, он мог либо проиграть (получив при этом нулевой выигрыш), 
либо оказаться среди г > 1 участников с максимальной ставкой (в этом 
случае ожидаемый выигрыш опять же нулевой). В противном случае 
ставка Z>; = v; позволяет получить выигрыш, не меньший, чем ставка 
ти.,- <bi.

(d) m_i < v,. Тогда игрок i побеждает и получает выигрыш у,- - т_,. Заметим, 
что такой же выигрыш будет и при ставке />, = у,-.
(1) Повторите рассуждение в доказательстве теоремы 5.1.
(2) См. пример 2.32. ■

Сравнивая результаты аукционов первой и второй цен с совершенной ин
формацией, отметим, что в случае единственного участника с максимальной 
ставкой аукционист гарантированно получает что-то близкое ко второй по 
величине оценке у2. В случае более одного участника с максимальной ставкой 
аукционист имеет гарантированный выигрыш, равный величине максималь
ной ставки. Таким образом, с точки зрения аукциониста выигрыши в этих 
двух аукционах практически не различаются.

Однако в аукционе второй цены равновесие по Нэшу, в котором участ
ник 1 ставит близко к у2, оказывается достаточно неустойчивым, поскольку 
участник 2 может отклоняться путем снижения ставки до величины b2 < v2, 
не неся при этом никаких издержек. В таком случае аукционист может по
лучить меньше, чем ожидаемая вторая по величине оценка у2. Возможно, 
по этой причине аукционы второй цены редко используются на практике. 
Не исключена вероятность того, что аукционист получит меньше, чем при 
аукционе первой цены.

Рассмотренный до этого момента механизм аукциона подразумевал од
новременное назначение ставок. На практике зачастую ставки делаются 
последовательно, при этом аукционист начинает с предложения некоторой 
цены. В случае совершенной информации аукцион с последовательным объ
явлением ставок может закончиться быстро, если участник 1 сразу предложит 
у2. Если такое произойдет, никто из других участников не станет «перебивать» 
первую ставку, поскольку получит отрицательный выигрыш. В результате 
получается то же самое, что и в закрытом аукционе первой цены.
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Упражнения
1. Местный муниципалитет размещает тендер на создание парка. В тендере 

участвует пять фирм-подрядчиков. Фирма, которая сможет предложить 
наименьшую ставку, выигрывает контракт. Запишите стратегическую 
форму игры данного аукциона и объясните, как подрядчики будут 
действовать в случае, если издержки создания парка каждой фирмой 
известны всем фирмам.

2. В Западной Африке обнаружили залежи редкого ископаемого. Было 
решено, что залежи выставят на аукцион. Аукционисту известно, что 
два музея одинаково оценивают покупку в размере 5 млн долл., а сле
дующий возможный покупатель оценит ее в 4 млн долл. Следует ли 
аукционисту проводить закрытый аукцион первой цены или закрытый 
аукцион второй цены? Каков ожидаемый выигрыш аукциониста?

3. В условиях предыдущего упражнения один музей оценивает покупку в 
5 млн долл., второй в 4,5 млн, все остальные — не более 4 млн каждый. 
Как изменится ваш ответ?

4. Предположим, что оценки потенциальных покупателей неизвестны. 
Пусть участники делают ставки последовательно. Как вы думаете, 
будут ли участники повышать свои ставки вплоть до величины своей 
индивидуальной оценки? Ответ обоснуйте.

5. Рассмотрим закрытый аукцион первой цены и представим его в виде 
стратегической игры с п участниками, где множество стратегий /-го 
игрока составляет 5; = [0,<»), множество всех возможных ставок />,. 
Покажите, что если V|=v2, то вектор (v1,v2,...,v„) — равновесие по 
Нэшу. (Это часть (Ь) теоремы 5.3.)

6. Покажите, что если в закрытом аукционе первой цены с совершенной 
информацией существует как минимум два участника с максимальной 
оценкой, то в равновесии по Нэшу (v15v2,...,v„) выигрыши всех участ
ников равны нулю.

7. Рассмотрим закрытый аукцион второй цены и представим его в виде 
стратегической игры с п участниками, где множество стратегий /-го 
игрока составляет 5,. =[0,°°), множество всех возможных ставок 
Предположим, что 0 < v„ < v„_t <... < v2 < v,. Покажите, что любой вектор 
ставок (v2,/>2,Z>3,.удовлетворяющий соотношениям v3<b2<v2 и 
/>. < г,- для всех 3 < / < п , является равновесием по Нэшу.

8. Предположим, что аукцион с п участниками и совершенной информаци
ей таков, что оценки участников удовлетворяют 0 < vn < <... < v2 < v,.
Правила аукциона следующие: если есть два или более участников с 
максимальной ставкой, то выигрывает участник с наибольшей ставкой 
и наименьшим порядковым номером. Например, в аукционе с четырьмя 
участниками и ставками (3,4,2,4) покупатели 2 и 4 имеют одинаковые 
максимальные ставки, и покупатель 2 оказывается победителем, по
скольку его порядковый номер меньше (2 против 4).
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(а) Найдите равновесие по Нэшу, если аукцион является закрытым 
аукционом первой цены.

(Ь) Пусть аукцион проводится как закрытый аукцион второй цены. 
Установите, что

(i) вектор оценок (vI,v2,...,vn) — равновесие по Нэшу;
(ii) вектор ставок где b2>vr, 0<b't<v2 и b*  =0 для

всех z ф 1,2, — тоже равновесие по Нэшу.
9. Рассмотрим некоторое примечание к аукциону с п участниками. 

Пусть (Ьр^,...,^) — вектор ставок. Положим т = тах{Ь},...,Ьп}. Если 
А = {i: = т}, то вторая по величине ставка задается как

ms = max{Z»,: i g A}

при условии, что А ф {1,2,..., п}. Если А = {1,2,то положим tns =т , 
общее значение всех />,. Теперь г отражает мощность множества А, т.е. 
г — это число участников с максимальной ставкой.

Рассмотрим закрытый аукцион второй цены с совершенной ин
формацией, который разыгрывается следующим образом. Участник с 
наибольшей ставкой выигрывает и платит вторую по величине ставку ms. 
Функция полезности (выигрыш) /-го участника задается

0, 
v,.
1 /

ui(bl,...,b„) =
если bt < т, 
если bi = т и г = 1,

если - т и 1 < г < п.

Будет ли равновесием по Нэшу в данной аукционной
игре?

10. Рассмотрим закрытый аукцион первой цены с совершенной ин
формацией и представим его в виде стратегической игры с п участ
никами, где S,. = [0,оо) — множество стратегий игрока /. Пусть 
0 < vn <... < v4 < v3 < v2 = v,. Найдите все равновесия по Нэшу.

5.2. Английский аукцион
Аукционы, в которых аукционист использует процедуры 

последовательного предложения цен, — одни из наиболее популярных. Су
ществует несколько разновидностей таких аукционов с последовательными 
ставками. Наиболее распространена версия английского аукциона, в котором 
аукционист называет все более высокие ставки, а участник показывает, согла
сен ли сделать такую ставку. Тот, кто сделал последнюю ставку в этой серии, 
выигрывает аукцион и платит по этой ставке. В Японии используется иной 
формат английского аукциона. Текущая цена высвечивается на электронном 
табло, причем она непрерывно увеличивается. Если участника цена устраивает, 
он не отпускает специальную кнопку. Как только кнопка отпущена, участ
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ник автоматически выходит из аукциона. Голландцы зачастую используют 
аукцион с последовательными ставками для продажи тюльпанов и луковиц 
тюльпанов. Однако аукцион стартует с высокой цены, которая затем посте
пенно снижается до того момента, пока какой-нибудь участник не согласится. 
Такие аукционы называют голландскими, и они довольно сильно отличаются 
от английских. Здесь мы попытаемся проанализировать стандартную версию 
английского аукциона, который проходит следующим образом.

(1) Аукционист (лицо, отвечающее за аукцион) начинает с установления 
ставки в размере Ьо. Это предварительный (нулевой) этап проведения 
аукциона. Цена Ьо является минимальной ставкой на этом раунде. Будем 
предполагать, что Ьо > 0.

(2) Как только цена й0 анонсирована, участники начинают последова
тельно делать ставки, т.е. по очереди, один за другим. Последующие 
ставки должны превышать минимальную ставку на этом раунде. 
Первый участник обычно ставит Ьо, и это нулевой этап аукциона. 
Затем аукционист поднимает минимальную ставку до Ьх > Ьо, и это 
уже первый этап. Если никто не сделает ставку Ь„ то участник со 
ставкой Ьо выигрывает аукцион и платит Ьо. Если кто-то объявляет bt, 
то аукционист поднимает минимальную ставку до b2>bt, переходя 
ко второму этапу. Опять же, если никто не поставит Ь2, участник со 
ставкой bt выигрывает и платит bt. И так далее. На каждой стадии 
аукциона одному и тому же участнику разрешается делать ставку, даже 
если он делал ставку на предыдущих раундах1. В результате минималь
ная ставка Ьк на этапе к такова, что

1 Здесь само собой разумеется, что рациональные участники аукциона не станут делать 
двух следующих друг за другом предложений, так как это бы просто снижало их ожида
емый выигрыш в случае победы. Два последовательных предложения цены одним и тем 
же игроком равносильны игре против самого себя.

Q<b0 <b} <Ь2 <-<Ьк.

(3) Как отмечалось ранее, если на некотором этапе к никто не повысил 
ставку, то игрок со ставкой Ьк выигрывает, и аукцион заканчивается. 
Затем он платит аукционисту Ьк и забирает предмет.

Поскольку процесс торгов в английском аукционе сильно отличается от 
того, что происходит при закрытом аукционе, естественно поинтересоваться, 
будут ли отличаться финальные ставки. Мы начинаем обсуждение англий
ского аукциона, предположив, что все участники имеют собственную оценку 
предмета v,., причем ее величина неизвестна другим участникам.

В английском аукционе участникам совершенно необязательно знать 
оценки своих оппонентов. Поэтому необязательно, чтобы английский аук
цион был аукционом с полной информацией. Как мы увидим, преимущест
во английского аукциона состоит в том, что участникам не нужно знать 
распределение возможных оценок, чтобы предложить оптимальную цену. 
Перейдем к изучению оптимальных стратегий.
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Утверждение 1. Ни один из участников не будет 
предлагать цену, большую его индивидуальной 
оценки.

Если в каком-то из этапов последовательных раундов предложения цены 
участник i поставит />, > v,. и никто эту ставку не перебьет, то выигрыш z-ro 
участника составит

bt - v, < 0.

Если найдется некоторый участник j, который поставит /г > />,. > у(., то 
выигрыш z-го участника будет 0. Ожидаемый выигрыш при ставке />, > г,, 
имеет вид

P(*,- v,) + (1-P)x0,
где р — вероятность выиграть аукцион со ставкой 6,.

Утверждение 2. Участник не станет выходить 
из аукциона, пока текущая максимальная ставка 
меньше, чем vt.

Для доказательства следует рассмотреть два случая. Во-первых, если 
участник i сделал последнюю ставку bk, он не станет ее поднимать, коль 
скоро никто не предлагает более высоких цен. В этом случае он является 
победителем и получает выигрыш v,.-Z>A.. Если, однако, ^>v(., выигрыш 
отрицателен и было бы лучше, если бы этот участник либо вообще не делал 
предложения на k-м раунде, либо, в случае bk_} < v,, предложил поставить 
Ьк, такое что Ьк_{ < bk < vi.

Если минимальная ставка после к раундов Ьк < г, и последняя ставка была 
сделана не участником i, то он сможет поставить bk < bk+l < у,. на к +1 этапе, 
поскольку ожидаемый выигрыш от ставки составит

Р<У, - bk+i) + (1 - Р) х 0 = p(v, - bk+i) > 0.

Ожидаемый выигрыш окажется положительным, если существует поло
жительная вероятность того, что Ьк+1 окажется наивысшей ставкой. В этом 
случае ожидаемый выигрыш участника i при отказе делать ставку равен нулю 
независимо от его ожиданий.

Теперь можно воспользоваться двумя этими утверждениями для опреде
ления победителя в английском аукционе. Ясно, что участники прекратят 
делать ставки в тот момент, когда минимальная ставка Ь, в раунде t окажет
ся не меньшей, чем v2, вторая по величине оценка. Поскольку участник с 
оценкой v2 не заинтересован делать предложение bt > v2, ставка будет сделана 
участником 1, следовательно bt< v}. Таким образом, в английском аукционе 
финальная ставка Ь*  всегда удовлетворяет v2 < b*  < vt. Отметим, что финаль
ная ставка совершенно не зависит от информации или ожиданий участников 
относительно оценок оппонентов. Итак, мы установили следующее.
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Факт

В английском аукционе финальная ставка не 
зависит от того, насколько участники осведом
лены об оценках других участников.

Финальная ставка является просто следствием второй по величине оценки, 
которая может быть как известна, так и неизвестна участникам в момент 
начала аукциона.

Рассмотрим следующий вариант аукциона с последовательными ставками1. 
В качестве выставляемого на аукцион предмета выступает доллар, а правила 
аукциона следующие.

1 Этот аукцион впервые был использован профессором Мартином Шубиком в Йель
ском университете.

(а) Игрок с наибольшей ставкой получает доллар.
(Ь) Игрок с максимальной ставкой, а также игрок со второй по величине 

ставкой обязаны заплатить свою ставку.
Разница между этим аукционом и обычным аукционом с последователь

ными ставками состоит в том, что заплатить должен не только победитель, 
но также и участник со второй по величине ставкой.

В данном аукционе единственное равновесие по Нэшу: участник, который 
делает ставку первым, ставит 1 доллар, остальные не ставят ничего. Убедимся 
в этом при помощи следующих утверждений.

• В равновесии по Нэшу ни один из участников не поставит больше чем
доллар.

Если вы делаете ставку первым и ставите b > I, то ваш выигрыш задается 
как

1 - b < 0, если вы выиграете,
и(Ь) = ]-/>< 0, если ваша ставка вторая по величине,

.0, иначе.

Ясно, что лучше предложить за доллар 0, поскольку выигрыш в этом 
случае всегда равен 0. Таким образом, выигрыш при ставке b > 1 не выше, 
чем при ставке 0.

• Ставка меньше доллара не может быть выигрывающим предложением 
в равновесии по Нэшу.

Чтобы убедиться в этом, предположим, что b{ <b2 <---<bk_t <bk — по
следовательные ставки на аукционе, которые образуют равновесие по Нэшу. 
Если k = 1, то bk = 1. В противном случае любой участник J*i  может сде
лать предложение Ь, такое что bk < b < 1, и тем самым выиграть аукцион и 
получить положительный выигрыш.

Если к > 1, то снова bk - 1. При bk < 1 участник j со ставкой Ьк^ сможет 
поставить b так, что bk_x < b < 1, и избежать штрафа Ьк_х.
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Следовательно, единственный кандидат на равновесие — это тот исход, 
при котором первый участник ставит 1 долл., и никто другой не делает 
предложений.

В том случае, если первый участник ставит 1 долл., любой другой участ
ник, желающий победить, должен сделать ставку выше чем 1 долл. Но из 
первого утверждения следует, что такая стратегия доминируется предложе
нием цены, равной 0. Поэтому у каждого участника кроме первого, который 
предлагает цену в 1 долл., оптимальная стратегия — воздержаться от участия 
в аукционе. Второе утверждение тогда гарантирует, что это единственное 
равновесие по Нэшу.

Хотя в данном аукционе одно равновесие по Нэшу, он обладает заме
чательным свойством. Если по какой-то причине первая ставка оказалась 
меньше 1 долл., то торги разворачиваются столь драматически, что финальная 
ставка окажется намного больше, чем 1 долл. Пусть, например, первая ставка 
оказалась равной 50 центам. Второй участник тогда имеет шанс выиграть, 
если поставит, скажем, 75 центов. Но как только эта вторая ставка сделана, 
участник, сделавший первую ставку в 50 центов, вынужден поставить больше, 
поскольку в противном случае потеряет 50 центов, ведь если он не сделает 
этого, его ставка окажется второй по величине. Поэтому он делает новую 
ставку, в интервале от 75 центов до 1 долл. Теперь участник со ставкой в 
75 центов рискует потерять 75 центов, поскольку его ставка оказывается 
второй по величине, и он поэтому хочет перебить предыдущую ставку. Ос
тановится ли этот процесс после того, как ставка достигнет одного доллара? 
Ответ будет отрицательным в случае, если уже нашелся участник, сделавший 
вторую ставку. Если вторая по величине ставка составляет 90 центов, то 
участник с этой ставкой захочет перебить максимальную ставку (1 долл.), 
предлагая 1,05 долл., поскольку если он выиграет, то потеряет всего 5 центов, 
а не сделав предложения, потеряет 90 центов.

Но теперь участник со ставкой 1 долл, будет предлагать более высокую 
ставку, скажем, 1,10 долл. Этот явно порочный (но кажущийся рациональ
ным) процесс торгов будет продолжаться до тех пор, пока ставки не достиг
нут очень высоких и даже, возможно, абсурдных значений. Единственное 
ограничение на их величину — это бюджет участников. Этот феномен 
наблюдался во многих аукционах данного типа по всему миру. Например, 
как вы думаете, за сколько можно продать на аукционе чек на 20 долл.? 
В некоторых случаях ставки достигали целых 15 тыс. долл.!1

1 См.: The Indianapolis Star. Busyness Monday. 1997. Week of April 14.

Упражнения
1. Как мы убедились ранее, финальная ставка в английском аукционе 

b*  > v2, где v2 — вторая по величине оценка предмета. Как это соот
носится с финальной ставкой в закрытом аукционе второй цены?

2. Вспомним, что в голландском аукционе начальная ставка очень высока, 
а затем постепенно снижается, до тех пор пока не найдется желающий 
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купить по этой цене. Как финальная ставка в голландском аукционе 
соотносится с финальной ставкой в английском аукционе? Объясните 
подробно.

3. Как аукционист, вы знаете, что один из участников имеет высокую 
индивидуальную оценку, причем остальные участники об этом не 
знают. Какую форму аукциона вы предпочтете?

4. Аукционист обладает информацией о том, что двое участников имеют 
очень высокие индивидуальные оценки, но остальные участники об 
этом не знают. Какую форму аукциона он выберет?

5. Обязательства несостоятельных ссудно-сберегательных ассоциаций 
(S&L) часто выставляются на аукцион трастовой корпорацией по 
урегулированию (Resolution Trust Commission, RTC1). Перед тем как 
сделать ставку, участник может получить всю интересующую его ин
формацию для формирования оценки. Эти аукционы проводятся в 
форме закрытых аукционов первой цены. Как вы думаете, приносит 
ли такая форма аукциона максимум прибыли RTC? Если нет, какой 
тип аукциона следовало бы использовать?

1 Трастовая корпорация для урегулирования; создана в США в 1989 г. при участии 
правительства, в соответствии с законом о спасении от банкротства (ссудо-сберегательных 
ассоциаций) для объединения или ликвидации ссудо-сберегательных институтов, ставших 
несостоятельными в период с 1989 г. по август 1992 г. (http://www.multitran.ru/c/M.exe? 
ll=l&12=2&s=Resolution%20Trust%20Corporation). — Примеч. пер.

6. Представьте, что вы участвуете в английском аукционе, где на про
дажу выставлена «Хонда Цивик» (Honda Civic), пробег которой со
ставляет 20 тысяч миль. Аукционист решил продать машину участ
нику с наибольшей ставкой, но заплатить этому участнику придется 
вторую по величине ставку. Вы готовы заплатить за машину не более 
10 тыс. долл.
(а) Вы уверены, что сможете выиграть, если поставите 15 тыс. долл. 

Объясните, почему это не самая хорошая стратегия.
(Ь) Вы сделали ставку в 9 тыс. долл, после цепочки ставок, выиграли 

аукцион и заплатили 8,5 тыс. долл. Объясните, почему вы могли 
добиться того же результата, если бы поставили 10 тыс. долл, сразу 
в начале аукциона при условии, что кто-то уже сделал ставку перед 
вами или аукционист начал аукцион с минимальной ставки.

(с) Какова оптимальная ставка для вас в этом аукционе?
7. Известный торговец произведениями искусства «Сотби» выставил 

картину Гогена на аукцион английского типа. В комнате присутствует 
20 человек, наибольшая субъективная оценка составляет 2 млн долл., 
вторая после нее — 1,5 млн. Можно ли сказать, какой цены достигнет 
картина или требуется дополнительная информация об оценках других 
участников? Смог бы аукционист добиться лучшей цены при закрытом 
аукционе второй цены? Подробно объясните.
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8. Услуги интернет-сайта позволяют пользователям выставлять на аукци
он свои собственные товары. Заинтересованный в покупке участник 
может либо
(а) анонсировать максимальную цену MV, при которой он согласен 

купить товар; эта цена недоступна другим участникам, или
(Ь) присоединиться к последовательным ставкам, которые доступны 

другим участникам, и сделать более высокую ставку.
Правила таковы, что все ставки должны быть сделаны в течение опре
деленного времени. Если ставки не превысят максимальную ставку MV, 
то участник с наибольшей ставкой MV выигрывает и платит либо по 
самой высокой ставке, либо по второй по величине MV, смотря что 
больше. Если вы делаете ставку в последний момент перед закрытием, 
есть вероятность, что вы можете не успеть.
(а) Существует ли оптимальная стратегия в таком аукционе?
(Ь) Может ли быть оптимальной стратегией такая, при которой вы со

вершаете ставку в последний момент? (Имейте в виду, что можете 
не успеть.)

5.3. Аукционы с индивидуальными 
частными оценками
Аукцион с индивидуальными частными оценками — это такой

аукцион, в котором каждый участник знает только свою оценку, хотя и имеет 
некоторые представления о чужих оценках. Например, если вы находитесь 
на аукционе редких художественных произведений, вы знаете о том, сколь
ко готовы заплатить сами, но имеете только смутное представление о том, 
сколько готовы заплатить остальные.

В данном разделе будет детально изучен аукцион первой цены с индиви
дуальными частными оценками и двумя участниками, которые используют 
«линейные правила» в качестве своих стратегий подачи заявок. В таком 
закрытом аукционе первой цены с индивидуальными частными оценками 
каждый участник i имеет собственную оценку vi и выигрывает участник с 
наибольшей ставкой. Если два участника имеют наибольшую ставку, побе
дитель выбирается случайным образом. Как и ранее, функции выигрыша 
участников имеют вид

И1(Й1,62) =

Vj-Zij, если b > Ь2, 

если Z>, =/>2,

если Ь\ < Ь2 

если Ь2> Ь.,

u2(l\,b2) =

если b2 <Ь{.
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Здесь, как сказано ранее, мы предполагаем, что при одинаковых ставках 
победитель определяется с помощью подбрасывания монеты, так что вероят
ность выигрыша составляет А.. Следовательно, полезность в данном случае 

вычисляется как ожидаемый выигрыш от победы в аукционе.
В отличие от участников аукционов в разделе 5.1, теперь участники не 

знают реальную оценку предмета другим участником. Хотя каждый участник 
не уверен (ввиду отсутствия информации) относительно реальной оценки оп
понента, он имеет ожидания относительно ее величины. Поскольку участник i 
не знает оценку у, участника j, он трактует у, как случайную величину. Это 
значит, что ожидания игрока i относительно реальной оценки v, выражаются 
в терминах функции распределения Ft. То есть игрок i рассматривает v7 как 
случайную величину с функцией распределения Таким образом, игрок i 
полагает, что событие v. < v случится с вероятностью

7’(v,.<v) = /‘.(v).

(См. раздел 1.5.4 для знакомства с определением функции распределения.) 
Отметим с самого начала, что поскольку мы имеем дело с игрой, каждый 

участник может прийти к оптимальной ставке только после того, как угадает 
поведение в процессе торгов других участников. Естественно, что ставки 
Ьх и Ь2 должны быть функциями соответствующих оценок у, и у2. Другими 
словами, Ьх=Ьх(ух) и b2=b2(y2).

Ввиду недостатка информации относительно других игроков лучшее, что 
может сделать любой игрок, — это выбрать ставку, которая максимизирует 
его ожидаемый выигрыш. Заметим, что ожидаемый выигрыш игроков за
дается как

£](/>,,Z>2) = РХ(ЬХ >b2)ul(bl,b2) + Pi(bi =b2)ui(bi,b2) + Px(bx <b2)ux(bx,b2) = 
= (v,-bx)Px(bx >Z>2) + |(v, -bx)Px(bx = b2), 

и, аналогично,
ШИ”: ~b2)P2{b2 >й1) + 1(у2-Ь2)Р2(Ь2 =6,).

Заметим, что первый член в формуле для Ex(bx,b2) описывает вероятность 
того, что участник 1 станет победителем и получит выигрыш г, - Ьх, второй 
член — выигрыш в случае равенства ставок, при которой ожидаемый вы

игрыш участника 1 составляет y(Vj -bx). Третий член обращается в нуль, 

поскольку н,(61,/>2) = 0 при bx<b2.
Таким образом, в этом аукционе стратегия участника, например участ

ника 1, — это просто функция предложения цены Ьх(ух), приносящая мак
симальный ожидаемый выигрыш при заданной функции предложения цены 
/>2(г2) участника 2. Следовательно, функции ожидаемых выигрышей могут 
быть записаны в виде

Ех(bx \b2) = (v1 - Ьх)Px(bx>b2) + ^(Vj - bx)РХ(bx = Ь2)
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И
£2 (*2  1*1)  = (ъ - *2  )Л (*2  > *1  ) + J (V2 - *2  )Л (*2  = *1)  •

Значит, равновесие по Нэшу определяется следующим образом.

Определение 5.5. Пара функций ставок называется равно
весием по Нэшу в аукционе с индивидуальными частными оценками, если для 
любой функции предложения цены Ьфуд игрока 1 выполнено

Е^\Ь2}<Е^Ь‘\Ь'2)

и для любой функции предложения цены игрока 2 выполнено

е2(ь2\ь;)<е2^2\ь;).
Исследуем подробно следующий частный случай. Будем предполагать, что 

оба участника знают о том, что оценка предмета лежит в интервале между 
нижним значением у > О и верхним значением v > 0 . Пусть также каждый 
участник знает, что оценка другого участника равномерно распределена на 
интервале [у, v]. То есть участник I знает только то, что реальная оценка vy 
участника j — случайная величина с плотностью распределения /(у), ко
торая имеет вид

Ш =
—, если у < v < v, 

у-у
О, иначе.

Другими словами, участник I ожидает, что вероятность уу < v задается 
формулой

Рис. 5.2. Линейное правило предложения цены

248



ГЛАВА 5. АУКЦИОНЫ

(См. пример 1.6 с дискуссией относительно равномерного распределения.) 
Ясно, что должны выполняться следующие два условия «рациональности»:

у < 62(у) < v и у < 6, (у) < v .

Поскольку оба участника обладают симметричной информацией отно
сительно друг друга, каждый должен использовать в сущности те же самые 
умозаключения относительно выбора оптимальной стратегии. Таким образом, 
имеем следующий результат.

Правило предложения цены в случае двух участников

Предположим, что в аукционе с индивидуальными частными оценками и 
двумя участниками оценки последних являются независимьуми случайными 
величинами, равномерно распределенными на интервале [у, v]. Тогда линей
ные правила предложения цены

Ш)=2-1+ zvi и bi(v2>2-+2V2

составляют симметричное равновесие по Нэшу.

График линейного правила изображен на рис. 5.2.
Теперь мы переходим к проверке того, что пара линейных правил пред

ложения цены,
bi =/»i’(vI) = yy + jV1 и ij=i2’(v2) = |y+|v2,

действительно является симметричным равновесием по Нэшу1 в аукционе 
с индивидуальными частными оценками. В силу симметричности ситуации 
достаточно проделать необходимые вычисления только для участника 1. 
Начнем с вычисления вероятности выигрыша игрока 1. С точки зрения 
участника 1, v2 является случайной величиной, равномерно распределенной 
на интервале [у, v]. Следовательно,

1 На языке теории игр равновесие называется симметричным равновесием по Нэшу, 
если все игроки используют одни и те же стратегии, что ведет к одинаковым выигрышам 
этих игроков.

Р,(6, >62‘) = /ф, > jy + yV^P^ <26, -у) =

О, 
2(6,-г)

1,

если 6, < у,

если у <6, <-^-(v + y),

, 1 /" ч
если 6, >у(г + у).

График этой функции изображен на рис. 5.3, а.
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Поскольку v2 равномерно распределена (т.е. относится к классу непре
рывных распределений) на [у, v], имеем

Л = Ь2) = Рх + у = Py(v2 = 2/>, - у) = 0 .

Поэтому получаем
£«1(й1|^) = Р1(/>1>/>2‘)(р1-/>,) =

О, 
З^-уХ^-М 

г —у

vi~^,

если by < у,

если у < by < у (v + у),

г. 1 Г х если») >y(v + y).

График этой функции изображен на рис. 5.3, б.

достигает максимума в закрытом интервале

Теперь нетрудно видеть, что ожидаемая функция полезности Ey(by\b2) 
" 1 - Л .v,^(v + v) .А точнее, в точ

ке by =-^у + уУ1; см. рис. 5.3. Это показывает, что пара линейных правил 

(by(Vy),bl(v2)) в действительности является равновесием по Нэшу в аукционе 
с индивидуальными частными оценками.

Однако стоит заметить следующее. Хотя мы и смогли найти явные реше
ния для равновесия по Нэшу, нам удалось это благодаря предположению о 
равномерности распределения оценок. Поэтому полученные ранее линей
ные правила предложения цены могут оказаться не равновесными в случае 
какого-то другого распределения.

Посмотрим, как линейные правила предложения цены работают в про
стом примере.

Пример 5.6. Предположим, что два участника аукциона предлагают цену 
за картину, зная, что ее стоимость находится между 100 тыс. долл, и 500 тыс. 
долл, и что оценка картины каждым участником равномерно распределе
на на интервале [100 000,500 000]. То есть в данном случае у = 100 000, а 
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v = 500 000. Равновесные правила назначения цены в данном случае сле
дующие:

Z>.(v.) = lv. + 50000, z = 1,2.

Если реальная оценка игрока 1 равна 200 тыс. долл., то он предложит цену 
Ьх = 150 000; если при этом реальная оценка игрока 2 составляет 250 тыс. 
долл., то его ставка будет Ь2 = 175 000. В данном случае аукционист соберет 
175 тыс. долл., а игрок 2 приобретет картину за 175 тыс. долл. ■

Здесь мы имели дело со случаем двух участников. Поскольку обычно в 
аукционе более двух участников, важно понять, как устроены такие аукционы. 
Проиллюстрируем все аргументы и рассуждения для общего случая аукциона 
с индивидуальными частными оценками на аукционе с тремя участниками. 
Случай с п участниками рассматривается абсолютно по той же схеме, и мы 
оставим это читателю в качестве упражнения.

Как и ранее, каждый участник i рассматривает оценки других игроков как 
независимые случайные величины, которые, Kaj< всем известно, являются 
равномерно распределенными на интервале [у,v]. Ну и, конечно, каждый 
участник знает свою реальную индивидуальную оценку. Поскольку это 
закрытый аукцион первой цены, то при заданном векторе ставок (bx,b2,b3) 
функция выигрыша игрока / имеет вид

г, - Ьп если bj > bj для всех j * i, 

у (г, -Ь2), если z среди г финалистов, 

0, иначе.

Ожидаемый выигрыш игрока i задается формулой
Ei(bx,b2,b2) = > bj для всех j * z) и2(Ьх, b2, Ь3).

Поскольку все случайные величины у,. при J * i равномерно распределены, 
то вероятность, что любые две ставки совпадут, равна нулю, поэтому такое 
совпадение ставок не влияет на ожидаемую полезность. В силу симметрии 
задачи разумно ожидать, что все участники будут использовать одни и же 
оптимальные правила предложения цены. Как и в случае двух участников, 
можно установить следующий результат (аналогичный результату в случае 
двух участников).

Правило предложения цены в случае трех участников

Предположим, что в аукционе с индивидуальными частными оценками и 
тремя участниками оценки участников являются независимыми случайными 
величинами, равномерно распределенными на интервале [у, v]. Тогда линей
ные правила предложения цены

1 2^■(ц) = -зЕ + уЦ, / = 1,2,3, 

образуют симметричное равновесие по Нэшу.
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Чтобы убедиться в том, что линейные правила предложения цены 

b* =^(v,) = jv + -|vz, / = 1,2,3,

образуют равновесие по Нэшу, будем рассуждать так же, как и в случае 
с двумя участниками. В силу симметричности можно доказать, что такое 
поведение первого участника будет равновесным. Предположим, что все 
участники делают ставки независимо, что вполне разумно в случае закрытого 
аукциона. В теории вероятностей это предположение интерпретируется как 
независимость случайных величин, что означает

Р, > Ь2 и by > Ь3) = Ру(Ьу > Ь2) Ру(Ьу > Ь3).

Следовательно, имеем

р^ > ь* 2 и />, > ь;) = р^ > />2,)р1(й1 > ь;у =

12 12= JP1(Z>1>|y + |v2)P1(Z>1>jy + |v3) =

3bx - v 3Z>, - у
= Ш < -у-)^i(v3 < —=

о, 
9(Ьу)2 
4(v - у)2

1,

если Ь{ < у, 
1 2-если у < by < у у + уv,

г. 1 2-если by > у у+ у v.

Мы видим, что если игрок 2 и игрок 3 используют правила Ь2 и Ь2, то 
ожидаемый выигрыш игрока 1 составит

Ещ (by \b2 ,b2) = Ру (by > b2 и by > />3*)(- by) = 

= Py(by>b2)Py(by>b;)(Vy-by) =

О,
9(by -x)2(Vy-by) 

4(v-y)2

если by < y,

, 1 2-если у < by < у у + у v,

, 1 2-если by >уу + уv.

1 2 -График этой функции при v<b, <yy + yv изображен на рис. 5.4.

Ясно, что эта функция достигает своего максимума во внутренней точке
Г 1 2-1
-’3-+ 3 vзамкнутого интервала После дифференцирования получим
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9(Z>,-v)2(-3Z>1+v + 2v1) 

4(v-v)2

2(v-y)

2-1
Решение уравнения E[(bx ^,bj) = 0 приводит к единственной критичес- 

,.12 ,
кои точке о, ==jv + -jv1, расположенной внутри интервала -’3-+3V
Поскольку вторая производная отрицательна, т.е. удовлетворяет условию

а

2(v-y)
можно заключить, что E}(-\b* 2,b2) имеет максимум в точке Ь* . Это является 
доказательством того факта, что тройка правил предложения цены

= + z = l,2,3,

является (симметричным) равновесием по Нэшу.
Вернемся к закрытому аукциону второй цены. Поскольку участник с наи

большей ставкой выигрывает аукцион и выплачивает вторую по величине 
ставку, функция выигрыша задается как

О, если bj <

у(v, - т_,), если й, = и всего /-финалистов, 

V; -m_i, если bi> m_j,

где (/>[,/>2,...,^,) — произвольный вектор ставок, a m_i = max jtibj.
Для аукциона первой цены поведение участников в случае индивидуальных 

частных оценок отличается от того, что происходит в случае совершенной 
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информации. Однако предложения цены в аукционе второй цены совпа
дают в обоих случаях. В самом деле, как и в случае полной информации, 
участники будут делать ставки на уровне своей истинной оценки и в случае 
индивидуальных частных оценок. Об этом замечательном результате будет 
упомянуто еще раз; до этого мы встречались с ним в примере 2.32 и в час
ти 2 теоремы 5.4.

Теорема 5.7. В закрытом аукционе второй цены оптимальной ставкой 
участника i является vt. То есть (у^у^...^) —равновесие по Нэшу.

Доказательство. В примере 2.32 мы показали, что (у1,у2,...,уя) — слабо 
доминирующая стратегия, и следовательно, является равновесием по Нэшу. 
Представим здесь прямое доказательство того, что вектор v - (vy,v2,...,v„) — 
равновесие по Нэшу. Как обычно, будем предполагать, что vn < гя_! <••• < v2 < ух. 
Будем различать два случая.

Случай I. г, < V].
В этом случае z/x(v) = vl -v2 >0 и z/,(v) = 0 при всех z^l. Участник 

/ * 1 может получить ненулевой выигрыш только в том случае, если по

ставит bj=vl или Но г__,) = у(v,. -УД < 0 , и для й;>У| имеем:
zz,■(/>,,?_, ) = v; - У] < 0 . Следовательно, ни один из участников z 1, уклонив
шись, не может увеличить своего выигрыша, если остальные участники 
придерживаются своих стратегий.

Теперь проверим участника 1. Нетрудно видеть, что изменение ставки 
участника 1 на Ь, < у2, Ь, = у2 или на Ь,: > у2, при том что стратегии остальных 

участников неизменны, приведет к выигрышу в 0, y(Vj -v2), или у, -у2. 

Это не больше, чем выигрыш .

Случай II. v2 = г..
Предположим, что имеется г финалистов. Заметим, что в этом случае 

zz;(v) = O для любого участника z. Если кто-то из финалистов j предложит 
цену bj < Vj, то ясно, что uJ(bj,v_J) = 0. А если финалист j предложит цену 
Ь. > У], то uj(bj,v_j) = vj - У] = 0 . Таким образом, мы показали, что ни один 
из финалистов не сможет увеличить своего выигрыша при условии, что 
стратегии остальных участников неизменны.

Если участник z не является финалистом, то (если все остальные оста
ются при своих стратегиях />,. = v;) ставки bi < vx, b, = ух и > у, приводят, 

соответственно, к выигрышам 0, у—j-(y,- -Vi)<0 и (v, -уДсО. Ни один из 

получаемых выигрышей не больше, чем г/,(у(-,у_;) = 0. ■
Стоит иметь в виду, что в закрытом аукционе второй цены есть и другие 

равновесия по Нэшу, отличающиеся от (у1,у2,...,ул); см. упражнение 17 в 
разделе 2.8.

Сравнивая закрытые аукционы первой и второй цены, мы выяснили, что 
они приводят к различным результатам в случае индивидуальных частных 
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оценок, это отличается от случая полной информации. Мы видели, что в 
этом случае закрытый аукцион первой цены приносит такой же доход аук
ционисту, как и закрытый аукцион второй цены. Как показывает следующий 
пример, в случае индивидуальных частных оценок закрытый аукцион второй 
цены может приносить больший доход.

Пример 5.8. Рассмотрим аукцион из примера 5.6. Если бы картина была 
выставлена на закрытый аукцион второй цены, то игрок 1 поставил бы 
200 тыс. долл., а игрок 2 поставил бы 250 тыс. долл. Таким образом, за кар
тину можно было бы выручить 200 тыс. долл., что значительно больше, чем 
175 тыс. долл., полученных в случае аукциона первой цены.

Однако заметим, что если оценка участника 2 составит 350 тыс. долл., 
то наибольшая ставка в аукционе первой цены составит 225 тыс. долл., и 
аукционист получит 225 тыс. долл. Если же провести аукцион второй цены, 
то выручка составит по-прежнему 200 тыс. долл. Следовательно, трудно 
определить, какой тип аукциона сможет принести больший доход в случае 
индивидуальных частных оценок. ■

Этот пример наводит на мысль, что аналогичная ситуация может возник
нуть при сравнении английского аукциона с аукционом второй цены или с 
аукционом с индивидуальными частными оценками. Проведем такого рода 
сравнение.

Пример 5.9. Вернемся к примеру 5.6, в котором рассматриваются два участ
ника с оценками у, = 250 000 долл, и v2 = 200 000 долл. При использовании 
английского аукциона торги остановятся, как только ставка превысит 200 тыс. 
долл. Таким образом, аукционист получил бы чуть более 200 тыс. долл, за вы
ставленный на аукцион предмет. В случае закрытого аукциона, где ожидания 
участников относительно оценок других участников равномерно распреде
лены на интервале [100 000,500 000], выигрывающая ставка составляет всего 
175 тыс. долл. Следовательно, в этом случае английский аукцион приносит 
аукционисту значительно больший доход, чем закрытый аукцион.

Если изменить параметры на следующие:

у = 200 000 , у, = 300 000 и у2 = 200 000, 

то в закрытом аукционе выигрывающая ставка составит 250 тыс. долл., в то 
время как в английском аукционе — лишь 200 тыс. долл. Таким образом, в 
этом случае закрытый аукцион позволяет получить существенно ббльшую 
выручку, чем английский аукцион. ■

Из рассмотренного примера становится ясно, что в некоторых случаях 
закрытый аукцион может превзойти английский аукцион, в то время как 
в других случаях — наоборот. Поэтому нет ничего удивительного в том, 
что на практике часто используются оба вида аукционов, поскольку какой 
именно тип аукциона окажется лучше в точки зрения аукциониста, зависит 
от ожидаемой группы участников и их оценок выставленного на аукцион 
предмета. Иначе говоря, выгода аукциониста зависит от организации про
водимого аукциона.
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Упражнения
1. Рассмотрим аукцион, описанный в примере 5.6. Предположим, что 

появился третий участник аукциона с оценкой v3 = 125 000 долл. Из
менятся ли торги? Предпочтет ли аукционист новые торги старым?

2. Рассмотрим аукцион с индивидуальными частными оценками и дву
мя участниками. Каждый участник предполагает, что оценка другого 
участника — равномерно распределенная на интервале [у, у] случайная 
величина, где у -у = 1. Участник 1 также знает, что функция предло
жения цены участника 2 имеет вид

^(v2) = (v2 -Е)2 + v,
но участник 2 ничего не знает о функции предложения цены участ
ника 1. Найдите наилучший отклик участника 1. [Ответ: 
А(^) = |е + |у,.]

3. Предположим, что два игрока предлагают цену за некоторое произве
дение искусства и знают, что его реальная стоимость лежит в интервале 
300 тыс. и 800 тыс. долл, и что оценка этого произведения искусства дру
гим участником равномерно распределена на интервале [300 000,800 000]. 
Игрок 2 знает, что функция предложения цены игрока 1 имеет вид

Ш) = 4ббЖ(У' ~300 000)2 + 300 000 ’

но игрок 1 не знает функцию предложения цены игрока 2. Найди
те оптимальные ставки игроков, если их истинные оценки равны 
у, = 500 000 долл, и v2 = 600 000 долл. [Ответ: Z>, =b2 -400 000 долл.]

4. Убедитесь, что график ожидаемой функции выигрыша игрока 1

0,
9(/>, -у)2(У1 -/>,)

4(v - у)2
£«1(^1^’,^*) =

если Ь} <у, 
и 1 2-, если у < й, < jv + уv,

, 1 2-если о, >yv + yv
действительно совпадает с тем, что изображено на рис. 5.4. Найдите 
наибольший ожидаемый выигрыш игрока 1. [Ответ: наибольший ожи- 

(vt “ Е)3 1 
даемыи выигрыш игрока —=------.[

З(у-у)
5. Предположим, что в аукционе с индивидуальными частными оценками 

с п участниками каждый участник знает, что оценки других участни
ков — случайные величины, равномерно распределенные на интервале 
[у,г]. Покажите, что вектор ставок

(1 л-1 1 л-1 1 л-1 А
1 л _ л п~ л п~ л )

является симметричным равновесием по Нэшу этого аукциона. Каков 
ожидаемый выигрыш каждого участника в этом равновесии по Нэшу? 
Что произойдет с этим равновесием по Нэшу и ожидаемыми выигры
шами ПрИ Л -Э оо ?
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5.4. Аукционы с общими оценками
Аукцион с общими оценками — это закрытый аукцион первой 

цены, в котором:
• исходная реальная оценка предмета одинакова для всех участников 

(откуда и название: аукцион с общими оценками);
• участники получают информацию о реальной стоимости предмета 

посредством «сигналов».
В аукционе с общими оценками участники наименее информированы. 

Кроме того, что они не знают оценок других участников, они также не 
уверены и относительно своих собственных оценок. В подобных аукционах 
каждый участник получает нечеткий зашумленный сигнал о реальной стои
мости предмета и на его основе формирует свою предварительную оценку. 
Следовательно, на аукционах с общими оценками оценка участника i рас
сматривается как случайная величина не только другими участниками, но 
также и им самим.

Типичным примером аукционов с общими оценками является аукцион по 
аренде нефтеносных участков континентального шельфа. В этих аукционах 
участники — обычно крупные нефтедобывающие компании и некоторые не
зависимые предприниматели — не имеют точных представлений о ценности 
соответствующих участков. Они формируют прогноз относительно ценности 
участков на основе наблюдаемых ими сигналов. Правительство США, которое 
и выставляет на аукционы участки океана, предоставляет юридическое опи
сание сдающегося в аренду участка. Сбор информации об участке, которая 
может быть им необходима, ложится на плечи самих участников аукциона. 
В данном случае информация, предоставляемая геологами и сейсмологами, 
обычно является зашумленным сигналом, наблюдаемым участниками.

В дальнейшем ценность объекта (случайная величина) будет обозначаться 
через v, сигнал, получаемый участником i, — через ®;. Ценность объекта г 
коррелирует с произвольным сигналом со согласно совместной плотности 
распределения f (г,со), которая известна всем участникам. Функция плотности 
f (v,co) представляет вероятность одновременного наблюдения v и со1. Проил
люстрируем понятие плотности совместного распределения на следующем 
примере. Предположим, что v может принимать два значения, скажем, г, и v2, 
а участник получает один из трех возможных сигналов: со,, со2 и со3. Таблица 5.1 
задает плотность совместного распределения f (v,co) в этих точках2.

1 Если мы предположим, что область значений v — интервал [0,°°] и область значе
ний сигнала а> — интервал [0,1], то, согласно теории вероятностей функция плотности 
f: [0,оо)х[0,1]-» R удовлетворяет (

0 < /(v,o>) < 1 для всех V, о и j j f(v,a)dvdto = 1.

0 02 Заметим, что «дискретная» плотность совместного распределения удовлетворяет 
2 з

условию ЕХ/мн.
М /=1

Предположим, что участник наблюдает сигнал со2. Что он может сказать 
о ценности объекта v?Полученная информация позволяет пересмотреть ве-
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Таблица 5.1. Совместная плотность распределения

V/CO г. г2
И, 0,1 0,2
®2 0,2 0,2
“з 0,2 0,1

роятности возможных значений v, и v2. Новые вероятности, известные как 
условные вероятности, вычисляются (как это было показано в разделе 3.3) 
по формуле

где

P(v b )=Лу = У1Исо = со2)_0,2 
(11 2' Р(со = со2) 0,4 и’5.

Р(со = со2) = /*(р  = V, и со = со2) + Р(у = v2 и со = со2) =

77 /(v,w)
1 В нашем случае £(v|co) = sP(s\o))ds, где P(i|co) = —------------ .

oi \jWdt

= 0,2 + 0,2 = 0,4.

Аналогичным образом получаем, что

P(v2|co2) = 0,5.

Таким образом, условная ожидаемая ценность v дает ценность v объекта 
при условии получения сигнала со2.

£(v|co2) = v, P(V] |со2) + v2 P(v2 |со2) = 0,5vj +0,5v2

предоставляет ответ на поставленный вопрос.
Вернемся к обсуждению аукциона с общими оценками. Как уже отмеча

лось, участник предлагает цену после того, как получает сигнал, передающий 
ему некоторую информацию относительно ценности объекта. Наблюдение 
сигнала со позволяет ему переоценить ожидаемую ценность объекта. Эта 
пересмотренная ожидаемая ценность, т.е. условная ожидаемая ценность v, 
будет обозначаться, как и ранее, через E(v|co). Если v может принимать ко
нечное число значений vx,...,vk, то

£'(v|coy) = ^v,-P(v,|(oy), 

где

и

, P(v-v, И 00 = СО,)
Р(т,. со,) = р/---- г-2-d * 1 Р(со = соу) 

к
Р(а> = соj) = ^P(v = V/ и со = соу).

Если v является непрерывной случайной величиной, то суммы следует 
заменить на интегралы1.

Следовательно, при наблюдении сигнала со, и данном векторе ставок 
(/>,,...,/>„) ожидаемый выигрыш участника 1 составит
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ВД,...Д) =
—[/ГО]»»,) — £>j ], если участник 1 среди г финалистов, 

О, иначе.
В общем случае ожидаемый выигрыш участника z имеет вид

£ y[£(v|(o,.)-Z>J, если участник i среди г финалистов,

О, иначе.
Поскольку участник z не может наблюдать сигналы других участников, он 

обусловливает свою ставку только сигналом со;. Таким образом, ставка каж
дого игрока является функцией от наблюдаемого им сигнала. То есть ставка 
игрока 1 — это функция ^(ю,), а ставка игрока z — это функция 6,(со,).

Как и в аукционе с индивидуальными частными оценками, анализ поведе
ния участников на аукционе с общими оценками будет проведен для случая 
двух участников. В дальнейшем для упрощения модели будем предполагать 
следующее.

• Наблюдаемые участниками сигналы являются независимыми реализациями 
случайных величин, равномерно распределенных на интервале [0,1].

• Известно, что выставляемый на аукцион объект может иметь только 
две возможные ценности', высокую ценность vh и низкую ценность v,.

• Совместная плотность распределения случайной величины v и сигнала со 
задается формулой

„ со, если v - v,„ Z(v,co)=N’
[1 - со, если v - V/.

При такой совместной плотности распределения вероятность того, что 
ценность высокая, — возрастающая функция величины сигнала. Например, 

1при со = у условная вероятность того, что ценность является высокой, со

ставляет / 1ЖА’2,1 _1

п А И " 2 ‘’"’2ГФ’2.)
3 f 33 3Аналогично, при со = у условная вероятность составляет Pi vh |со = у j = —.

Таким образом, мы видим, что получаемые сигналы полезны для определения 
возможной реальной ценности объекта. Поскольку сигналы со равномерно 
распределены на [0,1], то до получения участником сигнала априорная ве
роятность того, что цена является высокой, задается как

1 1 1Р(у = Ъ,) = J Ж,со)Жо = ]*С0  JCO = у .
о о

После получения сигнала m = к условная вероятность того, что v = vh,
составляет

P(v \k)-____ ___________=____ к-___
Пл1 j f(vh,k) + f(vt,k) k + (l-k)
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Следовательно, условная ожидаемая ценность г при наблюдении сигнала 
и = к равна

£(v|(o = к) = P(yh \k)vh + [1 - P(yh |£)]vz = kvh + (1 - k)v,.

Поскольку сигнал является числом из интервала [0,1], вполне естественно 
спросить, смогут ли участники найти «оптимальную» стратегию, являющуюся 
линейной по наблюдаемым сигналам? Прежде чем продолжить обсуждение 
«линейных правил предложения цены», поговорим о цели каждого участника. 
Предположим, что в общем случае Ь{ и Ь2 -Ь2((о2). Посмотрим на 
цель участника 1 при условии, что участник 2 пользуется правилом предложе
ния цены Ь2 = й2(оэ2). Он выиграет аукцион в случае, если Ь{ > Ь2, проиграет, 
если й, < Ь2, и выиграет с вероятностью 50% в случае Ьх = Ь2. Следовательно, 
вероятность выигрыша

Р^ >й2) = Р,(й, >й2(со2)).

Таким образом, когда участник 1 наблюдает сигнал со,, а участник 2 исполь
зует правило Ь2((л2), ожидаемый выигрыш участника 1 при ставке Ь. равен

Е«,(й, |й2(®2)) = Р, (й, > й2)[E(v|®,) - й,) + Р,(й, < й2) х 0 =

= Р, (Й, > й2(<х>2 ))[СО,vh + (1 - (D, )v, - Й, ] .

Аналогично, когда игрок 2 наблюдает сигнал ®2, а игрок 1 использует 
правило йДо)]), ожидаемый выигрыш игрока 2 при ставке й2 равен

Ем2 (й2 |й, (со, )) = Р2(й2 > й, (со, ))[ю2vh + (1 - ®2)г, - й2].

Как и ранее, говорят, что пара правил предложения цены (й,*(со,),Й2  (со2)) 
в аукционе с общими оценками является равновесием по Нэшу, если

Ещ (Ьх |й2 (со2)) < Е«, (й,’ |й2 (о>2))

для любого правила предложения цены й, (со,) игрока 1 и

Еи2 (Ь2 |й,*(со, )) < Еи2 (Ь2 |й,’ (со,))

для любого правила предложения цены й2 (со2) игрока 2.
Перейдем к важнейшему результату относительно равновесия по Нэшу в 

аукционе с общими оценками.

Правило предложения цены в аукционе с общими оценками 
в случае двух участников

Если участники наблюдают сигналы со, и со2, являющиеся реализациями 
равномерно распределенной случайной величины на интервале [0,1], то пара 
линейных правил предложения цены

Vv/ + |(v/,-v/)wi и = v,- v,)co2

образует симметричное равновесие по Нэшу в аукционе с общими оценками.

260



ГЛАВА 5. АУКЦИОНЫ

Чтобы убедиться в этом, положим

&I’(col) = V/+j(vA-v/)co1 и 62(co2) = v/+y(vA-v/)co2.

График функции Z>1*( cd1 ) изображен на рис. 5.5, а.
Чтобы установить, что пара правил предложения цен (Ь*((о х),Ь* 2(ш2)) дей

ствительно является равновесием по Нэшу, достаточно показать, что

Еи} (Ьх |/>2 (со2)) < Ещ (Ь*  \Ь*  (со2))

для любого правила предложения цены />,(<»,). Заметим сначала, что

>b2(m2)) = pJb]>vl+y(vll-vl)a)2] = pJa>2<^^—^-
К z ) \ vh vl

О, 
2(/>,-v,)

V/.-V/ ’

1,

если b} < vt, 

если v, <b. <-j(vz + vA), 

если/», >у(у, + vft), 

где вторая строка в последнем равенстве следует из того, что со2 — случайная 
величина, равномерно распределенная на интервале [0,1]. Рисунок 5.5, б ил
люстрирует график этой функции. Теперь, если положим с = со,vh + (1 - w, )v;, 
то ожидаемый выигрыш участника 1 составит

Ех (Ьх) = £//, (/>, \b*  (со)) = Р, (/», > Ь2 (со2))(с - Ьх) =

0, если bx < vh
2(b, - V,) . , . _ , 1 , ч—-- -----—(с - Ьх), если v, < Ьх < ^-(У/ + v/;),vA - V, ' ' 2 ' "

(с-/>,), если/?, >y(v, +v/().
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vi+vh
V" 2

График функции Et(-) изображен на рис. 5.6.
Ясно, что максимум (•) достигается в точке внутри интервала

Значит, функция £;(■) имеет максимум, когда
Е b 2(c-bl-bl+vl) = 2(2у;+(у/,-у;)ю1-2/>1) = 0

' 1 vh-vi vA-v,

Это означает, что 2v; + (ул - у/)со[ - 2bt = 0, или что = v, + -^(yh - vz )со1. Та

ким образом, мы установили, что правило ) максимизирует ожидаемый 
выигрыш участника 1. В силу симметричности ситуации аналогичное правило 
верно и для участника 2. Другими словами, пара правил предложения цены 
(/>]*(сО|),& 2*(ю 2)) в действительности образует равновесие по Нэшу.

Рассмотрим теперь исходы аукциона с общими оценками, в котором 
участники используют оптимальные правила предложения цены.

Пример 5.10. На аукцион выставлена картина, предположительно Рену
ара. Однако существуют сомнения относительно ее подлинности, и даже у 
экспертов нет единого мнения на этот счет. Если картина действительно 
подлинная, то она стоит 1 млн долл., в противном случае это хорошая ко
пия, и она может быть продана только за 100 тыс. долл. В приобретении 
картины заинтересованы два индивида, которые запросили разрешения на 
проверку ее подлинности. Тестирования проводились независимо друг от 
друга. Потенциальные покупатели предлагают цену за картину на основании 
сигнала, полученного от теста. Сигналы — случайные величины, равномерно 
распределенные на интервале [0,1]. Совместная плотность распределения 
цены картины и сигнала имеет вид

ч [со, если v =1 000 000,
[1 — со, если v =100 000.

В результате проведенных тестов участник 1 получил сигнал (гц =у, а 
3 2

участник 2 получил сигнал <в2 = -^ . Если участники используют равновесные 

по Нэшу правила предложения цены, то участник 1 предложит цену
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b, = v, + y(V/ + уА)Ю1 = 100 000 + 225 000 = 325 000 долл.

В свою очередь, участник 2 предложит цену />,=100000 + 412 500 = 
= 512 500 долл. Следовательно, участник 2 выиграет аукцион и заплатит 
512 500 долл.

Заметим, что сумма, которую получает аукционист, зависит от сигнала, 
который получает победитель. ■

Перейдем теперь к обсуждению общего случая с п участниками, которые 
независимо предлагают цену за объект торга после получения своего соб
ственного частного сигнала о его ценности. Как и в случае двух участников, 
предполагается общеизвестным, что возможные значения реальной ценности 
объекта — это либо vt, либо vh. Пусть (bx,...,bn) — вектор предложений цен. 
Как и ранее, положим

т, = maxb,.
Jfi J

Напомним также, что ожидаемый выигрыш участника / составляет 

у[£(г|со;.) — />,], если участник z среди г финалистов, 

.0, иначе.

Как и раньше, симметричность ситуации подсказывает, что можно по
пытаться найти симметричное равновесие по Нэшу. Следующие правила 
предложения цены оказываются равновесными в случае п участников.

Правила предложения цены в аукционе с общими оценками 
в случае п участников

Предположим, что в аукционе с общими оценками участники наблюдают 
сигналы, которые представляют собой независимые реализации равномерно 
распределенной случайной величины сое [0,1]. Совместная плотность рас
пределения цены объекта v и сигнала о задана как

[со, еслиг = ц, 
/(г,со) = 

[1-со, еслиг = ц.
Тогда линейные правила ставок

образуют симметричное равновесие по Нэшу в аукционе с общими оценками.

Упражнения
1. Рассмотрим аукцион с общими оценками из п участников. Все участ

ники получают сигналы, являющиеся независимыми случайными 
величинами, равномерно распределенными на интервале [0,1]. Пред-
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положим, что каждый участник руководствуется линейным правилом 
, «“I / ,=У/+—(ул-У/)®,--

(а) Покажите, что вероятность выигрыша аукциона участником i равна

о,

> m_i) = 1 « J (Ул-У/)"-1

1,

если < v,, 

, л-1, .если у; < о,. < V/ + ——(vA ~ уД

, Л-1 / X
если о, > v; + (v;, - V,),

где m_i = max{Zr : j * /}.
(b) Покажите, что ожидаемый выигрыш участника Z составляет

О,

Ei{bi Ю = (V/, - У/)'"

если b, <

Л - 1 , .
, если v, < bt < v, +~^-(vh ~ У/)

п -1
если Z>, > v, +

п
где с,. = соvh + (1 - со,. )у;.

(с) Изобразите графики функций и £,(/>, ).
2. Предположим, что в аукционе с общими оценками п участников наблю

дают сигналы, являющиеся независимыми случайными величинами, 
равномерно распределенными на интервале [0,1]. Совместная плотность
распределения цены предмета v и сигнала со задана как

со, еслиу = уА, 
[1 — со, еслиг = У/. 

Покажите, что симметричные линейные правила 

bi=vl+^-(vh-vl)&l, i = \,...,n,

образуют симметричное равновесие по Нэшу.
3. Рассмотрим аукцион с общими оценками из двух участников. Обще

известно, что цена предмета может принимать значения v, и уА. Все 
участники получают сигналы, являющиеся независимыми реализа
циями случайных величин, имеющих равномерное распределение на 
интервале [0,1]. Совместная плотность распределения цены предмета у 
и сигнала со имеет вид

[со, еслиу = уА,
/У,а)= ’

[1 —со, еслиу = У/.
Пусть участник 2 использует правило Ь2(оз2) = а2 +т2а>2, где v,<a2, 
т2>0 и а2 + т2 < vh. Каков наилучший отклик ^(со,) участника 1?
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4. Рассмотрим аукцион с общими оценками с двумя участниками. Сов
местная плотность распределения задается функцией

/(v,w) =
2_е-у(1+ш2) 

п
.0,

если у > 0, со > 0,

иначе.
(а) Найдите условную ожидаемую оценку £’(т|о)).

[Ответ: E(v|co) = —г.]
1+00

(Ь) Допустим, что участник 2 использует правило Ь2 = ®2, а участник 1 
знает, что ш2 — равномерно распределенная случайная величина 
на интервале [0,1]. Найдите ожидаемый выигрыш участника 1 и 
нарисуйте график. [Ответ:

£’w1(/>1|Z>2) =
0, если й] < 0,
й,[(1 + ш[)-3 -ZjJ, если0</>! <1, 
(1 + ®i)“3 если/>,>!.]

(с) Как выглядит наилучшее правило предложения цены для участника 1 
в допущениях пункта (Ь)? [Ответ: />1(®1) = -^-(1 + со^Г3.]

5.5. Теорема об эквивалентности доходов
Мы видели, что аукционы могут принимать различные 

формы. Основными среди них являются английский аукцион, голландский 
аукцион, аукционы первой и второй цены. В предыдущих разделах достаточ
но детально обсуждались возможные выигрывающие предложения цен для 
таких аукционов и оптимальные стратегии предложения цены. Мы видели, 
что аукционы можно рассматривать как игры, и можно исследовать равнове
сие в этих играх и получить представление о том, какие предложения цены, 
вероятнее всего, будут сделаны в различных версиях аукционов. При этом 
мы обнаружили, что английский аукцион и аукцион второй цены порождают 
одинаковое выигрывающее аукцион предложение цены, равное второй по 
величине максимальной оценке. Это верно при любом типе информации 
относительно оценок оппонентов, которой обладают участники. Выигрыва
ющее аукцион предложение цены в закрытом аукционе первой цены, как и в 
голландском аукционе, существенно отличается от выигрывающего аукцион 
предложения цены в английском аукционе или в аукционе второй цены в 
случае, когда участники не знают оценок других участников.

Мы изучали аукционы с точки зрения участников, а теперь будем рас
сматривать их с точки зрения аукциониста. Основной вопрос, на который 
аукционист хотел бы ответить, — это вопрос о том, какой тип аукциона 
приведет к наибольшему возможному доходу. Мы уже знаем, что доходы, 
которые аукционист ожидает получить от английского аукциона и аукциона 
второй цены, одинаковы, поскольку выигрывающее аукцион предложение 
цены в обоих аукционах — это вторая по величине максимальная оценка.
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Труднее понять, каким будет ожидаемый доход от голландского аукциона и 
от закрытого аукциона первой цены. Ниже мы рассмотрим эти вопросы и 
покажем, что ожидаемые доходы аукциониста от четырех типов аукционов 
одинаковы, если оценки участников — независимые выборки из одного и 
того же распределения.

Выбирая тип аукциона, аукционист обычно не знает, каковы истинные 
оценки потенциальных покупателей. Однако он имеет достаточно хорошее 
представление о характере распределения, из которого эти оценки выбирают
ся. Так, в случае продажи редкой картины аукционист не знает в точности, 
сколько готовы заплатить за нее присутствующие на аукционе покупатели, но 
хорошо представляет диапазон возможных значений таких оценок для этой 
картины. Так, может быть общепринятым, что картина стоит от одного до двух 
миллионов долларов. Аукционисту может быть даже известно, что оценки 
покупателей имеют равномерное распределение на этом интервале.

Начнем с вывода формулы ожидаемого дохода от аукциона второй цены 
и английского аукциона. Как и ранее, предполагаем, что оценка каждого из 
п участников — реализация непрерывной случайной величины, распреде
ленной на интервале [у, v]. Предположим также, что распределение случай
ной переменной на этом интервале задается функцией распределения £(■), 
которая имеет плотность распределения /(•). Тогда имеет место следующее 
утверждение.

Ожидаемый доход от аукциона второй цены и английского аукциона

Предположим, что в аукционе с п участниками оценки v, — реализации слу
чайных величин, независимо (и одинаково) распределенных на интервале 
[у, v] согласно функции распределения /’(■) с функцией плотности /(•). 
Тогда ожидаемый доход аукциониста в аукционе второй цены или англий
ском аукционе равен

Rsp = п(п - Г)£’vF"“2,(v)(l - F(v))/(v)rfv.

Чтобы показать это, заметим прежде всего, что если v},...,vn — реализации 
п независимых (и одинаково распределенных) случайных величин — оценок 
участников, то существуют п случайных переменных Y],Y2,...,Yn, которые 
представляют, в порядке возрастания, наименьшее и т.д. вплоть до наиболь
шего значения случайных переменных v},...,vn. То есть

У] = min{v1,...,v„}, Yn =max{v1,...,v„},

а У„_| тогда случайная величина, дающая вторую по величине оценку, так 
что У] < У2 <... < Уя_! < У„. Совместное распределение этих порядковых ста
тистик имеет вид1

1 Полное и детальное обсуждение порядковой статистики и вывод функции плотности 
совместного распределения можно найти в: [39, р. 196].

g(yi,-,y„) = rilf(yl)f(y2)-f(y„).
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Функция плотности У,,.,, второй по величине порядковой статистики, 
имеет вид1

1 См. снова: [39, р. 139], где объясняется достаточно подробно, как выводится эта 
формула.

£„-1 (Л-1) = J7• • • 1 t«1 Ж )Ж)• • • f<yn)dyt...dy„ =

- (^ЕЖ-ЖЖлХ! - Р(У„л))1Ж-1)■

Следовательно, ожидаемое значение второй по величине максимальной 
оценки составляет

xF{"~2)(x)(l-F(x))f(x)dx. (5.1)

Поскольку вторая по величине максимальная оценка и есть то, что ожи
дает получить аукционист, то это также и ожидаемый доход от аукциона. 
Следующий пример детально объясняет выражение для ожидаемого дохода 
в формуле (5.1) для случая двух участников.

Пример 5.11. Рассмотрим случай двух участников, оценки которых выби
раются независимо из интервала [у, v] с одной и той же функцией распреде
ления F(-) и плотностью /(•). В этом случае случайная величина, которая 
дает вторую по величине (максимальную оценку), равна - min{vj,v2}. 
Совместная плотность распределения двух независимых случайных величин 
v, и v2 имеет вид /(v,)/(v2). Пусть 6У| обозначает функцию распределения 
(случайной величины) Ур Тогда, заметив, что У] = , когда v, < v2, и Yx = v2, 
когда v2 < v(, получим

Gy, (v) = P{YX < v) = P(YX < v;Vj < v2) + P(YX < v;v2 < v,) =

= JJ ) [f ’ /(v2) dv2 ] dvx + /(v2) [£ /(v,) dvx ] dv2 =

= £/(v1)[1-F(v1)Wv1 +J7(v2)[1-/’(v2)Hv2 =

= 2f7(x)[l-F(x)]rfx.

Таким образом, плотность распределения Yx в этом случае имеет вид 
2/(У,)[1 - /"(Ti)], а ожидаемый доход от аукциона второй цены равен

2|’х/(х)[1-Г(х)](/х. ■

Ожидаемый доход от закрытого аукциона первой цены находится, во- 
первых, с учетом замечания о том, что, в отличие от аукциона второй цены 
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или английского аукциона, ожидаемое выигрывающее предложение цены 
не является второй по величине оценкой, а определяется оптимальными 
правилами предложения цены, используемыми участниками, а также из того, 
что выигрывающее предложение цены — это функция реализованного зна
чения (предложения) участника с максимальной оценкой. Эти оптимальные 
правила были получены в разделе 5.3 для случая двух и трех участников при 
условии, что оценки покупателейреализации независимых равномерно 
распределенных на интервале [у, у] величин. Теперь получим выражения 
для оптимальных предложений цены и выигрывающего предложения в 
аукционе первой цены для случая, когда оценки покупателей определяются 
произвольной функцией распределения /”(•) *.

1 Другими словами, реализации независимых одинаково распределенных случайных
величин с функцией распределения £(•). — Примеч. ред.

Пусть Ь*  (•) — правило предложения цены участников в симметричном 
равновесии (если такое равновесие существует). Предполагается, что />*(•)  
строго возрастает по оценкам у участников. Если участник i предлагает 
цену Ь, то вероятность того, что это предложение окажется выигрывающим, 
равна

Р(Ь > Ь*  (у,)) х • • • х P(b > Е (ум )) х Р(Ь > F (у;+1)) х • • • х Р(Ь > й*  (у„)).

Таким образом, если участник i используя стратегию предложения цены 
Ь*  (•), предлагает цену b\q), то вероятность того, что это предложение наи
большее, равна

Р(Ь* (<?) > />’ (у,)) х • • ■ х Р(Е (q) > b" (у..,)) х

х P(b*  (q) > b*  (у,+|)) х ■ • ■ х P(b*  (q) > b*  (уп)) =

= P(q > Vj) х • • ■ х P(q > viA )xP(q> v,+1) x • ■ • x P(q > v„) = F^\q).

Ожидаемый выигрыш участника i в случае, если он предлагает цену Ь* (<?) 
и его оценка равна у, таким образом, равен

Eu^^F^^-bXq».

Условие первого порядка максимума тогда имеет вид

(л - 1)F("-2>(<7)/(<7)(v - b\q)) - F^(q)(E)'(q) = 0 .

Для того чтобы Z>*(v)  было равновесным правилом предложения цены, 
условия первого порядка должны выполняться при q = v. Следовательно, 
получаем

(л - 1)7?("'2)(у)/(у)(у - Е(у)) - £("-1)(у)(й’)'(у) = 0 .

Это можно переписать как
(л - l)F("“2)(v)/(v)Z>*(v)  + Т(,,-1)(у)(й*) ,(у) = (л - 1)/’("-2>(у)/(у)у ,

откуда
4-F«-x\v)b*(y)  = (п- l)F<n-24v)f(v)dv. (5.2)
CIV

268



ГЛАВА 5. АУКЦИОНЫ

Соотношение (5.2) должно выполняться для любого у. Следовательно,

F(n~'} (v)b' (у) = (я -1)£ vF("“2) (v)f(v)dv + С,

где С — константа интегрирования. Из того, что F("4)(y) = 0 и 
J'yF("'2)(v)/(y)c?v = 0, заключаем, что С=0. В итоге получаем следующее 
соотношение (для 6*  (у)):

F^-’^v)/,» = (и -1)£ vF<”-2)(v)/(v)Jv,

что, в свою очередь, дает

b\v) = [,xF^24x)f(x)dx. (5.3)

Уравнение (5.3) характеризует природу равновесного правила предложе
ния цены в симметричном равновесии аукциона первой цены, если такое 
равновесие существует.

Равновесное правило предложения цены в аукционе первой цены

Предположим, что в аукционе с п участниками оценки у участников неза
висимо распределены на интервале [у, у] согласно функции распределения 
F() с плотностью /(•). Тогда равновесное правило предложения цены в 
симметричном равновесии в закрытом аукционе первой цены имеет вид

*’(*) = г”л~7)^ •
Посмотрим, как выглядит это соотношение в случае двух участников и 

равномерного распределения оценок на интервале [у, у]. Сравним с резуль
татами, полученными нами в разделе 5.3.

Пример 5.12. Рассмотрим случай, когда п = 2 и F(-) — функция равно
мерного распределения на [у, у]. Для у е [у, у] имеем 

у — у 1
Лг) = ^и /(v) = ^.

Из (5.3) получаем, что 
— — — 22. V - V , V - у ГГ X , V - у У -уЬ (у) =------ х f (x)dx =------ —-----dx =---- - х ~ ?,v-yJv у-у Ду-у у —у 2(v-y)

откуда находим 
... . у + у 1 1
*

Заметим, что это правило в точности совпадает с полученным ранее в 
разделе 5.3 правилом. ■

Перейдем к характеризации величины ожидаемого дохода в закрытом 
аукционе первой цены. Ясно, что если все участники руководствуются рав
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новесными правилами предложения цены, которые являются возрастающи
ми по их оценкам функциями, то выигрывающее предложение цены будет 
сделано участником с самой высокой оценкой. Случайная величина, дающая 
максимальную оценку, является порядковой статистикой:

Г„ =max{v„...,y„}.

Плотность распределения1 этой порядковой статистики имеет вид

1 Полное и детальное обсуждение порядковой статистики и вывод функции плотности 
совместного распределения можно найти в следующей книге: [39, р. 197], где подробно 
обсуждается эта функция плотности.

и I

Следовательно, ожидаемый доход в закрытом аукционе первой цены 
выражается как

Если подставить сюда выражение Ь*(х)  из (5.3), то получим

[^(v)] -

= n(n -1)£” £ х[7?(х)](л’2)/(х)/(у)б/хг/у.

Таким образом, имеет место следующее утверждение.

Ожидаемый доход в закрытом аукционе первой цены

Предположим, что в аукционе с п участниками оценки v, независимо рас
пределены на интервале [у, у] согласно функции распределения FQ) с 
плотностью /(•). Тогда ожидаемый доход в закрытом аукционе первой цены 
равен

Rfp =п(п- 1)J’ £’ x[F(x)]*"~ 2) f(x)f(y)dxdv.

Теперь, имея представление об ожидаемых доходах от аукциона второй 
цены и закрытого аукциона первой цены, можем сравнить их. При детальном 
рассмотрении обнаруживается, что ожидаемые доходы оказываются оди
наковыми, даже несмотря на то что правила предложения цены различны. 
Таким образом, имеет место следующее утверждение.

Теорема 5.13. Если оценки участников у,- выбираются независимо из интервала 
[у, у], и имеют одну и ту же функцию распределения F( ) и плотность /(•), 
то ожидаемые доходы в аукционе второй цены и закрытом аукционе первой 
цены одинаковы.
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Доказательство. Покажем, что RFP = Rsp .

RFP = п(п —1)£ £ x[F(x)]{l'~2) f(x)f(y)dxdv =

= и(я -1)£ [£ f(y)dy (x)]("-2)/(xk/x .

Это следует из того, что область интегрирования двойного интеграла

££x[F(x)]("-2)/(x)rfx/(v)rfy

— это множество
/? = {(у,х):у<у<у иу<х<у},

что эквивалентно
{(х,у) :у х < у и у < у < у}.

Таким образом,

Rfp =п(п-1)£ [£ f(y)dy Jx[F(x)]<',~2)/(x)ifr =

= «(« -1)£ х[Т(х)]<"-27(х)(1 - F(x))dx = RSP . ■

Пример 5.14. Рассмотрим случай двух участников, оценки которых неза
висимо и равномерно распределены на интервале [у, у], т.е. случай, когда 
п = 2 и Г(-) — функция равномерного на [у, у] распределения. Ожидаемый 
доход от аукциона второй цены равен

А, = Т У W0 - Г«)А=2jj 1 =

2 r, - 2x j 2 (vv2 уПу

(v -y) (y - y)2 k, 2 3 J у

=------ —т[у3-Зуу2+2у3].
З(у-у)2

Ожидаемый доход от закрытого аукциона первой цены равен

/7 = 2£ Е [xf(x)dx]f(y)dv = 2££ [х-=^dx]~^dv =

2 гF р , , 2 гг у2 - у2 ,
=---------xdxdv =-------------- —r-=-ov =(v-v)2JrJv (y-y)2jI 2

1 (У3 2 1 r—3 t— 2 n 3i
= -1- г -г-’' v = — ----- -Зуу + 2y ].(у - у)2 V 2 J у 3(y -y)2

Получается одно и то же выражение для двух типов аукционов. ■
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В наших рассуждениях несколько раз упоминался голландский аукцион, 
однако этот тип аукциона не сравнивался с другими. Напомним, что гол
ландский аукцион начинается с того, что аукционист запрашивает высокую 
цену, непрерывно понижая ее до тех пор, пока кто-то из участников не со
гласится на эту цену. На этом аукцион заканчивается, и предмет продается 
участнику, который первым сделал предложение, по цене, равной этому 
предложению. Хотя на первый взгляд может показаться, что голландский 
аукцион отличается от закрытого аукциона первой цены, при тщательном 
анализе становится ясно, что выигрывающее предложение цены в голланд
ском аукционе в точности совпадает с выигрывающим предложением в за
крытом аукционе первой цены. Оптимальное правило предложения цены в 
симметричном равновесии в голландском аукционе в точности такое же, как 
и оптимальное правило в симметричном равновесии в закрытом аукционе 
первой цены, поскольку функции ожидаемого выигрыша одинаковы. Но из 
этого следует, что ожидаемые выигрывающие предложения цены совпадают, 
следовательно, ожидаемые доходы от голландского аукциона и закрытого 
аукциона первой цены одинаковы. Мы установили следующий факт.

В аукционе с п участниками, оценки которых имеют одинаковое и незави
симое распределение на интервале [у, у], ожидаемый доход от закрытого 
аукциона первой цены, аукциона второй цены, английского аукциона и 
голландского аукциона одинаков.

Упражнения
1. Рассмотрим аукцион второй цены, на который выставлен старинный 

автомобиль. Три участника проявили интерес к участию в торгах. 
Известно, что стоимость автомобиля находится в интервале между 
20 тыс. долл, и 40 тыс. долл. Каждому из участников разрешается делать 
ставку один раз. Если аукционист верит, что оценки трех покупателей 
равномерно распределены на интервале [$20 ООО; $40 000].
(а) Какова ожидаемая величина выигрывающего (аукцион) предложе

ния цены?
(Ь) Какой доход от аукциона ожидает получить аукционист?
(с) Как вы думаете, изменятся ли эти величины, если провести анг

лийский аукцион?
2. Рассмотрим тот же аукцион, что и в предыдущем упражнении, но теперь 

с пятью участниками. Аукционист полагает, что оценки участников 
равномерно распределены на интервале [$20 ООО; $40 000].
(а) Какова ожидаемая величина выигрывающего (аукцион) предложе

ния цены?
(Ь) Какой доход ожидает получить аукционист?
(с) Отличаются ли значения в случае с пятью участниками от случая 

с тремя участниками? Объясните свой ответ.
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3. Известный аукционный дом «Сотби» планирует выставить на аукцион 
оригинал картины Ван Гога. Стоимость картины находится в пределах 
от 1,5 млн до 2,2 млн долл. Два участника проявили интерес к приобре
тению картины, и аукционный дом считает, что их оценки равномерно 
распределены на интервале [$1,5 млн; $2,2 млн]. Нам известно, что 
«Сотби» продает картины на английском аукционе.
(а) Какова ожидаемая величина выигрывающего аукцион предло

жения?
(Ь) Каков ожидаемый доход?

4. Если «Сотби» решает продать картину, описанную в предыдущем уп
ражнении, через закрытый аукцион первой цены, то
(а) Какова ожидаемая величина выигрывающего аукцион предложения 

цены?
(Ь) Каков ожидаемый доход?
(с) Отличаются ли полученные значения от тех, что ожидаются в случае 

английского аукциона?
5. Пусть, выставляя на аукцион картину, описанную в предыдущих уп

ражнениях, «Сотби» обнаруживает, что нашлось пять заинтересованных 
в ее покупке участников, оценки которых равномерно распределены 
на [$ 1,5 млн; $2,2 млн]. Найдите:
(а) ожидаемое значение выигрывающего (аукцион) предложения

цены;
(Ь) ожидаемый доход от аукциона.

6. Нами были получены выражения ожидаемого дохода для четырех раз
личных типов аукционов. Что происходит с ожидаемым доходом при 
увеличении числа участников?

7. Получите выражение для ожидаемого выигрывающего (аукцион) пред
ложения цены в аукционе второй цены с п участниками при условии,
что оценки покупателей равномерно распределены на [у, г].

8. Получите выражение для ожидаемого выигрывающего (аукцион) пред
ложения цены в закрытом аукционе первой цены с п участниками при 
условии, что оценки покупателей равномерно распределены на [у, v].

9. Получите выражение ожидаемого дохода от аукциона с п участниками
при условии, что оценки покупателей равномерно распределены на 
(v,v].

10. Рассмотрим закрытый аукцион первой цены с двумя участниками, 
оценки которых равномерно распределены на [у, v]. Предположим, что
одному из участников, скажем участнику 1, стало известно, что оцен

ка участника 2 на самом деле равномерно распределена на
V +V

однако участник 2 не знает о том, что это известно участнику 1. Какое
предположение можно сделать о стратегии участника 2? Найдите оп
тимальную выигрывающую стратегию участника 1.
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11. Рассмотрим закрытый аукцион первой цены с двумя участниками. 
Оценка участника 1 равномерно распределена на интервале [у, v], а

~ Г V + V
оценка участника 2 равномерно распределена на интервале у,^— • 

Предположим, что участники руководствуются линейными (относи
тельно их оценок) правилами предложения цены.
(а) Запишите выражение ожидаемого выигрыша для каждого из участ

ников.
(Ь) Каковы оптимальные правила предложения цены каждым из участ

ников?
(с) Найдите равновесные правила предложения цены.
(d) Как отличается равновесная пара правил от равновесия в симмет

ричном случае?



Глава 6 Торг

В прошлой главе мы использовали аппарат теории игр, для 
того чтобы понять, как функционируют аукционы различных типов. Мы 
увидели, что аукционы представляют собой особые формы рынка, в кото
рых покупатели делают ставки на товар. Однако существуют другие формы 
рынков, где место участников, делающих ставки, занимают продавцы и по
купатели, которые выступают с предложениями и контрпредложениями. Для 
понимания и анализа подобных рынков требуется подход, отличающийся от 
использованного в прошлой главе. В этой главе мы рассмотрим несколько 
моделей торга и торговли. Рынок жилья, как и рынок автомобилей, являет
ся хорошим примером рынков, где товар продается только после того, как 
обе стороны достигли взаимного согласия по поводу цены. В этих случаях 
соглашение достигается после некоторого торга.

Когда индивид входит на рынок жилья, скажем в качестве покупателя, он 
изучает дома, которые продаются по объявленным ценам. После этого он 
принимает решение о том, какой из домов является наиболее подходящим, 
учитывая свой бюджет. Приняв решение, покупатель делает предложение 
продавцу, причем обычно по цене, меньшей, чем объявленная. В свою оче
редь продавец либо соглашается, либо делает контрпредложение, которое 
находится между исходной ценой и предложением покупателя. Покупатель 
либо принимает контрпредложение, либо делает еще одно контрпредложение, 
либо может завершить процесс торга. Другим примером рынка, использую
щим подобный механизм, является рынок автомобилей, где покупатель также 
начинает процесс торга с цены, объявленной продавцом. Ясно, что такие 
рынки сильно отличаются от аукционов и, как мы увидим далее, могут быть 
описаны последовательными (динамическими) играми. Современные теории 
торга широко распространены и применимы не только к рынкам жилья и 
автомобилей, но также позволяют решать такие задачи, как дележ пирога, 
использование общих ресурсов и распределение затрат.

Мы начнем с обсуждения аксиоматических теорий торга. Эти теории 
исходят из предположения о том, что торги должны обладать некоторыми 
разумными свойствами. Как правило, они используются при распределе
нии денег или ресурсов или при распределении затрат среди индивидов, 
где механизм распределения должен удовлетворять некоторым требованиям 
справедливости или эффективности.

В разделе 6.1 будет рассмотрено решение игры торга по Нэшу. В разделе 6.2 
мы изучим монотонность при торге и решение игры торга по Калаи — Смо- 
родинскому. В разделах 6.3 и 6.4 исследуем понятия ядра и вектора значе
ний Шепли, которые можно рассматривать как концепции, использующие 
элементы торга между коалициями или группами. Наконец, в разделе 6.5 
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мы обсудим торги, фундаментальным элементом которых является фактор 
стратегический. Поскольку процессы торга являются последовательными, 
будем называть их динамическими торгами.

6.1. Решение по Нэшу
Здесь мы представим и обсудим решение следующей клас

сической задачи.

• Как разделить пирог между несколькими индивидами ?

Поставленная таким способом задача является достаточно специфической. 
Но на самом деле она дает ключ к решению других более сложных задач.

Мы начнем с обсуждения решения по Нэшу в задаче торга между двумя 
участниками. Такого рода задача возникает во многих ситуациях. Когда про
давец и покупатель ведут переговоры о цене дома, они имеют дело именно с 
задачей торга. Таким же образом две страны проводят торги касательно усло
вий торговли, игрок в баскетбол обсуждает контракт с владельцами команды, 
две корпорации договариваются о деталях совместного предприятия — это 
все примеры торга между двумя участниками.

Во всех ситуациях, связанных с торгом, обычно есть множество альтерна
тивных исходов (результатов) S, и обе стороны должны достичь соглашения, 
выбрав один из элементов этого множества. Как только соглашение достиг
нуто, торг окончен и обе стороны получают соответствующие выигрыши. 
В случае если они не могут достичь соглашения, результатом является статус- 
кво (исходное состояние, существующее положение. — Примеч. пер.), и мы 
говорим, что имеет место разногласие. Ясно, что стороны не станут участвовать 
в торгах, если во множестве 5 не существует элементов, которые приносят 
обеим сторонам большие выигрыши, чем выигрыши в состояниях статус-кво. 
Статус-кво или точка несогласия торга', которая будет обозначаться через s0, 
также является альтернативой из множества S. Если (t/t,J2) — выигрыши в 
точке несогласия 50, то интересующая нас часть 5 состоит из исходов, при 
которых обе стороны имеют больший выигрыш, чем (d.,d2). Теперь определим 
задачу торга следующим образом.

Определение 6.1. Задача торга между двумя участниками (или просто 
торг) состоит из

(1) двух участников (или игроков), 1 и 2;
(2) множества S доступных альтернатив (или результатов торга, или 

просто результатов), имеющего точку несогласия 50 е 5;
(3) функций полезности и. :S R , таких что

(а) и} (s)>dl=ul (s0) и u2(s)>d2 = и2 (s0) для всех seS, 
(Ъ)хотя бы для одного seS имеем u^s) > d} и u2(s) > d2.

1 Альтернативные термины в русскоязычной литературе: точка разногласия, точка 
разлада. — Примеч. пер.
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Заметим, что условие 3(b) гарантирует наличие доступной альтернативы, 
при которой выигрыши обоих участников строго выше, чем в точке несо
гласия $0. Это условие делает торг нетривиальным. Формально торг можно 
представить в виде тройки

B = ((5,50),z/1,zz2),

где (5, 50), w, и и2 удовлетворяют свойствам определения 6.1.
Далее отметим, что каждой альтернативе seS соответствует пара вы

игрышей (zzi(a,),zz2(^)) . Эту пару называют аллокацией полезностей1. Таким 
образом, каждому торгу можно поставить в соответствие множество алло
каций полезностей

1 Альтернативные термины в русскоязычной литературе: вектор достижимых полез
ностей, вектор доступных полезностей. Соответственно: множество векторов достижимых 
полезностей, множество векторов доступных полезностей или просто множество дости
жимых полезностей или множество доступных полезностей. — Примеч. пер.

W = {(z/j(5),zz2(5)):5e5}.

В случае когда необходимо указать, к какой игре принадлежит U, вмес
то 1Л будем писать Us. Ясно, что U является подмножеством плоскости и]и2. 
Множество U играет важную роль в данном разделе.

Как и в любой игре, мы заинтересованы в поиске «удовлетворительного» 
решения. Формально определим решение игры торга как правило (т.е. функ
цию), которое ставит в соответствие игре В подмножество s(B) множества 
всех результатов S. Можно трактовать s(B) как совокупность взаимно удов
летворительных соглашений торга В или просто как решения игры торга. 
Очевидно, что любое такое правило должно удовлетворять определенным 
условиям рациональности. Обсудим некоторые из этих условий.

Для начала обратимся к эффективности по Парето.
• Парето-оптимальность (или Парето-эффективность): элемент s*  е S 

является эффективным по Парето (или Парето-оптимальным), если не 
существует другого элемента seS, такого что
(1) их($}>щ(/) и u2(s)>u2(s'Y,
(2) z/; (5) > z/;(s’) для хотя бы одного игрока i.

Результат торга, являющийся Парето-эффективным, гарантирует, что 
не существует возможности увеличить полезность одного из участников, 
не уменьшая полезности другого. Иначе говоря, если результат Парето-эф- 
фективен, то улучшение состояния одного из участников неминуемо ведет 
к ухудшению состояния другого.

Определение 6.2. Правило у(-) является Парето-эффективным, если для 
любой игры В = ((S,s0),u},u2) подмножество «решений» s(B) состоит исклю
чительно из Парето-оптимальных исходов.

Другим разумным свойством правила является независимость от несвязан
ных альтернатив. Чтобы установить это свойство, нам потребуется понятие 
подыгры торга. Подагрой торга В = ((S,sQ),ux,u2) называется любая игра торга 
В’ = ((7’,50),zzi,zz2) , где Т — подмножество 5 и 50 е Т .
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• Независимость от несвязанных альтернатив1 2: Правило у(-) удовлетворяет 
условию независимости от несвязанных альтернатив, если для любой 
игры торга 5 = ((5’,s0),z/I,z/2) и любой подыгры торга В' ^((Т^),^,^), 
такой что s(B)cT, выполнено

1 Другой термин, используемый в русскоязычной литературе, — независимость от 
посторонних альтернатив. — Примеч. пер.

2 Альтернативный термин в русскоязычной литературе: правило коллективного вы
бора. — Примеч. пер.

s(B') = s(B).

Это условие гарантирует, что любое приемлемое правило должно оставать
ся приемлемым, если отбросить все альтернативы, менее привлекательные 
для обоих игроков.

Можно предположить также, что решение игры торга не должно зависеть 
от изменений масштаба функций полезности. Следовательно, приходим к 
следующему свойству.

• Независимость от линейных преобразований: Правило s( ) не зависит от 
линейных преобразований, если для любой игры торга В = ((5,y0),z/,,z/2) и 
любых функций полезности вида и' = bjuj + д(., где а2 и bt> Q — константы, 
игра торга

В' = ((S,s0),u',u2)

удовлетворяет s(B') = s(B).
Таким образом, на правило не будет оказывать влияния изменение масш

таба или единиц измерения полезности. Другими словами, правило не должно 
быть чувствительным к линейным преобразованиям функций полезности.

Теперь мы можем перейти к построению важного правила принятия ре
шений, которое удовлетворяет всем перечисленным требованиям. С каждой 
игрой торга В = ((S,s0),ux,u2) ассоциируем функцию gB : £ -> R, определен
ную как

gB(s) = [м, О) - dx ] х [и2 (s) -d2],
где dx = zz,(.s0) и d2 = u2(s0). Пусть о(Д) — множество точек максимума функ
ции gB, т.е.

о(Я) = {5 е S :gB(s) - maxgfi(/)}.

Заметим, что если gB не имеет ни одной точки максимума на множестве S, 
то o(S) = 0 — пустое множество.

Определение 6.3. Правило о( ) называется правилом решения (принятия 
решений) Нэша1, и в любой игре торга В точки множества о(Д) (если таковые 
имеются) называются решениями по Нэшу игры В.

Хорошим математическим свойством множества аллокаций полезностей

U = {(ux(s),u2(s))\s^S},

достаточным для непустоты <з(В), является его компактность. Множество 
аллокаций полезности U является компактным, если оно ограничено (т.е. 
целиком содержится внутри некоторого круга) и замкнуто (т.е. содержит

278



ГЛАВА 6. ТОРГ

Рис. 6.1. Незамкнутое ограниченное множество (а); замкнутое неограниченное множе
ство (б); компактное множество (в)

все свои граничные точки), Несколько примеров множества U представлено 
на рис. 6.1. Предположение о компактности позволяет гарантировать, что 
непрерывная на U функция всегда достигает своего максимума и минимума. 
Доказательство этого свойства можно найти в любом учебнике по диффе
ренциальному исчислению. Формально оно выглядит так.

• Непрерывная функция f '.X R на компакте X достигает своего мак
симума и минимума. То есть существуют хх,х2е X, такие что

f(Xi)<f(x)<f(x2)
для любых X 6 X .

Таким образом, если множество алллокаций полезностей U торга В явля
ется компактным, то непрерывная функция g: И -> R , определенная как

g(ul,u2) = (ul -ф)(и2-д2),

имеет хотя бы одну точку максимума. То есть существует некоторая пара 
(щ,и2)е U , такая что

g(«i,«2)^ ■?(«’> м2*)

1 The bargaining problem // Econometrica. 1950. Vol. 18. P. 155-162.

для любых (z/],m2) е U . Теперь заметим, что любое s*  е S , такое что u^s’) = и*  
и u2(s,) = u2, удовлетворяет s*  ео(Д). Это означает, что множество о(Д) не 
пусто, поэтому любая игра торга В с компактным множеством аллокаций 
полезностей имеет хотя бы одно решение по Нэшу.

Установим первую часть центрального результата, полученного Джоном 
Нэшем1. Она описывает основные свойства правила решения по Нэшу.

Теорема 6.4 (теорема Нэша). В классе всех игр торга с компактным мно
жеством аллокаций полезностей правило решения Нэша о(-) обладает следующи
ми свойствами'. о(5) не пусто', Парето-оптималъно', не зависит от несвязанных 
альтернатив', не зависит от линейных преобразований.

Доказательство. Рассмотрим игру торга В с компактным множеством 
аллокаций полезностей U и положим

М = тах{£д (i): s е 5},
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Рис. 6.2

где gB(s) =|м,(5) - dt] (z/2(s) - d2]. Как уже говорилось, в этом случае а(В) не 
пусто. Рассмотрим s*  еа(В), т.е. gB(s*)  = M . Геометрическая иллюстрация 
ситуации приведена на рис. 6.2.

Покажем методом от противного, что s*  эффективно по Парето. Пусть 
найдется некоторое s, такое что wt(s)>«1(s‘) и u2(s)>u2(s*).  Поскольку 
существует доступная альтернатива ГеS, удовлетворяющая ui(t)>d] и 
u2(t)>d2, то gB(s*)  > gB(t) > 0. Из последнего следует, что и{ (s’) - dl > 0 и 
u2(s*)-d 2 >0 , и, следовательно,

ul(s)>ul(s*)>d i и u2(s)>u2(s*)>d 2.
Имеем далее

Sb (s) = ["i (-s) - d\ 1 [«2 («) “ d21 > [«1 (s’) - d\ Hw2 (s’) - d2 ] = gB (s’), 

что противоречит выбору точки s’ как точки максимума функции gB. Следо
вательно, s является эффективной по Парето.

Чтобы убедиться в том, что правило Нэша о( ) не зависит от несвязан
ных альтернатив, рассмотрим подыгру В' = ((T,sQ),ul,u2). В соответствии 
с определением подыгры Т с S и, кроме того, gB. = gB на Т. В частности, 
если а(В) (множество всех точек максимума gB на множестве S) таково, что 
а(В) с Т , то с(В') (множество точек максимума gB, на Т) должно совпадать 
со(5), т.е. <з(В') = а(В).

Что касается независимости от линейных преобразований, то пусть 
«((s) = (s) +а,. — произвольное линейное преобразование и, с коэффици
ентом bj > 0 для каждого игрока /. Рассмотрим торг В' = ((S,s0),ux,u2). Ясно, 
что gB, :S —> R задается формулой

SB' (s) = l«i'(s) - bxdx - ax ] [u2 (s) - b2d2 - a2 ].

Следовательно,

gB-(s) = l»i'(s)- bxdx -ax] |m'(s)-b2d2 - a2] =

= l^r/t(s) + al~b,dl~ail[b2u2(s) + a2 - b2d2 -a2] =

= Ь^щ (s) - dx ] [u2 (s) - d2 ] = bxb2gB (s).
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Рис. 6.3. Симметричное, компактное невыпуклое множество (а); симметричное, компакт
ное и выпуклое множество (б); симметричное, незамкнутое, ограниченное и выпуклое 

множество (в)

Таким образом, gB(s) = b}b2gB(s) для любых seS. Заметим, что любой 
результат х*  е S максимизирует gB тогда и только тогда, когда он максими
зирует gB,. Последнее влечет равенство о(Я') = о(5). ■

Напомним, что подмножество А плоскости ху называется
(1) выпуклым, если оно содержит весь отрезок, соединяющий любые две 

его точки;
(2) симметричным, если (х,у)е А влечет (у,х)еЛ.
С геометрической точки зрения симметричность множества означает 

симметричность относительно биссектрисы у = х. Эти свойства показаны 
на рис. 6.3. (Мы также указали точки максимума функции и = ху на этих 
множествах, если они есть.)

Для того чтобы ввести четвертое условие для правила решения, нам по
надобится следующее определение.

Определение 6.5. Игра торга В называется
(1) выпуклой, если множество аллокаций полезностей выпукло и компактно;
(2) симметричной, если = d2 и множество аллокаций полезностей сим

метрично и компактно.
Теперь мы готовы сформулировать четвертое условие приемлемости для 

игр торга.
• Симметричность: Правило s(-) называется симметричным, если для 

любой симметричной игры торга В выполняется условие щ (s) = и2 (s) для 
любого s е s(B).

Таким образом, правило решения симметрично, если в любой симмет
ричной игре торга оно обходится с участниками одинаково в том смысле, 
что если оба участника имеют один и тот же выигрыш в точке несогласия, 
то они должны получить одинаковый выигрыш в любой точке согласия.

Вторая часть теоремы Нэша формулируется следующим образом.

Теорема 6.6 (теорема Нэша). Если В — выпуклая игра торга, то существует 
единственная аллокация полезностей (и*,и 2), такая что
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<y(B) = {seS :ul(s) = u*  и u2(s) - и2}.

Кроме того, если В — симметричная игра торга, то и*  = и2.
В частности, правило решения Нэша о(-) в классе выпуклых и симметричных 

игр торга является не только определенным, эффективным по Парето, незави
сящим от несвязанных альтернатив и независимым от линейных преобразований, 
но и симметричным.

Доказательство. Пусть В — выпуклая игра торга. Рассмотрим непрерывную 
функцию gB : U -> R , определенную как

= di)(u2-d2).

Поскольку U выпукло и компактно, gB имеет единственную точку макси
мума (Wj'jZ/j); см. упражнение 12 в конце раздела.

Теперь предположим, что выпуклая игра торга В является кроме того и 
симметричной. По определению ф = d2, и (и* 2,щ)е U тоже является точкой 
максимума gB. Поскольку точка максимума единственна, то (их,и2) = (и2,щ). 
Отсюда следует, что и*  = и2 для любого выпуклой симметричной игры тор
га. ■

Геометрическую интерпретацию заключений теоремы можно увидеть 
на рис. 6.4. Для более наглядного представления о правиле решения Нэша 
рассмотрим простой пример.

Пример 6.7. Предположим, что два индивида хотят поделить некоторую 
сумму денег, скажем, 100 долл. Если они не смогут договориться о дележе, 
то никто не получит ни цента. Допустимое множество торга состоит из всех 
пар (тх,т^ неотрицательных вещественных чисел, таких что т. +т2 <100, 
где /и, — то количество денег, которое получит участник I. Таким образом,

S -{(тх,т2):т1 >0,т2 >Н,т. +т2 <100}.

Полезность каждого участника определяется количеством денег, которое 
он получает. Следовательно, функции полезности участников имеют вид

их(тх,т2) = т{ и и2(т1,т2) = т2.

Единственная 
симметричная точка 
максимума gs
Ч/ 

,«Т )

Рис. 6.4. Выпуклая игра торга (й); выпуклая симметричная игра торга (б)
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Заметим, что если стороны не достигнут соглашения, то игроки получат 
dt = d2 = 0. Ясно, что рассматриваемая игра торга является выпуклой и сим
метричной (см. рис. 6.5). Кроме того, имеем

g(m},m2) = щ (mt, т2 )и2 (гщ ,т2) = т}т2.

По теореме 6.6, существует единственная точка максимума функции g, 
которая и является единственным решением по Нэшу. Этот дележ опти
мален по Парето, не зависит от несвязанных альтернатив, не зависит от 
линейных преобразований и симметричен. Единственная точка максимума g 
это т*  - т2 = 50. Следовательно, согласно решению по Нэшу, в рассмат
риваемой игре торга необходимо дать каждому участнику по 50 долл. (см. 
рис. 6.5). ■

Сила теоремы 6.6 состоит в утверждении, что любая симметричная вы
пуклая игра торга имеет единственное решение, удовлетворяющее всем 
желаемым условиям. Это хорошо просматривается на примере 6.7. Любой 
дележ (т},т2) 100 долл., такой что /и, +т2 = 100, эффективен по Парето, не 
зависит от несвязанных альтернатив и не зависит от линейных преобразо
ваний. Однако единственной парой, удовлетворяющей симметрии, является 
тх ~ т2 = 50 долл. Это ярко подчеркивает идею теоремы Нэша: правило 
решения Нэша — единственное симметричное решение для любой симмет
ричной и выпуклой игры торга. Более того, можно показать, что правило 
решения Нэша является единственным правилом решения с этим свойством; 
см. упражнение 11 в конце раздела.

Рассмотрим пример еще одного торга.

Пример 6.8. Индивид указал цену продажи дома в 120 тыс. долл. Его 
резервная цена дома 100 тыс. долл. Он знает, что продавать дом по цене, 
меньшей 100 тыс. долл., — это хуже, чем не продавать вовсе. Потенциаль
ный покупатель готов отдать за этот дом 120 тыс. долл., что совпадает с его 
резервной ценой. Однако, конечно, ему хотелось бы заплатить меньше.
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Мы имеем дело с задачей торга, где два участника могут получить сум
марный выигрыш в размере 20 тыс. долл. Вопрос состоит в том, как следует 
их поделить. Если выигрыши участников представляют собой количество 
получаемых ими денег, то (в соответствии с решением Нэша) оба участника 
согласятся поделить 20 тыс. долл, поровну и совершить сделку по цене 
110 тыс. долл. Таким образом, решение игры торга по Нэшу дает интуитивно 
удовлетворительный результат и четкий ответ в задаче ценообразования на 
рынке жилья. ■

В предыдущем примере нашлось единственное решение по Нэшу, кото
рое удовлетворяет требованиям эффективности по Парето, независимости 
от несвязанных альтернатив, независимости от линейных преобразований и 
симметричности. В самом деле, решение по Нэшу дает в точности то решение, 
которое, по-нашему мнению, и должно иметь место. Во многих случаях, од
нако, этот подход к задаче торга не позволяет получить удовлетворительного 
решения. Следующий пример показывает, почему это может происходить, и 
подчеркивает важность предположения о выпуклости в теореме 6.6.

Пример 6.9. Предположим, что пара (индивид А и индивид 5) выбирает 
между походом на футбольный матч и посещением бродвейского шоу. Мно
жество исходов имеет вид

5= {пойти на матч, пойти на шоссе, несогласие}.

Если они идут на шоу, то полезность индивида А составит иА = 4, а полез
ность индивида В — ив= 1. Если они идут на футбольный матч, то значения 
полезностей поменяются местами: иА = 1 и ив = 4. В случае полного несогласия 
полезности обоих иА = ив = 0.

При использовании подхода из теоремы 6.4 к решению задачи торга мы 
получим два решения:

(1) оба посетят бродвейское шоу;
(2) оба пойдут на футбольный матч.
И это все, что можно получить, опираясь на теорему 6.4. Однако мож

но утверждать, что в действительности этим индивидам стоит подбросить 
монетку, чтобы решить, куда пойти. Должна ли монетка быть при этом 
справедливой? То есть должны ли они решить пойти в определенное место 

с вероятностью у ?
Пусть с вероятностью р участники решат пойти на шоу, а с вероятностью 

1 - р — пойти на футбол. Тогда ожидаемые их выигрыши составят

ЕиА = 4х/7 + 1х(1-/?) = 3/7 + 1;

Еив = 1хр + 4х(1-/?) = 4-3/7.

Если р выбирается с целью максимизации (ЕиА - 0)(Еив - 0), то вероят
ность р должна быть точкой максимума функции

g(/7) = (3/7 +1)(4 - 3/7) = -9р2 + 9/7 + 4 .
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Максимум функции достигается в том случае, если выполняются условия 
первого порядка

g\p) = -18р + 9 = 0,

откуда получаем, что р = 1/2. Таким образом, действительно участникам 
нужно выбрать справедливую монетку. Как видим, использованный подход 
является разумным путем решения задачи торга, и мы обнаруживаем, что 
расширение множества альтернатив путем включения совместной рандомиза
ции или корреляции приводит к более удовлетворительным решениям задачи 
торга. ■

Понятие корреляции, использованной в предыдущем примере, тесно 
связано с выпуклостью множества аллокаций полезности

U = {{ux(s'),u^s)')-.seS}.

Напомним, что распределение вероятностей на некотором множестве 
исходов 5 = Ц,^,...^^} — это произвольный вектор (pr,p2,...,pk), такой 

к
что р, >0 для любого / и ^Pi =1. Теперь формально определим понятие 
корреляции.

Определение 6.10. Коррелированная аллокация полезностей на множестве 
исходов S = {51,52,...,saT с распределением вероятностей (рх,р2,...,рк) — это 
2-мерный вектор 

к к \ к

/=| Ы > /=1

Множество всех коррелированных аллокаций полезности будем обозначать 
через C(U).

Заметим, что любое распределение вероятностей р = (р1,р2,...,р1с') сов
местно рандомизирует альтернативы множества S = {s1,52,...,5A.}. В частности, 
коррелированная аллокация полезностей представляет собой не что иное, 
как пару ожидаемых полезностей относительно рандомизированного рас
пределения вероятностей p = (pt,p2,...,pk). То есть

285



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

к к
Я1(Р) = £Pi“ASi) и £2(р) = J№(s;).

/=1 ;=1
Говоря математическим языком, множество всех коррелированных алло

каций полезности C(U), известное как выпуклая оболочка множества U, явля
ется наименьшим выпуклым множеством, содержащим U. Другими словами, 
если участникам позволено рандомизировать альтернативы, то множество U 
доступных аллокаций полезностей становится множеством выпуклым.

Если обозначить через i точку (ul(si'),u2(si')') на плоскости utu2, то 
C(W) — многогранник, изображенный на рис. 6.6. Любая точка внутри или 
на границе многогранника представима в виде (£j(p),£2(p)) при некотором 
подходящем (необязательно единственном) распределении вероятностей 
Р = (Pi’Pif-iPk) ■ В этом случае правило Нэша является разумным решением 
игры торга (снова см. рис. 6.6).

Можно продемонстрировать этот подход на примере 6.9. Множество ал
локаций полезностей, изображенное на рис. 6.7, а, имеет вид

= {(0,0),(1,4),(4,1)}.

Множество всех доступных выигрышей, если возможна рандомизация, 
состоит из всех пар (и},и2), лежащих внутри или на ребрах треугольника с 
вершинами (0,0), (1,4) и (4,1). Это множество — закрашенный треугольник 
на рис. 6.7, б, который, очевидно, является выпуклым.

Любая точка треугольника может быть получена подходящей рандомиза
цией на множестве U. Например, если взять (1,4) с вероятностью 1/3, (4,1) 
с вероятностью 1/3 и (0,0) с вероятностью 1/3, то получим внутреннюю 
точку треугольника. Таким образом, множество коррелированных аллокаций 
полезностей C(U), показанное как затененный треугольник на рис. 6.7, б, 
можно представить в виде

C(U) = {/>(0,0) + <?(1,4) + (1 - р - g)(4,1): р>0, q>Q и p + q<\} =

= {(4-4/>-3</, 1 - p + 3q): р>0, q >0 и р + </<!}.

286



ГЛАВА 6. ТОРГ

Понятие рандомизации можно расширить на произвольное множество 
аллокаций полезностей. Как в примере 6.9, при использовании рандомизации 
выигрыши превращаются в ожидаемые выигрыши, к которым применяется 
решающее правило (например, правило Нэша). В таком случае решение 
является вероятностным распределением. В качестве приложения см. уп
ражнение 9 в конце раздела.

Таким образом, рассмотренное в разделе правило Нэша отлично работает 
в условиях симметрии. Однако большинство торгов не является симметрич
ным либо в силу различного отношения участников к риску, либо в силу 
неодинаковости выигрышей в точке несогласия или даже потому, что имеется 
асимметрия множества аллокаций полезностей U. В случае различного отно
шения к риску или неодинаковости выигрышей в точке несогласия правило 
решения Нэша по-прежнему работает хорошо. Напомним, что решающее 
множество Нэша о(5) игры торга В состоит из всех точек максимума функ
ции gB(s) = [«,(5)-d,][z/2(s)-(Z2]; т.е.

о(5) = {seS:gB(s) = maxge(/)}.

Изменение в отношении к риску отразится на функции полезности, 
соответственно изменится решение по Нэшу. Аналогично различные выиг
рыши в точке несогласия изменят значения dt, и, следовательно, изменятся 
значения функции gB, что повлияет на решение по Нэшу. В самом деле, если 
значение ф увеличится (например, благодаря внешней альтернативе), то в 
решении по Нэшу выигрыш участника 1 тоже увеличится. В обоих типах 
асимметрии решение по Нэшу по-прежнему дает разумное и интуитивно 
верное решение, поскольку эти типы асимметрии влияют либо на функцию 
полезности, либо на выигрыши в точке несогласия.

Однако в случае асимметрии множества аллокаций полезностей решение 
по Нэшу приводит к неудовлетворительному результату. В следующем раз
деле мы обсудим детали этой слабости решающего правила Нэша и альтер
нативное решение игры торга, которое ведет себя лучше, если игра имеет 
асимметричное множество аллокаций полезностей.

Упражнения
1. Покажите, что любой эффективный по Парето результат торга не за

висит от линейных преобразований.
2. Рассмотрим функцию g(mi,m2) = mim2 из примера 6.7. Покажите, что 

на множество доступных альтернатив

5 = {(т},т2): т} >0,т2> 0, т} +т2 < 100}

функция g(mi,т2) = т1 т2 достигает максимума в единственной точке 
(ffl1*,m 2*)  = (50,50).

3. Рассмотрим задачу торга из примера 6.7. Покажите, что любой результат 
торга из множества

Т = {(т1,?«2):/и1 >0, т2 >0, w, +m2 =100}

является эффективным по Парето.
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4. Рассмотрим задачу торга с множеством альтернатив 5= (0,1) (от
крытый интервал от 0 до 1) и функциями полезностей zZ](x) = 1 - х и 
zz2(x) = — ln(l -х).
(а) Изобразите графики функций полезности.
(b) Покажите, что каждый исход оптимален по Парето.
(с) Докажите, что эта задача торга имеет единственный оптимальный по Па

рето и симметричный исход. [Подсказка: если t = - In t, то t ~ 0,567.] 
5. Рассмотрим задачу торга В из предыдущего упражнения.

(а) Изобразите множество U всех аллокаций полезности и покажите, 
что U замкнуто, но не является ограниченным, выпуклым и симмет
ричным.

(Ь) Изобразите график функции g(s) = -(1 - х)ln(l - s).
(с) Найдите множество решений по Нэшу а(В).

6. Два индивида хотят поделить имущество; множество доступных аль
тернатив

5 = {(х15х2): х, >0, х2 > 0, Xj + х2 < 1}.

Функции полезности заданы в виде
z/,(x],x2) - X] + х2 и z/2(x1,x2) = x1+^.

Каков должен быть исход торга, если оба участника ищут Парето- 
эффективное решение? Найдите выигрыши участников для такого 
решения.

7. Если внимательно проанализировать торг из примера 6.7, то можно 
заметить, что игроки являются нейтральными к риску. Почему? Предпо
ложим, что игрок 1 — рискофоб и имеет функцию полезности вида

Найдите решение по Нэшу для этой игры торга. Обсудите следствие 
для правила решения Нэша.

8. Предположим, что вы торгуетесь о цене за «Тойоту Камри» (Toyota 
Camry). Цена по прейскуранту равна 20 тыс. долл. Фактурная цена 
составляет 18 тыс. долл.
(а) Пусть функции полезности пропорциональны количеству полу

чаемых денег. Сформулируйте игру торга и найдите ее решение по 
Нэшу.

(Ь) Предположим, что торговый агент находится в 60 милях от вас и 
согласен продать машину по цене 18,5 тыс. долл. Переформули
руйте игру торга с учетом этого условия и найдите ее решение по 
Нэшу.

9. Предположим, что предприниматель ведет переговоры с венчурным 
капиталистом на предмет выбора стратегии:
(а) инвестировать в бизнес за 5 лет до размещения продукта на рынке;
(Ь) разработать несколько другой продукт в течение трех лет и продавать 

его;
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(с) инвестировать в течение года, а затем продать бизнес фирме-кон
куренту.
Пусть предприниматель выступает в качестве игрока 1, а венчурный 
капиталист — в качестве игрока 2. Нормализованные выигрыши 
игроков от трех альтернатив равны (4,1), (3,3) и (2,5) соответственно.
В случае несогласия инвестиций не будет и выигрыши составят (0,0). 

(i) Опишите множества U и С(Ы).
(ii) Сформулируйте условия теоремы Нэша для данного случая.
(iii) Каково решение игры торга, если использовать правило решения 

Нэша для множества W?
(iv) Каково решение игры торга, если использовать правило Нэша для 

множества C(U)1
10. Для игры торга B = ((S,s0),ux,u2) определим функцию hB\S^>R 

вида
hB (s) = [ Wj (5) - d} ] + [u2 (s) - d2 ]

рассмотрим множество

о, (В) - {5 е S: hB (s) = max hB (Z)}.

Покажите, что o,(-) является правилом решения на всем классе игр 
торга. Каким свойствам удовлетворяет а,(-)?

11. Покажите, что правило Нэша определено однозначно в том смысле, что 
если найдется другое правило .s(-), которое является эффективным по 
Парето и симметричным, а игра торга В — симметричная и выпуклая, то

5(Д)£О(Д).

Это значит, что s(B) и о(Д) порождают одну и ту же единственную 
аллокацию полезностей (м*,м*).

12. Упражнение представляет пару общих свойств, удобных для анализа 
игр торга. Пусть А — непустое выпуклое подмножество плоскости. 
Рассмотрим функцию g: А -> R вида

g(x,y) = (x-x0)(y-y0).

Предполагается, что g(x,y)>0 для некоторых (х,у)еА. Установите 
следующее.
(а) Непрерывная функция g имеет не более одной точки максимума 

на множестве А. (Рисунок 6.3 показывает, что его может не быть 
вовсе.)

(Ь) Если А является компактом, то g имеет ровно одну точку максимума 
на А.

[Подсказка: предположим противное, а именно, что существуют две раз
личные точки максимума, (хх,ух) и (х^^). То есть g(xx,yx) = g(x2,y2) = М , 
где М — максимум функции g на множестве А. Пусть х2 > х, (или 
х2 - %] > 0). Нетрудно понять, что тогда ух > у2 (или ух - у2 > 0). Заметим,
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что выпуклость множества А гарантирует, что точка 1 2

принадлежит А и удовлетворяет соотношению

J xi+x2 У'+Уг}
2 ’ 2 J

С х1+х2
I-!- -х0

¥ У1+У2
Д 2 -а]=

= f xi ~хо _ УХрУ У1 ~Уо _ Уг - Уо А =
<2 2 Д 2 2 J

= I[(*1  - *0  )(У, - Уо) + (* 2 - хч )(у2 - Уо)] +1(У1 - У2 )(* 2 - *1)  =

= у[М + Л/] + ^(У1-у2)(х2-х1) = Л/ + |-(у1-у2)(х2-х1)> М ,

приходим к противоречию.]

6.2. Монотонность при торге
В предыдущем разделе мы рассмотрели правило решения 

Нэша игры торга. Как выяснилось, оно позволяет получать интуитивно при
влекательные решения в симметричных играх торга. Отмечалось также, что 
правило решения Нэша хорошо работает и в случае асимметрии в отношениях 
к риску и асимметрии в точках несогласия. Однако оно может порождать 
совершенно неудовлетворительные решения в случае асимметрии множества 
аллокаций полезностей. В некоторых подобных ситуациях правило решения 
Нэша оказывается не вполне разумным. Наиболее распространенными ситуа
циями, в которых правило решения Нэша не приводит к удовлетворительным 
результатам, являются ситуации, где «пирог» либо сжимается, либо расширя
ется способом, при котором множество аллокаций полезностей оказывается 
асимметричным. Классический пример: то, что получают кредиторы в случае 
банкротства.

До тех пор пока бизнес является платежеспособным, кредиторы ожидают 
получить часть своих займов в виде процентных выплат от величины займа. 
Однако когда бизнес становится несостоятельным, правило Нэша предпи
сывает равноправное распределение активов среди кредиторов. Это правило 
дележа имеет мало смысла в случае, когда размеры займов были различными. 
Более оправданным способом дележа может служить такой, при котором 
активы распределяются пропорционально размерам займов.

В данном разделе будет рассмотрено альтернативное правило решения 
игры торга, не удовлетворяющее свойству симметрии, но соответствующее 
требованию монотонности. Мы увидим, что данное правило решения явля
ется более подходящим для несимметричных торгов.

Начнем с примера, который наглядно показывает, что происходит с пра
вилом Нэша в случае банкротства.
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Пример 6.11 (игра банкротства). Банкротство чаще всего наступает в слу
чае, когда активы фирмы становятся менее ценными, чем ее обязательства. 
Так, например, банкротство может наступить, если ссудно-сберегательная 
ассоциация делает заем, обеспеченный залогом, который обесценивается, 
когда стоимость компании, ведущей операции с недвижимостью и находя
щейся в собственности застройщика, становится меньше совокупного долга 
застройщика или когда активы фирмы стоят меньше, чем совокупный долг 
фирмы. В любом из этих случаев, если К — стоимость активов, a Z), — сово
купный долг фирмы кредитору I, то банкротство наступит в случае

/
Поскольку стоимость активов оказывается меньше, чем совокупный долг 

кредиторам, фирма не может выполнить своих финансовых обязательств и 
объявляет о банкротстве. Теперь задача состоит в том, чтобы поделить К 
между кредиторами.

Предположим, что есть всего два кредитора и выполнено условие бан
кротства К < Dx + D2. Имеем следующую задачу торга. Переговорное мно
жество имеет вид

S = {(кх,к2):кх >0,к2 >0, кх +к2<К}.

Если кредиторы нейтральны к риску, то можно представить их функции 
полезности как

их{кх,к2) = кх и и2(кх,к2) = к2,

т.е. дележ оценивается тем количеством денег, которое они получают. В этом 
случае точка несогласия — это (-Dx,-D2), в ней кредиторы не получают 
активов и не имеют возможности вернуть займы. Поскольку решение по 
Нэшу инвариантно к линейным преобразованиям, можем сдвинуть точку 
несогласия в точку (0,0). Тогда задача сводится к дележу К долларов между 
двумя нейтральными к риску участниками при ограничении, что кредитор 1 
может получить не более чем Dx, а кредитор 2 — не более чем D2. Предпо
ложим, что Z), > D2, и рассмотрим отдельно случаи.

Случай I. D2 > .

В этом случае правило решения по Нэшу предписывает каждому кредитору 
К— долларов; см. рис. 6.8, а.

Случай II. D2 < -у.

Поскольку Dx + D2 > К, то из этого следует, что мы имеем дело с игрой 
торга, изображенной на рис. 6.8, б. Заметим, что долг кредитору 2 погасится 
полностью, а кредитор 1 получит остаток К - D2.
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Решение задачи о банкротстве, предписываемое решением по Нэшу, 
приводит к определенным затруднениям, так как относится к обоим кре
диторам одинаково, даже если перед каким-либо из них гораздо большая 
задолженность. Если, однако, > D2, то логично предположить, что креди
тор 1 должен получить ббльшую долю активов К, чем кредитор 2. В самом 
деле, можно утверждать, что количество активов К должно быть поделено 
между кредиторами пропорционально их требованиям. То есть дележ (к‘,к2) 
активов А” должен удовлетворять соотношениям

тНР''+‘>*
Решение системы дает к! - и _ К и к'7 = К .1 О] + О2 2 Dx+ D2
Другими словами, К делится между кредиторами пропорционально задол

женности. Например, если К = 1 млн долл., = 1 млн долл., a D2 = 500 тыс. 
долл., то описанное ранее правило предписывает 667 667 долл, кредитору 1 
и 333 333 долл, кредитору 2. Напротив, согласно решению по Нэшу, стоило 
бы отдать каждому по 500 тыс. долл. Очевидно, что решение по Нэшу здесь 
не вполне приемлемо. ■

Если внимательно проанализировать решение по Нэшу в задаче о банк
ротстве, то становится ясным, что когда задача торга фундаментально асим
метрична, как это было в предыдущем примере, решение по Нэшу часто 
приводит к неразумным ответам. Причиной возникновения подобных труд
ностей является симметричность. Условие симметричности можно заменить 
альтернативным условием. Одним из наиболее интересных альтернативных 
условий оказывается монотонность. Это свойство требует от решения торга 
обеспечить игроку как минимум такую же полезность, когда множество 
альтернатив расширено по отношению к исходному. Формально условие 
можно записать в следующем виде.

• Монотонность: Правило решения $(•) называется монотонным, если для 
любой игры торга В и любой подыгры торга В' игры В решающее множе-
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ство s(B) доминирует решающее множество s(B') в следующем смысле: 
для любого s' е s(B') существует некоторое s е s(B), такое что

щ(з)>щ(в') и u2(s)>u2(s').

Правило решения Нэша не является монотонным. Например, игра тор
га В', изображенная на рис. 6.9, б, является подыгрой торга для игры В, 
изображенной на рис. 6.9, а. Ясно, что для любого s'es(B') имеет место 
(Ui(s'),u2(s')) = (2,6,1,4), а из se s(B) следует, что (щ($),и2($У) = (2,2). В част
ности, для любого ses(B) выполнено щ (5) < щ (s') при всех s'es(B'). По
следнее показывает, что правило решения Нэша немонотонно.

На рис. 6.9, б игра торга несимметрична, и правило решения Нэша при
водит к паре выигрышей (2,6, 1,4). На рис. 6.9, а игра торга симметрична, и 
правило решения Нэша приводит к паре выигрышей (2,2). Это показывает, 
что хотя множество аллокаций полезностей ЫТ игры торга на рис. 6.9, б явля
ется строгим подмножеством множества аллокаций полезностей U игры торга 
на рис. 6.9, а, согласно правилу решения Нэша выигрыш игрока 1 оказыва
ется больше. Поэтому в ситуациях с асимметрией, подобных играм торга на 
рис. 6.9, б, нам нужно использовать несколько другое множество критериев. 
Правило решения, которое хорошо работает при асимметричности, было 
предложено Е. Калаи и Р. Смородинским1. Это правило решения — предмет 
дальнейшего обсуждения.

Для понимания этого монотонного правила нам потребуются предвари
тельные сведения. Для заданной игры торга В = ((S^q),^,^) положим

ц, = max щ (s) и ц, = max и2 (s),

если эти максимумы существуют. В случае когда множество аллокаций по
лезностей В является компактным, ясно, что Ц] и ц2 определены корректно. 
Для того чтобы наши дальнейшие рассуждения были осмысленными, будем 
предполагать, что ц, и ц2 определены корректно.

1 См.: [42].
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Определение 6.12. Линией Калии — Смородинского {или КС-линией) игры 
торга В - ({S,Sq),ux,u2) называется прямая на плоскости и{и2, проходящая через 
точки (d},d2) и (Ц],ц2).

Таким образом, КС-линия имеет наклон к= ——
Hi "4 

нием
и задается уравне-

и2 -d2 = k(u\ -d}).

Геометрический смысл КС-линии отражен на рис. 6.10.
Аллокация полезностей Калаи — Смородинского (или КС-распределение 

полезностей) игры торга В — это
• наиболее удаленная от (dx,d2) точка (Jif,u2) КС-линии, лежащая в мно

жестве аллокаций полезностей U.
Более формально, если предположить, что U компактно, и рассмотреть 

множество
К = {$ е S :(ui(s),k[ul(s)~di] + d2)e U},

то К * 0 (поскольку 50 е К.) и

щ = maxщ(s) и и2 = к(щ -dx) + d2.seK-
Геометрический смысл КС-распределения показан на рис. 6.10. Если U 

не является компактом, то для игры торга может не существовать КС-рас
пределения. Также очевидно, что произвольная игра торга может иметь не 
более одного КС-распределения. То есть в игре либо есть одно КС-распре
деление, либо нет ни одного. Однако, как было замечено ранее, игра торга 
с компактным множеством аллокаций полезностей всегда имеет в точности 
одно КС-распределение.

Теперь мы готовы определить правило решения Калаи — Смородинского 
(или просто КС-правило решения) к( ) в виде

к(В) = {5 е 5: щ (s) - щ и и2(s) = й2}.

Если игра торга В не имеет КС-распределения, то к(В) = 0 .
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Основные свойства правила решения Калаи — Смородинского описывает 
следующая теорема.

Теорема 6.13. Правило решения Калаи — Смородинского удовлетворяет 
следующим фундаментальным свойствам.

(1) В классе игр торга с компактным множеством аллокаций полезностей 
правило решения Калаи — Смородинского всегда дает непустое множес
тво решений и не зависит от линейных преобразований, но не является 
зависящим от несвязанных альтернатив.

(2) В классе выпуклых игр торга В непустое множество решений Калаи — 
Смородинского к(В) состоит из эффективных по Парето исходов торга.

(3) Если В — выпуклая и симметричная игра торга, то правила решения 
Калаи — Смородинского и правило решения Пэша совпадают, т.е. 
к(В) = 0(В).

Доказательство. Проверим только свойство 1, оставив достаточно простое 
доказательство свойств 2 и 3 в качестве упражнения. Заметим, что игра торга 
на рис. 6.11 демонстрирует, что независимость от несвязанных альтернатив 
для правила решения Калаи — Смородинского не имеет места.

Покажем, что правило решения КС не зависит от линейных преобра
зований полезности. Пусть В = ((S,sQ),ut,u2) — произвольная игра торга.
Тогда его КС-линия имеет наклон к = ——,

Калаи — Смородинскому имеет вид

к(5) - {5 е S: их (s) = щ и и2 (s) - d2

следовательно, решение по

1 51 1 Ml

Рис. 6.11. Независимость от несвязанных альтернатив не имеет места
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Рассмотрим игру торга В', полученную на основе игры торга В путем 
линейных преобразований = Ьхих + ах и v2 = b2u2 + а2, где й, > 0 и Ь2 > 0. Для 
новой игры торга В' точка несогласия (dx,d2) задается как

d'x = bxdx + а, и d2 = b2d2 + а2,

а наклон линии КС равен

к' = ^-^2 = b2p.2+a2-(b2d2+a2) = />2(ц2 -d2) = Ь^к
+«,~(bxdx+ax) bx(p.x-dx) bx

Предположим, что seS удовлетворяет ^(5) = ^ и v2(s)~d2 -k'(vx -dx). 
Следовательно,

V! (s) = bxiix (5) + ax = v, = Ьхщ + ax

тогда и только тогда, когда ux(.$) - йх. Кроме того, v2(5) - d2 - к'(ух -dx) озна
чает, что

[Z>2w2(j?) + а2] - (b2d2 + а2) = к'[Ьхй, + ах -(bxdx +«,)],

или b2[u2(s)-d2] = -^-k(Ux-dx), что эквивалентно равенству u2(s)-d2 = 

= k(tlx -dx). Следовательно, имеем

к(В') = {s eS :vx(s) = vx и v2Cs) - d2 = k'(yx - dx')} =

= {seS :ux(s) = ux и u2(s)-d2 = k(iix -dx)}- k(B) .

Это показывает, что правило решений Калаи — Смородинского не зависит 
от линейных преобразований.

Проанализируем сущность КС-правила решения на примере задачи торга, 
которая представляет собой классическую игру торга между работниками и 
менеджментом.

Пример 6.14 (игра торга относительно заработной платы). Профсоюз 
и менеджеры фирмы часто торгуются между собой по поводу заработной 
платы. Мы рассмотрим простую форму этой игры торга. Пусть — тот 
уровень зарплаты на одного работника, который профсоюз может получить 
в случае неуспеха переговоров. Пусть L — количество работников в профсо
юзе. Фирма может продавать товар по фиксированной цене р (за единицу). 
То есть фирма может продавать свою продукцию на рынке совершенной 
конкуренции. Выпуск фирмы определяется как функция/(£) от количества 
нанятых работников. Таким образом, если фирма нанимает L работников, 
то выпуск составит величину f (£), а полученная выручка — pf (£). Также в 
обычном порядке фирме необходимо выплачивать акционерам дивиденды D 
из полученной прибыли. Соответственно, если фирма платит каждому ра
ботнику заработную плату W, то ее прибыль выражается как

pJ\L)-LW-D = R-LW-D.

Профсоюз и менеджеры торгуются об уровне заработной платы W. В точке 
несогласия работники имеют зарплату Wm, а прибыль фирмы равна нулю.
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получает L W, а фирма R- LW - D. Все это можно выразить в терминах игры 
торга со следующими характеристиками.

(1) Участниками являются профсоюз и фирма. Будем обозначать фирму 
как игрока 1, а профсоюз — как игрока 2.

(2) Множество альтернативных исходов Sявляется подмножеством плос
кости WD, которое определено неравенствами

Wm<W<^~ и 0<D<R-LW.
JL/

Графически оно представлено на рис. 6.12, а.
(3) Точка несогласия s0 =(Wm,R-LWm).
(4) Функции полезности игроков равны

ul(\¥,D)^R-LW-D и u2(W,D) = LW.

Легко убедиться в том, что множество аллокаций полезностей U игры торга 
выпукло, компактно и имеет вид, как на рис. 6.12, б. Заметим, что хотя игра 
торга является выпуклой, она не симметрична. Ясно, что dx = 0, d2 = L Wm.

Вычислим наклон КС-линии торга. Очевидно, что

R-LWm

Таким образом, КС-линия задается уравнением

и2 =ul+LWm.

Положив и2= R- щ ', имеем: R-их - иг + LWm. Решение относительно и, 
дает

_ R-LWm _ R + LW
ул =-------и м2 =------------------ 2“^

1 То есть рассматривая только Парето-эффективные дележи. — Примеч. пер.
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Поскольку z/2 = L W', видим, что согласно решению по КС-правилу уро
вень зарплаты составит

R + LWm 
w (•)

Прибыль фирмы равна
k = R-LW*  -D*  = R-L-+LjV,n - D*  = —~ - D'.

U c R-LW„Но мы также знаем, что прибыль равна и{ - ------ ~ • Следовательно,
D = 0. Таким образом, по правилу Калаи — Смородинского прибыль фирмы 

п г и/*  R Rсоставляет R - ш =----- ~ , а дивиденды равны нулю.

Посмотрим, как это все будет выглядеть на конкретном числовом примере. 
Пусть /(Л) = 10VT, Z, = 25, р = 10 и Wm - 10. Тогда

R = pf (L) = ЮОл/25 = 500 .

Подставляя это выражение в (*),  получаем, что W - 15. Уровень заработ
ной платы W*  значительно выше резервного уровня Wm = 10 долл., однако

значительно ниже максимально возможного — = 20 долл. ■

Ранее мы утверждали, что КС-правило решения удовлетворяет условию 
монотонности и позволяет получать интуитивно более убедительные решения 
игр торга, не являющихся симметричными. Следующий результат показывает, 
почему решение КС удовлетворяет условию монотонности. Доказательство 
достаточно простое, и мы оставляем его читателю в качестве упражнения.

Теорема 6.15. Пусть В' = ((Г,^),^,/^) —подыгра игры торга В = ((5',s0),zzl,z/2), 
а (йДГ),/?/!’)) и — их аллокации полезности Калаи — Смородин
ского соответственно. Если В и В' имеют одну и ту же КС-линию, то

и ii2(S)>ii2(T).

В качестве иллюстрации к теореме см. игру торга, представленную на 
рис. 6.13.

Правило решения Калаи — Смородинского и правило решения Нэша 
позволяют получить решения, удовлетворяющие некоторым нормативным 
свойствам. Однако для каких-то игр торга один набор кажется более осмыс
ленным, чем другой, в то время как для других совершенно иной набор 
условий представляется более подходящим. До сих пор мы ограничивались 
рассмотрением торгов между двумя участниками. Но довольно часто распре
деление излишка осуществляется между более чем двумя индивидами. Это 
прежде всего относится к рынкам. В ситуации, когда излишек порождается 
в результате обмена товарами или услугами, его распределение содержит 
характерные черты торга, однако процесс торга несколько отличается от
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того, с которым мы имели дело ранее. Во многих задачах торга индивиды 
пытаются получить наилучшее для себя предложение с помощью других 
возможностей или альтернатив. В следующем разделе мы покажем, как п 
участников могут достичь соглашения, удовлетворяющего «условию груп
повой рациональности».

Упражнения
1. Покажите, что любой торг имеет не более одной аллокации полезнос

тей КС.
2. В данном упражнении предлагается установить существование алло

кации полезностей Калаи — Смородинского для класса игр торга с 
компактным множеством аллокаций полезностей. Пусть торг В имеет 
компактное множество аллокаций полезностей U, рассмотрим (непус
тое) множество элементов из S, определенное правилом

К. = {5 g У: (//](5),kinds')-d^ + d^cU}.
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Покажите, что решение Калаи — Смородинского (zz,,w2)6W торга В 
существует и задается как

щ - maxщ(5) и й2 - к(П} -dj + d^.
sgK.

3. Предположим, что множество аллокаций полезностей U игры торга В 
представляет собой замкнутый треугольник с вершинами (0,0), (1,2) 
и (2,0), где (0,0) также является точкой несогласия. Изобразите мно
жество U и найдите аллокации полезностей игры торга по Нэшу и по 
Калаи — Смородинскому.

4. Рассмотрим игру о банкротстве из примера 6.11. Покажите, что в случае 
К = 1 млн долл., Д, = 1 млн долл, и Ог = 500 000 долл. КС-правило ре
шения предпишет 666 667 долл, кредитору 1 и 333 333 долл, кредитору 2.

5. Снова обратимся к игре о банкротстве из примера 6.11. Пусть 
К = 800 000 долл. Сколько получит каждый кредитор согласно правилу 
решения Калаи — Смородинского? Что произойдет при К= 1,2 млн 
долл.? Будет ли КС-правило решения в данном случае монотонным?

6. Для игры торга в примере 6.14 был найден уровень заработной платы 
по КС-правилу решения. Каково правило решения Нэша для этой 
задачи торга относительно заработной платы? Дают ли правило реше
ния Нэша и КС-правило решения разные ответы? Какое из этих двух 
правил решения, по вашему мнению, является более подходящим?

7. Покажите, что если игра торга В выпуклая и симметричная, то КС- 
правило решения и правило решения Нэша совпадают, т.е. к(5) = о(й).

8. Пусть В — выпуклая игра торга, такая что множество аллокации полез
ностей U симметрично относительно КС-линии и наклон КС-линии 
равен 1. Покажите, что к(В) = о(й); т.е. в данном случае решения по 
Калаи — Смородинскому и решения по Нэшу совпадают.

9. Докажите свойства 2 и 3 теоремы 6.13.
10. Докажите теорему 6.15.
11. В условиях теоремы 6.15 покажите, что если торг В и торг Вт имеют 

различные КС-линии, то аллокация полезностей по Калаи — Сморо
динскому может не удовлетворять условию монотонности.

12. Это упражнение призвано показать, что в определенных случаях 
решение по Калаи — Смородинскому может быть очень «плохим». 
Рассмотрим торг, изображенный на рис. 6.9, б.
(а) Найдите решение по Калаи — Смородинскому этой игры торга.
(Ь) Рассмотрите новую игру торга, в которой множество аллокаций 

полезностей заменено на множество 1АТ и{(0,4)}.
Найдите решение по Нэшу и решение по Калаи — Смородинскому. 

(с) Какое из двух решений пункта (Ь) выглядит более приемлемым?

6.3. Ядро игры торга
Предыдущие два раздела были посвящены обсуждению 

игры торга с двумя участниками. Однако довольно часто задачи торга 
включают большее количество игроков. Это особенно касается рынков, где 
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индивиды продают свои начальные запасы. В такого рода торговлю обычно 
вовлечено более двух участников. Игры торга нескольких лиц также воз
никают в процессе принятия решений в группах. Зачастую члены такой 
группы имеют конфликтующие интересы. В таких случаях группа должна 
найти решение, приемлемое для всех ее членов.

В этом разделе мы займемся изучением подобных вопросов. Для анализа 
игр торга нескольких лиц нам потребуется ввести понятие ядра. Идея ядра, 
согласно Ф.И. Эджуорту', состоит в описании минимальных требований, 
которым должно удовлетворять любое приемлемое соглашение.

Мы начнем с описания базовой модели игры торга нескольких лиц. Как и 
в случае задачи торга двух участников, здесь есть множество альтернатив S, 
точка несогласия, которая отражает статус-кво, и функции полезности каж
дого участника.

Определение 6.16. Игра торга п лиц (или задача торга п лиц) состоит из
(1) множества игроков N = {1,2,..., л};
(2) множества S доступных альтернатив (или исходов торга, или просто 

исходов), имеющего точку несогласия з0 6 S;
(3) функций полезности ui :S -> R каждого игрока, таких что

(a) k,(s) > dt = Uf(sQ) для любых seS,
(b) Найдется как минимум одно s&S, при котором w, (s) > di для всех 

игроков i.
На первый взгляд может показаться, что эта задача представляет собой пря

мое обобщение задачи торга двух лиц. Однако тут есть одно фундаментальное 
различие. В игре торга п лиц возможно объединение игроков в некоторые 
группы или коалиции. Коалиция — непустое подмножество N множества 
всех игроков. Такого рода коалиция может достичь согласия среди альтер
натив, которые могут быть реализованы ее членами, и, возможно, сможет 
гарантировать ее участникам более высокие выигрыши, чем те, что могли 
быть получены ими в случае участия в большой коалиции, т.е. коалиции всех 
п игроков. Таким образом, когда большая коалиция выдвигает некоторую 
альтернативу, предложение должно предоставить как минимум столько же 
удовлетворения каждому игроку, сколько может быть им получено в составе 
любой другой коалиции. Следовательно, для анализа любых приемлемых 
альтернатив в задаче торга необходимо знать выигрыши игроков в составе 
произвольных коалиций. В дальнейшем через .Vбудем обозначать множество 
всех коалиций, т.е. Мсостоит из всех непустых подмножеств N.

Будем предполагать, что для каждой коалиции С существует особое не
пустое подмножество Sc c,S, которое отражает исходы торга, доступные 
данной коалиции С. Таким образом, в заданной игре торга п лиц существует 
функция (называемая функцией применимости, effectivity function), которая 
ставит в соответствие любой коалиции С подмножество Sc в 5. Будем обо
значать функцию применимости в виде С н» Sc. Множество Sc, которое

1 Edgeworth F.Y. Mathematical Psychics. L.: Kegan Paul, 1881. 
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может оказаться и пустым, является множеством альтернатив, которые 
могут быть реализованы только членами коалиции С. Поскольку большая 
коалиция N может реализовать любой исход из S, то ясно, что SN = S. Мно
жество доступных исходов торга внутри коалиции С порождает множество 
v(Q всех выигрышей участников С, которые могут быть получены только 
из альтернатив множества Sc. В общем случае v(Q состоит из всевозможных 
векторов (Vj,...,vn) е R", таких что существует некоторое s е Sc, при котором 
выполняется равенство =w,(s) для всех ieC .

Из предшествующего рассуждения должно быть понятно, что любая 
игра торга п лиц имеет приписанную ей функцию эффективности, которая 
в явном виде описывает альтернативы, доступные каждой коалиции. Это 
приводит нас к понятию характеристической функции, определяемой сле
дующим образом.

Определение 6.17. Характеристической (или коалиционной) функцией игры 
торга п лиц с функцией эффективности Сн Sc называется функция

v: J\f-> P(R" ),

где N — множество всех коалиций, a P(R„) — множество всех подмножеств R", 
определенная как

v(C) = {(«; (5), иг (s)..., ип ($)): $ е 5С}.

В отличие от функции эффективности, которая описывает доступные 
коалиции С альтернативы Sc, характеристическая функция описывает выиг
рыши, или полезности, которые могут быть получены членами коалиции С 
при исходах из Sc. Таким образом, для каждой коалиции С множество v(Q 
представляет собой подмножество в R" и описывает всевозможные аллокации 
полезностей внутри коалиции С. Ввиду того что элемент v(Q является «-мер
ным вектором (щ,...,ип), имеют значение только те координаты вектора, ко
торые соответствуют участникам в составе коалиции С, поскольку остальные 
координаты могут быть либо нулевыми, либо варьироваться произвольным 
образом. Заметим, что v(Q не обязательно является подмножеством v(N).

Обычно функцию эффективности отодвигают на задний план и рассмат
ривают лишь характеристическую функцию игры торга. На самом деле, по
сле того как специфицирована характеристическая функция v: X -> P(Rn), 
функции полезности играют минимальную роль. По этой причине игра 
торга п лиц зачастую определяется для всех практических целей в следующей 
редуцированной форме.

• Игра торга п лиц состоит из группы п участников {1,2,..., и} и характе
ристической функции v: JV —> P(R").

Для упрощения дальнейшего анализа примем это определение в качестве 
базового и будем ссылаться на любую такую игру торга как игру в форме 
характеристической функции. Как и ранее, v(Q трактуется как множество 
всех аллокаций полезностей между игроками в коалиции С.
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Посмотрим на конкретном примере, каким образом можно представить 
игру торга п лиц в форме характеристической функции.

Пример 6.18 (совместное предприятие). Рассмотрим три энергетические 
компании, расположенные в смежных географических районах. Каждая из 
компаний имеет четко определенные юрисдикции, в которых она является 
единственным поставщиком электроэнергии. Однако расположение и возраст 
заводов таковы, что если компании согласятся обмениваться поставками 
электроэнергии, то они смогут поставлять электроэнергию дешевле. Один 
из способов описания того, что будет происходить в различных сценариях, 
состоит в составлении игры торга в форме характеристической функции.

В этом случае значения характеристической функции для коалиции раз
мерности 1 имеют вид

v({l}) = {(0,х2,х3): х2,х3 е /?},

v({2}) = {(%],0,х3): хрх3 е R},

v({3}) = {(х,,х2,0): Х],х2 е А}.

Например, множество v({l}) указывает, что прибыль первой компании в 
случае, когда она не участвует в партнерстве, нормализована к нулю, в то 
время как прибыль оставшихся компаний составляет х2 и х3 (поскольку она 
неизвестна игроку 1 и может принимать любые значения). Здесь нулевая 
прибыль означает просто, что компания получает нормальную прибыль, т.е. 
получает среднюю норму прибыли на свой капитал.

Для коалиций размерности 2 имеем

г({1,2}) = {(0,5,0,5,х3): х3 е R},

v({2,3}) = {(x1,0,5,0,5):xI eR},

v({l,3}) = {(0,6,х2,0,4): х2 е Я}, 

и, наконец, для большой коалиции значения равны

у({1, 2,3}) = {(0,8,1,0,5)}.

Как уже говорилось, выигрыши участников вне коалиции игнорируют
ся. Таким образом, координата, соответствующая игроку i вне коалиции, 
обозначается х,; при этом можно считать, что х, принимает произвольное 
значение.

В дальнейшем мы будем использовать общепринятое соглашение и просто 
описывать значения характеристической функции без упоминания о выигры
шах участников, не входящих в данную коалицию. Например, будем писать 
v({l}) = {(0)} вместо набора векторов {(0,х2,х3): х2,х3 е R}, а для коалиции 
{1,2} будем использовать запись v({l,2}) = {(0,5,0,5)}.

Рассмотрим другой пример игры торга в форме характеристической 
функции.

Пример 6.19 (игра торга). Рассмотрим экономику с тремя товарами, 
обозначенными х, у и z, и тремя индивидами, у каждого из которых есть 
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некоторые начальные запасы этих товаров. Все индивиды имеют одинаковые 
функции полезности

u(x,y,z) = \/xyz , x>Q, y>Q, z>0.

Вектор начальных запасов первого индивида (игрока 1) ех =(1,0,1), вто
рого индивида (игрока 2) — е2 =(0,1,1) и третьего индивида (игрока 3) —

-fl 1 1"|ез 2 ’ 2 ’ 2 J’
По существу, в этой игре коалиции могут позволить любые обмены, 

которые допускает совокупный начальный запас товаров коалиции. Таким 
образом, коалиция размерности 1 позволяет игроку потреблять только свои 
начальные запасы, в то время как в коалиции размерности 2 участник может 
совершать обмены с другим участником коалиции. Это значит, что функция 
эффективности С i-э Sc для коалиции размерности 2 имеет вид

lu, ={((x],yl,zl),(x2,y2,z2)):x, >0,у, >0,z, >0 для 1= 1,2, и

X] +х2 <1,у, +у2 <l,Zi +z2 ^2},

11,з) ={((х^У1^1)Лх3,УзЛз))'х1Для z= 1,3, и

X, + х3 <1,5,у! +у3 <0,5,zt +Z}< 1,5},

11,з) = {((.х^Уз^^Л^УзЛз)) ■ xi >0,yi>0,Zi>Q для i= 2,3, и

х2 +х3 <0,5,у2 +у3 <1,5,Z2 + Z3 <1,5}.
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Так что для данных коалиций множества альтернатив являются парами 
векторов. Множество всех «первых» (относящихся к игроку 1. — Примеч. 
пер.) векторов для множества 5(12) показано на рис. 6.14. Произвольная точка 

внутри ящика на рис. 6.14 является точкой, отвечающей некото
рому распределению ((х,, ),(х2, у2, z2)) е 5(| 2).

Теперь опишем характеристические функции коалиций. Для любой коа
лиции С множество v(Q состоит из всех векторов (v,,v2,v3)g R3, таких что 
существуют неотрицательные ве кторы(х,.,у;, z, ),zeC , удовлетворяющие

и г,. < -Д-УЛ для любого z е С .
ieC ieC

Заметим, что значения т,- для / g С любые. Например, имеем

V({1}) = {(vt,v2, v3): Vj < 0,v2,v3 e R},

v({2}) = {(v]5v2,v3): v2 < 0,v,,v3 e R},

v({3}) = {(vl,v2,v3):v3 <J? = 0,3536,vpv2 e/?}, 
V О

v({ 1,2}) = {(vt, v2, v3): 3(%!, yx, Z}) > 0, (x2, y2, z2) > 0, удовлетворяющие

xt + x2 < l,y, + y2<l,z1+Z2< 2,

V1 < у/х^ И v2 < y/x2y2Z2 } ,

v({l, 2,3}) = {(v,, v2,v3): 3(x1,y1,^1) > 0,(x2, y2,z2) > 0,(x3,y3,z3) > 0,

такие что x( + x2 + x3 < 1,5, y, + y2 + y3 < 1,5, z, + z2 + Z3 < 2,5,

vi JWi , v2 y/x2y2Z2 и v3 < y/x3y3z3}.

Пересечение множества v({1,2}) с плоскостью v,v2, т.е. с плоскостью v3 = 0, 
изображено на рис. 6.15.

Если совокупный начальный запас

е = ех + е2 + е3 = (1,5,1,5,2,5)

большой коалиции отдать целиком одному индивиду, то его полезность со
ставит 2,37, в то время как полезность других будет нулевой. Однако если 
поделить весь запас поровну, то потребительский набор каждого индивида 
составит (0,5, 0,5, 0,8333). Соответствующие полезности участников равны 
(0,46, 0,46, 0,46). Таким образом, аллокации полезностей (2,37, 0, 0), (0, 2,37, 0), 
(0, 0, 2,37) и (0,46, 0,46, 0,46) принадлежат множеству т({ 1,2,3}). ■

Одной из важнейших особенностей ситуаций торга п лиц является то, что 
коалиции зачастую могут предложить своим участникам лучший выигрыш, 
чем большая коалиция. В таких случаях коалиция, которая гарантирует своим 
членам больший выигрыш, конечно же, захочет выйти из большой коалиции. 
На языке теории игр мы говорим, что такая коалиция блокирует предло
жение большой коалиции. Говоря формально, состояние ле5 блокируется
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коалицией С (или С блокирует s), если существует вектор (v1,...,v„)e v(C), 
такой что

v; > и! (s) для любых z е С .

Тот факт, что некоторые предложения большой коалиции могут быть 
заблокированы, гарантирует, что имеют реальный шанс быть принятыми 
только те предложения большой коалиции, которые не блокируются ни од
ной из коалиций. Эта идея лежит в основе понятия исходов из ядра, которое 
мы сейчас определим.

Определение 6.20. Состояние s&SN игры торга п лиц, которое не может 
быть блокировано ни одной коалицией, называется исходом из ядра (точкой 
ядра}. Множество всех точек ядра называется ядром игры торга.

Любая аллокация полезностей (u1(s),u2(s),...,un(s)), где seSN является 
точкой из ядра, называется аллокацией полезностей из ядра. Множество всех 
аллокаций полезностей из ядра игры торга с характеристической функцией v 
обозначается Core(v). То есть

Core(v) = {(и{ (s),u2(s),..., и„ (s})‘.seSN

и не может быть блокировано ни одной коалицией}.
Заметим, что:
(1) Core(v) является подмножеством v(A);
(2) аллокация полезностей (и1,...,ип)е v(N) принадлежит Core(v) тогда и 

только тогда, когда не существует коалиции С и вектора (^,..., v„) е v(C), 
удовлетворяющего v,. > u^s) для любых i е С .

306



ГЛАВА 6. ТОРГ

Теперь должно быть очевидным, что любое «решение» игры торга п лиц 
должно принадлежать ее ядру, поскольку в противном случае некоторая ко
алиция будет возражать против предлагаемого решения. Также здесь стоит 
отметить, что любая точка из ядра удовлетворяет следующему условию эффек
тивности’. Если s лежит в ядре, то не существует другой точки s е SN, такой 
что ut(s) > Ujis*)  для любого игрока i, (Если существует seSN, такое что 
ui(s)>ui(s*)  для любого игрока i, то большая коалиция N заблокирует 5*.)

1 В математике индикаторная функция (множества) С называется также характерис
тической функцией С и обозначается также как %с.

2 Важное понятие сбалансированности было введено в теории игр российским эконо
мистом Ольгой Бондаревой в работе: Бондарева О.Н. Теория ядра в игре п лиц // Вестник 
ЛГУ (Математика, механика, астрономия). 1962. Т. 13. № 3. С. 141-142.

Важным вопросом в теории игр торгов п лиц является вопрос о непус- 
тоте ядра. Очевидно, что это вопрос непосредственной важности, так как 
игра с пустым ядром не имеет шансов предложить альтернативы, приемле
мые для каждой коалиции. Условие, гарантирующее (вместе с некоторыми 
стандартными предположениями), что ядро игры п лиц непусто, называется 
сбалансированностью и будет вскоре рассмотрено.

Напомним, что символ 1с обозначает индикаторную функцию С, кото
рая действует из N в R и определяется по правилу 1с(&) = 1, если ЛеС, и 
1с(&) = 0, если к$С'.

Определение 6.21. Семейство коалиций С называется сбалансированным, 
если найдутся такие неотрицательные веса {wc : С е С} (называемые сбалан
сированными весами), что

X wc^c ~ •
СеС

Другими словами, семейство коалиций С сбалансировано, если существуют 
неотрицательные числа {wc : С е С} (балансирующие веса), такие что, положив 
в качестве С, = {С е С : z е С} (т.е. С, состоит из всех коалиций С, в которые 
входит игрок /), получим

СеС,
для всех i -1,2,...,«. К сожалению, не всегда легко проверить, является 
ли семейство коалиций сбалансированным. Например, если N = {1,2,3}, то 
семейства

С, = {{1},{2},{3}} и С2= {{1,2},{2,3},{1,3}}

сбалансированы. Для семейства С] достаточно взять веса {1,1,1}, а для се

мейства С2 — В т0 же вРемя семейство С3 ={{!},{1,2},{1,2,3}} не
сбалансировано.

Определение 6.22 (Бондарева). Игра торга п лиц называется сбалансиро
ванной1 2, если для любого сбалансированного семейства коалиций С выполняется 
условие

P|V(C)QV(W).
СеС
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Рис. 6.16. Исчерпывающее, замкнутое и ограниченное сверху множество

Для дальнейшего анализа нам потребуется еще одно свойство мно
жеств — исчерпаемость. Подмножество А Евклидова пространства R" на
зывается исчерпывающим, если из (и1,...,ип)е А следует (я1,...,уя) е А для 
любых векторов (v1,...,vn)e Rn, таких что vj<ui для любого i. Двумерное 
исчерпывающее множество изображено на рис. 6.16.

Теперь обратимся к одному из фундаментальных результатов теории 
кооперативных игр (полученному Гербертом Е. Скарфом), касающемуся 
существования исходов из ядра.

Теорема 6.23 (Скарф)1. Предположим, что характеристическая функция v 
игры торга п лиц удовлетворяет следующим свойствам'.

1 Эта важная теорема была доказана Г. Скарфом [72]. См. также [40].

(1) каждое v(C) замкнуто',
(2) каждое v(Q исчерпывающее',
(3) если и е т(С) и we R" удовлетворяют щ = wt для всех i е С, то we v(C);

т.е. для любого и е v(C) значения и} при j еС могут быть произвольными',
(4) каждое v(Q ограничено сверху в Rc; т.е. для любой коалиции С сущест

вует некоторая константа Мс > 0, такая что и,- < Мс для всех и е т(С) 
и всех i е С.

Тогда, если игра торга сбалансирована, то ее ядро не пусто.
Условие сбалансированности, обеспечивающее непустоту ядра, может 

показаться достаточно техническим. Один из способов понять это усло
вие — заметить, что веса, приписываемые каждому игроку, принадлежаще
му различным коалициям сбалансированного семейства, должны давать в 
сумме единицу. Таким образом, если сбалансированное семейство состоит 
из двух коалиций, то вес, приписываемый игроку, принадлежащему к обеим 
коалициям, должен быть равен единице. По существу, веса в сбалансирован
ном семействе отражают наличие игрока и его «значимость» в коалициях. 
Другими словами, условие сбалансированности указывает на то, что игрок 
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получает не меньший выигрыш, будучи членом большой коалиции, чем когда 
он принадлежит к сбалансированному семейству коалиций. Хотя условие 
сбалансированности выглядит несколько неудобным в использовании, оно 
оказывается наиболее полезным из всех условий, которые позволяют гаран
тировать непустоту ядра.

Следующий пример инспирирован одним из наиболее интересных резуль
татов теории общего равновесия. Это результат о том, что аллокация, соот
ветствующая конкурентному равновесию экономики, является аллокацией 
из ядра этой экономики. Как мы увидим, он основывается на том факте, что 
игра экономики без побочных платежей является сбалансированной.

Пример 6.24 (ядро экономики чистого обмена). Экономика чистого обме
на состоит из некоторого числа потребителей, имеющих начальные запасы 
потребительских благ, которыми можно обмениваться по рыночной цене. 
Пусть п — число товаров в экономике, тогда вектор (х;1,...,х;л) является 
элементом R". Заметим, что ни одна координата здесь не может быть отри
цательной. Вектор начальных запасов потребителя i обозначим со„ он, как и 
потребительский набор, является элементом R". Вектор цен р представляет 
собой элемент единичного симплекса1 Д„ в R". Вектор цен определяет от
носительные цены товаров (относительно некоторого выбранного товара, 
используемого в качестве товара-измерителя). При заданном векторе цен 
/>еДп каждый потребитель купит потребительский набор х‘(р), который 
максимизирует функцию полезности м,(х) этого потребителя на множестве 
всех доступных ему потребительских наборов. Доступные потребительские 
наборы при данной цене р составляют множество

1 Единичный симплекс определяется как д„ = {у е R":^у7 = 1| и является множеством 
j

всех элементов R", координаты которых неотрицательны и в сумме равны единице.

А (/>) = {*  е Я; : £ PjXj < X Pj^ij}> 
j=i ;=i

которое называется бюджетным множеством потребителя при векторе цен р. 
Оно состоит из всех потребительских наборов, которые может себе позволить 
потребитель i при данных ценах и начальных запасах со,.

В рассматриваемой экономике чистого обмена с т потребителями равно
весным вектором цен является вектор, при котором рынок уравновешивается, 
когда все потребители получают оптимальные для себя наборы благ.

Определение 6.25. Вектор цен р" е Д„ является равновесным вектором цен, 
если

т w£х‘(/)<Хч» 
М i=l

где х*(р*)  — потребительский набор потребителя i, максимизирующий его 
функцию полезности щ(х) на бюджетном множестве В^р*) .
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Распределение совокупных начальных запасов среди т потребителей 
(=1

является аллокацией начальных запасов, и если (х* обозначает набор 
векторов потребительских наборов т потребителей при равновесном векторе 
цен р*,  то (х*  (/>*)) ”, является равновесной аллокацией. Используя концепцию 
ядра игры, определим ядро экономики.

Определение 6.26. Аллокация (xi,...,xn) является распределением из ядра 
экономики чистого обмена с т потребителями, если 

т s т 
(о 

/=1 1=1

(2) не существует коалиции С*0  и потребительских векторов (х^^ 
членов коалиции С, таких что: (t) ^х,^®,. и (И) и^х,) >11^X1) для 
любых i&С . '~с

Следующий результат показывает, что ядро экономики чистого обмена 
оказывается не пустым, если функции полезности потребителей квазивогнуты 
(см. определение 9.8).

Предложение 6.27. Рассмотрим экономику чистого обмена с т потреби
телями и п благами, такую что функции полезности щ : R" —» R каждого 
потребителя i квазивогнуты. Тогда ядро экономики не пусто.

Доказательство. Доказательство состоит в том, чтобы показать, что игра 
торга экономики чистого обмена без побочных платежей сбалансирована и 
удовлетворяет условиям теоремы 6.23. Пусть определенная
правилом

v(C) = {z e R'": существует (х;),еС, такой чтоZ*̂Ztoy  
ieC ieC

и ^Z, < u-(xi) для всех i е С}, 
/еС

характеристическая функция игры без побочных платежей; v(Q — множе
ство векторов полезностей, которые коалиция С может гарантировать своим 
членам при данных совокупных запасах членов коалиции. Покажем, 

/еС
что эта игра без побочных платежей является сбалансированной.

Пусть С — сбалансированное семейство коалиций с соответствующими 
весами {wc : С e С} и z е Q v(C). Тогда для любой коалиции С & С существует 

с&с
потребительский набор (х,с),.еС, такой что ^Txf < ^(й, и z, ^w,(x,c) для лю- 

/еС /еС
бого i е С . Положим х, = У, wrxf , где i = 1,...,п . В силу квази вогнутости 

{CeC-.ieC}
ui: R" -э R имеем

Z; <и/(Х,).

310



ГЛАВА 6. ТОРГ

Далее, 
tn т 
X*/  = X X wcxf = XwcXxf 
/=1 /=1 {СбС:ВД СеС ieC

т т
-XwcX“< = X X wc®/=X®i-

СеС ieC /=1 (СеС:/еС| i=l

Это показывает, что z G v(JV), т.е. эта игра без побочных платежей сбалан
сирована. Остается показать, что v(Q замкнуто, исчерпывающе и ограничено 
сверху. Последнее свойство следует из того, что совокупный вектор запасов 
У оз, выступает как ограничение на v(Q для любого СеС. Таким образом, 
/еС
по теореме 6.23 ядро игры не пусто. ■

Следующий результат показывает, что любая равновесная аллокация 
должна содержаться в ядре экономики чистого обмена.

Предложение 6.28. Если (х*)^  — равновесная аллокация, то она должна 
быть точкой из ядра.

Доказательство. Поскольку по определению равновесная аллокация удов
летворяет неравенству (х’) < £(о;, нужно показать, что она не будет блоки- 

<■=1 <=1
рована ни одной из коалиций. Предположим, что это не так. Тогда найдется 
коалиция С и потребительские наборы (xf),-6C, такие что (i) ^xf <^со,- и 

/еС ieC
(ii) m;(xF)>m,.(x*)  для любого zeC. Поскольку при любом i х*  максими
зирует полезность z-ro потребителя на бюджетном множестве В;(р*)  при 
равновесной цене р*,  должно быть выполнено условие

tpjXij >

j=i ;=i

для любого z е С , следовательно,

ХХ/’Х>ХХлЧ-
/еС 7=1 /бС j-\

Однако, в силу того что р*  е А" и неотрицательно, a ^xf < , имеем
« « /бС /еС

ХХ^хнХХ^Ч> 
ieC j=\ ieC j=l

что противоречит (6.1). Это завершает доказательство. ■
Из последних двух результатов следует не только то, что ядро экономики 

чистого обмена не пусто, но также и то, что оно содержит все равновесные 
аллокации. Важное следствие этого результата состоит в том, что коалиция 
не может улучшить положение своих членов относительно того, что получают 
при оптимальных обменах по равновесным ценам. Другими словами, кон
курентное равновесие на рынке относительно стабильно, так как поскольку 
аллокация содержится в ядре экономики, потребители вряд ли разделятся 
на независимые группы.
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В большинстве игр торга выигрыш индивида — это просто количество 
получаемых им денег. В таких случаях можно суммировать выигрыши всех 
индивидов в коалиции и представлять сумму или совокупный выигрыш чис
лом, а не набором векторов. В такой ситуации мы будем просто обозначать 
это число как v(Q и интерпретировать его как характеристическую функцию 
игры торга. Число v(Q также известно как ценность коалиции С. Поскольку 
v(Q теперь число, представляющее сумму выигрышей всех членов С, v(Q 
может быть поделено между членами любым способом, каким они решат, 
так что если индивид / получает w„ то

=^(С).
/еС

Причина, по которой v(Q может быть интерпретирована в качестве харак
теристической функции коалиции, состоит в том, что v(Q можно отождест
влять со следующим замкнутым и исчерпывающим подмножеством R":

{(«„...,и„) е R" :£M,.<v(C)}.
/еС

Мы будем использовать v(C) и для того, чтобы обозначать суммарный 
выигрыш членов коалиции С, и чтобы обозначать множество, описанное 
ранее; значение v(Q всегда будет ясно из контекста. На рис. 6.17 отражены 
число v(Q и множество г(С) для коалиции С - {1,2}.

Поскольку выигрыш члена коалиции можно увеличить или уменьшить, 
давая ему большее или меньшее количество денег, т.е. путем совершения

Рис. 6.17. Множество v(l,2) и число г( 1,2)
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побочных платежей, такие игры торга часто называют играми с побочными 
платежами; они также известны как игры с трансферабельной полезностью. 
Игры торга, в которых не разрешены побочные платежи, известны в лите
ратуре как игры без побочных платежей. Рассмотренная в примере 6.19 игра 
торга является примером игры без побочных платежей, в то время как игра 
торга в примере 6.31 (которая будет рассмотрена далее) оказывается игрой 
с побочными платежами.

Ядро игры с побочными платежами имеет простую и изящную характе
ристику.

Теорема 6.29. В игре торга п лиц с побочными платежами v вектор 
(,uA,...,un)&v(N) принадлежит ядру v тогда и только тогда, когда

ieC

для любой коалиции С.
Доказательство. Рассмотрим произвольную игру торга п лиц с побочными 

платежами v. Пусть (//,,...,//„) принадлежит v(N), т.е. ^иА <v(N). 
i=l

Предположим сначала, что (щ,...,ип) принадлежит ядру, но существует 
коалиция С с числом членов к (к = |С| > 1) и такая, что < v(C). Поло- 

isC 1
жим w = v(C) - £м. > О и определим у,. = //,., если i £ С , и vi = ui+-j-w, если 

/еС *

1 Для доказательства и обсуждения этой теоремы см. [40, Section 6.2].

/еС. Тогда (у1,...,уя) удовлетворяет ]Гу;=у(С) и v,. = и, +—w>ui для всех 
/еС *■

ieC . Следовательно, коалиция Сблокирует (иА,...,ип), что невозможно по 
определению ядра. Таким образом, неравенство Jj/,. > г(С) верно для любой 
коалиции С. ,еС

Покажем, что имеет место обратное включение. Пусть >у(С) для 
ieC

любой коалиции С. Если (щ,...,ип) не принадлежит ядру, то найдется коа
лиция С и вектор (Vj,...,v„) из множества y(Q, такие что выполнено v, >z/; 
для любого i е С . Но тогда 1л <Еу,. (С) < у(С), что противоречит предпо- 

ieC ieC
ложению. Таким образом, (и,,...,м„) лежит в ядре. ■

Существует также следующая характеризация непустоты ядра игры торга 
с побочными платежами.

Теорема 6.30 (Бондарева)1. Игра торга п лиц с побочными платежами имеет 
не пустое ядро тогда и только тогда, когда для любого сбалансированного семей
ства коалиций С существуют балансирующие веса {wc : С е С}, такие что

^wcv(C)<v(N).
СеС
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В следующем примере мы рассмотрим игру торга с побочными платежами 
и исследуем ее ядро. В этой игре торга мы установим непосредственно, что 
ее ядро не пусто.

Пример 6.31 (рынки неделимых благ). На многих рынках продавцы и 
покупатели заключают сделки по неделимым благам. Примерами таких 
рынков служат рынок жилья, рынок подержанных автомобилей и даже 
рынок молодых врачей-стажеров. На каждом рынке есть множество {!,...,/} 
покупателей и множество {1 продавцов. Каждый продавец обладает еди
ницей неделимого блага, которое ценится им как Ь,. Покупатель i оценивает 
единицу блага продавца j как av. Таким образом, если продавец j встречает 
покупателя i, то общая выгода от заключения между ними сделки составляет 
шах{д,7 -bj,O}. Мы можем предполагать, что покупатель и продавец образуют 
коалицию. Характеристическая функция коалиции имеет вид

v(/,j) = max{a? -bj,O} =
a^-bj, если а9>Ьр 

О, если а у < Ьг

Можно определить характеристическую функцию и для произвольной 
коалиции. Например, если коалиция С состоит только из покупателей или 
только из продавцов, то не существует выгодной сделки для ее участников, 
поэтому v(Q = 0.

Для коалиции С, состоящей как из продавцов, так и из покупателей, 
предположим, без ограничения общности, что количество покупателей не 
превосходит количества продавцов. В этом случае пусть

к :{1,...,/}АС-»{1,...,/}ПС

— карта соответствий, которая взаимнооднозначным способом распределяет 
покупателей среди продавцов в коалиции С, т.е. к — взаимнооднозначная 
функция. Для каждой карты соответствий к определяется совокупная выгода 
коалиции как сумма всех выгод, порождаемых каждой парой. Следовательно, 
для соответствия к совокупная выгода составит

п(к) = £ v(i,k(i)).
<е{1../)ПС

Теперь, если К', обозначает (конечное) множество всех карт соответствий, 
которые распределяют покупателей среди продавцов в коалиции С, то ха
рактеристическая функция коалиции С определяется как

v(C) = тахл(А:). кеК
Пусть у/ > 0 — выигрыш покупателя ?, a z7> 0 — выигрыш продавца J. 

Тогда мы решаем следующую оптимизационную задачу:
1 j

минимум 5>,+1л- 
ы ;=1

при ограничении у; +z} S v(i,j) для любых i nj.
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Пусть у*  - (у,*,...,у/)  и z*  — решение этой задачи. Стандарт
ные приемы линейного программирования (слишком технические, чтобы их 
здесь воспроизводить; см. [70, р. 153—155]) гарантируют, что

X/ +^Zj=v(N), 
/=1 /=1

где N — множество всех продавцов и покупателей на рассматриваемом 
рынке.

Мы утверждаем, что (y’,z‘) — аллокация выгод покупателей и продавцов, 
которая лежит в ядре игры. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим некоторую 
коалицию С. Снова без ограничения общности будем полагать, что С содер
жит как минимум столько же покупателей, сколько и продавцов. Существует 
как минимум одна карта соответствий к : {1,...,/}ПС—> {1,...,/}ПС , такая 
что п(к) = X v(i,k(i)) = v(C). Тогда из сформулированной выше задачи

/е(1,...,ЛПС
минимизации следует, что

л(£) = % У-+ X г’> X v(i,k(i))=v(C). 
/е{1.. /)ПС /е(1,...,У)Г1С Щ1....,ЦПС

Из теоремы 6.29 следует, что распределение выгод (у*, z*)  лежит в 
ядре. ■

Упражнения
1. Рассмотрим игру торга трех лиц со следующей характеристической 

функцией v
у({1}) = v({l,2}) = {(x,y,z)6 R3 :х< 1},

v({2}) = v({2,3}) = {(x,y,z)e7?3 :у<1},

v({3}) = v({l,3}) = {(x,y,z)e R3: Z < 1} и

v({l,2,3}) = {(x,y,z) e R': x2 + y2 + z2 <3}.

Найдите Core(v). [Ответ: Core(v) = {(1,1,1)}.]
2. Рассмотрим игру торга двух лиц с характеристической функцией v 

вида
v({l}) = {(x,y)G R1 :х<1},

v({2}) = |(x,y)e/?2 :у<у! и

г({1,2}) = ](х,уе R2 :х<4иу< х-31 
х-4] ’

(а) Покажите, что игра торга сбалансирована и удовлетворяет гипотезам 
теоремы Скарфа 6.23 (и, следовательно, ее ядро не пусто).

(Ь) Найдите Core(v). [Ответ: Core(v) = о х,------г : 1 < х < 2}.]
1\ X / J

315



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

3. Рассмотрим игру торга трех лиц, т.е. N = {1,2,3}. Покажите, что семей
ство коалиций С = {{1},{1,2},{1,3}} не сбалансировано.

4. Покажите, что если С — сбалансированное семейство коалиций, то 
каждый участник должен входить в состав хотя бы одной коалиции 
из С, т.е. иСбЕСС = N .

5. Пусть игра торга п лиц с побочными платежами имеет не пустое ядро. 
Покажите, что v(C) + v(N\C)<v(N) для любой коалиции С.

6. Предположим, что в игре торга с побочными платежами выполнено 
v(C)<v(7V) для любой коалиции С. Если С — сбалансированное се
мейство коалиций с балансирующими весами {wc : С е С}, то верно ли, 
что £ wcv(C) < v(N) 2

СеС
7. Опишите ядро исходов примера 6.18.
8. Рассмотрим игру торга с тремя благами и п игроками, описанную в 

примере 6.19. Покажите, что игра сбалансирована.
9. Рассмотрим рынок с двумя покупателями и тремя продавцами, где у 

каждого продавца для продажи имеется единица неделимого блага. 
Предположим, что

= 4, а12 = 2, о13 = 7,

«21 = 3, а22 = 5 , а23 =7 , и

Ь} = 3 , b2 - 4 , Ь3 - 5 .

Найдите карту соответствий, которая максимизирует суммарные выгоды 
на рынке. Является ли она единственной?

10. Пусть в игре торга п лиц множество v(N) является замкнутым подмно
жеством в Rn. Покажите, что ядро также будет замкнутым подмноже
ством в R". Если ядро игры торга замкнуто, то обязано ли v(N) быть 
замкнутым?

6.4. Правило аллокации: 
вектор (значений) Шепли
В предыдущем разделе рассматривалось ядро игры торга. 

Хотя распределение из ядра обладает предпочтительным свойством устойчи
вости к блокированию коалициями, во многих случаях оно не единственно, 
и точек в ядре достаточно много. В некоторых ситуациях, таких как голо
сование по правилу большинства (см. упражнение 5 в конце раздела), ядро 
может быть пустым. Если анализировать игру о банкротстве или игру торга, 
в которой сумма денег делится между п участниками, можно обнаружить, что 
(поскольку промежуточные коалиции не могут поделить все деньги самостоя
тельно) ядро совпадает с множеством всех эффективных по Парето распре
делений. В таких случаях не помешало бы отыскать другое правило, которое 
позволило бы получать единственный вектор выигрышей для участников. 
При этом вектор выигрышей, принимаемый в качестве решения, конечно, 
должен быть правдоподобным и разумным.
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Вектор Шепли игры с побочными платежами, представленный Л.С. Шепли 
в [78], дает удобный метод принятия решения относительно доли (выгоды от 
сотрудничества) каждого участника в игре п лиц. Вектор (значений) Шепли 
используется в качестве правила аллокации в широком спектре приложений. 
Он применяется при анализе задач из области управления водными ресур
сами, распределении налогов, назначении цен на коммунальные услуги (на 
продукцию предприятий общественного пользования), внутреннего ценооб
разования на звонки на дальние расстояния в крупной организации, сборов 
аэропорта на посадку и т.д.

В этом разделе мы изучим характер решения игр торга п лиц с побочными 
платежами по правилу Шепли. Пусть v: N R — игра торга с побочными 
платежами в характеристической форме. Будем говорить, что игрок i фик
тивный1, если v(CU{/}) = v(C) для любой коалиции С. То есть игрок является 
фиктивным в том случае, если он не вносит вклада ни в одну из коалиций, 
членом которых является.

1 Альтернативный термин в русскоязычной литературе: болван. — Примеч. пер.
г Это означает, что ф,(v), z'-я компонента вектора Шепли, зависит не от обозначения иг

рока, а, скорее, от его влияния в игре, определенного характеристической функцией у.

Напомним, что перестановкой игроков является взаимнооднозначное 
соответствие л: N —> N . То есть перестановка является переупорядочением 
игроков. Пусть С — некоторая коалиция и л — перестановка на N. Опреде
лим коалиции л(С) и л-1 (С) следующим образом:

л(С) = {л(/): i е С} и л-1 (С) - {i е N : л(/) е С}.

Для каждой перестановки л рассмотрим новую игру лу : А/- —> Я , такую 
что

лу(С) = г(л''(С)) или лг(л(С)) = у(С).

Другими словами, игра лу представляет собой ту же игру у, но в ней 
роли участников меняются согласно перестановке л. Стоит отметить, что 
выигрыш лу(С) коалиции С в игре лу такой же, как и выигрыш коалиции 
л’1 (С) = {/ е N : л(/) е С} в игре у.

Мы готовы теперь определить концепцию вектора (значений) Шепли.

Определение 6.32. Вектор Шепли — это правило ф, которое каждой игре 
торга п лиц с побочными платежами у ставит в соответствие п-мерный вектор 
ф(у) = (ф1(у),...,фя(у)), удовлетворяющий следующим свойствам.

1. Эффективность". ]Гф,(у) = v(N), т.е. ф(у) — это аллокация.
/=1

2. Симметричность: Для любой перестановки л игры у и любого игрока г 
выполнено фл(/)(лу) = ф,(у)2.

3. Линейность: Если и и у — произвольные игры торга п лиц с побочными 
платежами, а и р — некоторые скаляры, то

ф(аи + ру) = аф(и) + рф(у),
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где az/ + Pv обозначает игру торга п лиц с побочными платежами, оп
ределенную как (а и + pv)(C) = az/(C) + Р v(C).

4. Независимость от фиктивных игроков'. Если игрок i фиктивный, то 
ф,(у) = О.

Напомним, что для любого натурального числа п факториал п\ опреде
ляется как

п\ = 1 х2хЗ-••(w-l)xH ,

где 0! = 1 по соглашению. Число п\ совпадает с количеством всевозможных 
перестановок множества из п элементов. Как и ранее, пусть |С| обозначает 
количество игроков в коалиции С. Также примем соглашение о том, что для 
любой игры торга v имеет место v(0) = 0 .

Л.С. Шепли установил в своей работе (1953) следующий выдающийся 
результат.

Теорема 6.33 (Шепли). Класс всех игр торга с побочными платежами имеет 
единственный вектор Шепли. Кроме того, компоненты вектора Шепли в игре 
торга п лиц с побочными платежами

ф(у) = (ф](у),...,ф„(у)) 
вычисляются по формуле

♦.«= z ИМ-'Г|СТ|Ь,Я

Cctv\(() l7Vr

для любого i = 1,2,..., л .
Величина v(CU{/})~ ХО из формулы Шепли называется предельным 

вкладом игрока /, когда он присоединяется к коалиции С.
Заметим, что из формулы Шепли видно, что игрок i получает выигрыш, 

равный его ожидаемому предельному вкладу. Число коалиций, в которые может 
вступить игрок /, совпадает с числом коалиций, которые могут быть сформи
рованы множеством игроков N \ {/}. Для любой коалиции С, не включающей 
игрока /, существует |С|!(|N| - |С| -1)! способов упорядочения игроков так, 
что игроки в С расположены правее /, а игроки в N \ (С U {/'}) расположены 
левее игрока i. Поскольку имеется всего |7V|! способов упорядочения п = |jV| 
игроков, то вероятность того, что при упорядочении игрок i окажется правее 
членов коалиции Си левее членов коалиции /V\(CU{/})> равна

|С|!(|7У|-|С|-1)!
|Аф

|C|!(|jV|-|C|- 1)!
Следовательно, ’ A"'|)yji'J—~ можно интерпретировать как вероятность 

того, что игроки из коалиции С будут правее, а игроки из N \ (С U {/}) — ле
вее игрока i соответственно, а затем игрок i вступит в коалицию С. Можно

v, |C|!([2V| — |С| — 1)! . _показать, что У ' ' м ' ' ' .. '■ = 1; см. упражнение 3 в конце раздела.
СсЛЩ/) l'Vl-

Таким образом, предельный вклад игрока I в игре торга составляет
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Ш = s M 1CWWCU{,.()_V(C)|.
СсЛГ\Ш l'vl-

что в точности совпадает с выражением для соответствующей компоненты 
вектора Шепли (значения по Шепли).

Таким образом, вектор Шепли в игре торга предоставляет каждому участ
нику средний предельный вклад, который он вносит, вступая в коалицию, 
состоящую из игроков, расположенных левее его при некотором их упоря
дочении. Альтернативная трактовка вектора Шепли состоит в том, что он 
отражает «ожидаемую силу» индивида в игре торга. Таким образом, вектор 
Шепли имеет как минимум две различные интерпретации. Наиболее под
ходящее описание зависит от контекста, в котором он применяется. В играх 
торга под вектором Шепли понимается правило аллокации, согласно ко
торому каждый участник имеет выигрыш, равный средней или ожидаемой 
величине предельного вклада.

Посмотрим, как работает правило Шепли в простейшей игре торга с двумя 
участниками, которые хотят поделить между собой некоторую сумму денег. 
Характеристическая функция этой игры может быть записана в виде

у({1}) = г({2}) = 0 и v({l,2}) = M.

Заметим, что игрок 1 может присоединиться только к коалиции {2}, и его 
предельная ценность в этом случае составит v({l,2}) — v({l}) = М . Поскольку 
существует только одна перестановка, при которой коалиция {2} находится 
впереди игрока 1, то

0’1' 1'0’<Mv) = 2Hl[v({1}) - v({0})] + -yp[v({l,2}) - v({2})] =

0!1! „ 1’0! „ М = _х° +—м =

Аналогичным образом ф2(г) = . В данном примере вектор Шепли дает
вполне обоснованное решение игры. В следующем примере с помощью век
тора Шепли найдем распределение издержек работы аэропорта.

Пример 6.34 (сборы аэропорта на посадку). Стоимость строительства и 
дальнейшей эксплуатации аэропорта складывается из двух типов расходов: 
постоянных капитальных издержек на строительство и переменных издержек, 
зависящих от типов самолетов, использующих данный аэропорт. Опера
ционные, или переменные, издержки каждой посадки могут быть припи
саны непосредственно к посадке. Капитальные издержки на строительство 
нужно разделить некоторым способом между всеми пользователями объекта. 
Обычно капитальные издержки на строительство аэропорта зависят напря
мую от «типа» самолета, нуждающегося в наибольшей взлетно-посадочной 
полосе. В этом примере мы оставим в стороне вопрос о частоте посадок и 
необходимости в нескольких взлетно-посадочных полосах и рассмотрим
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задачу о строительстве аэропорта с одной полосой для Т различных типов 
самолетов.

Пусть К, — стоимость взлетно-посадочной полосы, подходящей для са
молетов типа t, где t = 1,...,Т . Будем предполагать, что

Q<Kl<K2<-<KT,

т.е. чем крупнее тип самолета, тем больше издержки эксплуатации. Те
перь опишем игру торга с побочными платежами, которую используем для 
распределения затрат на взлетно-посадочную полосу между различными 
пользователями. Пусть п — ожидаемое число посадок в течение всего срока 
службы полосы.

Коалиция С в этой игре торга представляет собой подмножество мно
жества N = {1,2,.Пусть 7V, обозначает (ожидаемое) количество посадок 
самолетов типа t. Положим No = 0. Ясно, что N = Uf=l Nt и Nt A Ns = 0 при 
t*s . Для каждой коалиции С определим

/(С) = тахД е {1,2,..., Т}: С A N, * 0},

т.е. t(C) — самый крупный тип самолета, который совершает посадки в 
коалиции С. Характеристическая функция игры определяется следующим 
образом:

v(O = -/rz(C).

Иначе говоря, значение характеристической функции для коалиции 
представляет собой капитальные издержки, необходимые для строительства 
взлетно-посадочной полосы для наиболее крупного самолета в составе этой 
коалиции. Заметим, что v(N) = ~КТ , т.е. общая стоимость строительства аэро
порта покрывается сборами со всех посадок. Договоримся, что Ко = 0, для 
того чтобы «определить» значение v(0). То есть v(0) - -Ко - 0 . Необходимо 
вычислить компоненту вектора Шепли Ф, (г) для каждой посадки I, которая 
представляет сборы на посадку / е N .

В этой игре торга, если i е Nlf то

v(CU{z})-v(C) = -[f0“^1’ еслиС = 0’
|0, иначе.

Аналогично, если is;N2, то

Ко -К2, если С = 0,
v(C U {z}) - v(C) = {К{ - К2, если С с

В общем случае, если / &Nг, то

v(C U {/}) - v(C) =
ewwit(C)<r, 
если /(С) > г.
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Следовательно, при ieNr значение компоненты вектора Шепли ф;(у) 
удовлетворяет соотношению

Cs,N\{i} РЧ-

= £ gtfH)WUM)-,(C)|.
ccjvoUatiU-ujvj н'Ч-

Полученное выражение для вектора Шепли не очень удобно, так как 
требует громоздких вычислений. Будем использовать для расчета вектора 
Шепли иной подход. Определим множество

A, = UNr.
r=l

Рассмотрим Т игр торга п лиц с побочными платежами с характеристи
ческими функциями v1,...,vr вида

(О, если С А 4 = 0,
V/( еслиСА4*0.

Утверждается, что

у(С) = ^,(С)
/=i

для любой коалиции С. Чтобы убедиться в этом, заметим, что если I < t(C), 
то С А 4 * 0 > а если / > , то С А 4 - • Таким образом,

Т г(С)
£vz(C) =£- К.) = - Kt(C} = v(C).
7=1 7=1

В силу линейности правила Шепли имеем

Ф(г) = £ф(Г/)- (*)
/=|

Теперь вычислим фДт,) для каждого /. Заметим, что из определения vt 
немедленно следует

v;(CU{/})-v/(C) = {^-1 К‘ если СП А, = 0 и i е А,, 
иначе.

Ясно, что v,(N) = - К,.
Теперь легко видеть, что для любого i е 4 компонента вектора Шепли

C^N\At Pvl-

В частности, из этого следует, что ф,-(vz) = фДу,) для любых i,j е 4 • Для 
ze4 имеем ф;(г/) = 0. Следовательно,
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i>,lk(v')= X О/) = Еф,^)=мю=- к,,

-t-l J ieAj ieN

откуда

Таким образом, вектор Шепли для игры vz удовлетворяет условию

если z g А[, 

если I е А,,

т

Ф,(Г/) = -

О,

для любых I и I. Вспомнив, что из (*)  (p(v) = ^ф(Г/) и что z е Nk влечет z е А, 
при всех I <к , получаем /-1

Ф,00 = £^-^-, iEN^ к = \,2,...,Т. (**)

/=1 5MI

Это и есть выражение для вектора Шепли в рассматриваемой игре. ■
Посмотрим, какие могут быть значения сборов на посадку согласно пра

вилу Шепли в конкретном числовом примере. Предположим, что строитель
ство взлетно-посадочной полосы, способной принять пять различных типов 
самолетов, обходится в 10 млн долл. Капитальные издержки на строительство 
должны окупиться за 10 лет. Ожидается, что в течение 10 лет состоится 
10 тыс. посадок.

Издержки на строительство взлетно-посадочной полосы для пяти различ
ных типов самолетов равны

Кх = $1 000000 , = $2 000 000 , /С3 =$3 500000,

К, = $7 500 000 , К5 = $ 10 000 000.

Ожидается, что среди всех типов самолетов тип 1 совершит посадку 
5000 раз, т.е. |AJ = 5000. Аналогично |А2| = 2000, |А3| = 1000, |А4| = 1000 и 
|jV5| = 1000 . Если вычислить значения компонент вектора Шепли по формуле 
(**),  получим

_-1000000 _
Ф/(г)_ |А,| + |А2| + |А3| + |А4| + |А5| " 10 000

для всех z е zVj. Для z е N2 имеем

Zl'V.I
_~ ~ _ -300
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Для / е N3 получим, что ф,.(р) = -800, для i е N4 ф.(у) = -2800 , и, наконец, 
для i е Ns ф.,(у) = -5300 . Таким образом, сборы за посадку для каждого типа 
самолетов составляют

$100 для типа 1, $300 для типа 2, $800 для типа 3,

$2800 для типа 4, $5300 для типа 5.

В сумме имеем

100 х 5000 + 300 х 2000 + 800 х 1000 + 2800 х 1000 + 5300 х 1000 = 10 000 000.

Обратим внимание на то, что сборы за посадку учитывают возрастание 
издержек строительства взлетно-посадочной полосы для самолетов различных 
типов и частоту посадок. Например, сборы за посадку самолета типа 5 ока
зываются наибольшими, поскольку для обеспечения обслуживания самолетов 
этого типа требуется увеличить издержки строительства взлетно-посадочной 
полосы на величину

$ 10 000 000 - $7 500 000 = $2 500 000,

в то время как ожидаемое число посадок составляет 1000. Структура сборов 
по правилу Шепли кажется интуитивно понятной и обоснованной.

Представим еще одно приложение вектора Шепли в несколько ином 
контексте. Рассмотрим задачу налогообложения домохозяйств с целью сбора 
суммы, необходимой для финансирования некоторого общественного про
екта, например строительства моста. Сборы с каждого домохозяйства долж
ны удовлетворять определенным минимальным требованиям. Они должны 
отражать ту выгоду, которую каждое домохозяйство получит от реализации 
проекта, и налоговый доход должен быть достаточным для финансирования 
проекта. Следующий пример демонстрирует, как можно использовать вектор 
Шепли для определения таких налогов.

Пример 6.35 (распределение налогового бремени). Рассмотрим задачу 
налогообложения с целью финансирования общественного блага, например 
моста. Предположим, что у моста п потенциальных пользователей, обоз
начаемых как игроки Возможны два варианта: мост будет построен 
(В) или не будет построен (NB). В случае (В) полезность игрока I составит 
w,(S) > 0; в противном случае полезность окажется равной нулю. Полезность 
и,(Я) можно интерпретировать как наибольшее количество денег, которое 
игрок i готов заплатить за мост. Чистое богатство участника z составляет И<. 
Будем предполагать, издержки К строительства моста таковы, что выпол

няется > К . То есть если общество решится на постройку, то у него 
z=i

окажется достаточно ресурсов для осуществления этого строительства. Также 
предположим, что общество в целом получает чистую выгоду от строительства 

п
моста, т.е. ]?//,.(£)> К .
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Строительство моста должно быть профинансировано с помощью под
ходящего налогообложения домохозяйств. Заметим, что излишек (чистая 
выгода) общества от постройки моста составляет ^Uj(B) - К. А излишек 
каждого индивида равен '-1

и: (В) - tj, 
где — налог, уплаченный индивидом /. Совокупный налоговый сбор должен 

покрыть издержки строительства, т.е. '^jtl: = К . Таким образом, мы пришли 
к следующему важному результату.

• Совокупный излишек общества складывается из сумм излишков каждого 
индивида в обществе.

В силу этого факта использование вектора Шепли для распределения из
лишка при выборе справедливой системы налогов кажется оправданным.

Опишем характеристическую функцию игры торга с побочными плате
жами, которая представляет эту задачу налогообложения. Для произвольной 
коалиции С положим

v(C) =
тах{^и,(5) - К,0}, если > К, 

i&C ieC
О, иначе.

То есть выигрыш коалиции равен сумме излишков всех ее участников, 
если она имеет достаточно средств для постройки моста. В этом случае пре
дельный вклад индивида z составит

v(CU{z})-v(C) =
«,(5),
X Uj(B)-K, 

JeCW}

О,

если v(C)>0,
если v(C) = 0 и v(C U {z}) > О,

если v(C) = v(CU{z'}) = 0.
Интерпретация такой характеристической функции следующая. Пре

дельный вклад игрока z равен его готовности платить (а именно zz,(5)), 
если коалиция С в состоянии построить мост самостоятельно (т.е. когда 
v(Q > 0). Если коалиция С не может построить мост самостоятельно, но 
после вхождения индивида z сможет, то предельный вклад индивида z равен 
совокупному излишку коалиции CU{z}. В противном случае предельный 
вклад индивида z равен нулю.

Компоненты вектора Шепли для данной игры имеют вид

Ф/М= х -------- Пул--------
(СсЛЩ/(:г(С)>0( Н¥1-

+
(CCtf\(/}:v(CUW)>0.v(C)=0}

|С|!(|7У|-|С|-1)! 
|А|!

X "jW-K
JeCUU}

Налоги (/,*,...,/*),  при которых происходит справедливый дележ излишка 
среди игроков, должны удовлетворять соотношению
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ф,(г) = г/,.(5)-/‘, z = l,...,77-

Другими словами, согласно правилу Шепли, каждый игрок должен за
платить налог t*  = и. (В)-ф(.(у). ■

Посмотрим, к каким налогам приводит такое правило налогообложения 
на числовом примере. Предположим, что имеются четыре домохозяйства, 
которые планируют построить общий плавательный бассейн. Стоимость 
строительства обойдется им в 10 тыс. долл. Домохозяйства располагают 
следующим богатством:

= $50 000, И/2 = $75 000, W3 = $100 000, 1С4 = $200 000.

Готовность платить у этих домохозяйств составляет

и, = $5000, и2 = $4000, и3 = $6000, w4 = $8000.

Таким образом, ни одно из домохозяйств не готово потратить достаточ
ную сумму денег на строительство бассейна самостоятельно. Единственным 
вариантом, при котором строительство состоится, остается совместное вло
жение средств. В этом случае необходимо решить, как разделить издержки. 
Ясно, что домохозяйства хотят построить бассейн, поскольку совокупный 
излишек составляет 13 тыс. долл. Можно использовать, как и в предыдущем 
примере, вектор Шепли для нахождения справедливой доли издержек для 
каждого домохозяйства. Предположим, что Uj(B) = для каждого /.

Характеристическая функция игры торга, которая представляет описанную 
ситуацию, имеет вид

v({l}) = р({2}) = v({3})= v({4}) = 0 ,

v({l,2}) = v({3,2}) = 0 , v({l,3}) = 1000 , v({3,4}) = 4000 ,

v({2,4}) = 2000, v({l,4}) = 3000, 
и

v({l,2,3}) = 5000, v({l,3,4}) = 9000, v({2,3,4}) = 8000 ,

v({ 1,2,4}) = 7000 , v({l, 2,3,4}) = 13 000 .

Следовательно,

1'2'Ф, (v) = -by4[v({l,3}) - v({3})]} + [v({l, 4}) - v({4})]} +

2’1'+±|i{[v({l,2,3})-v({2,3})]} +

2’1’+-^{[v({l,3,4}) - v({3,4})] + [v({l, 2,4}) - v({2,4})]} +

3’0'+^[v({l,2,3,4})- v({2,3,4})] =

= 2- x 4000 + 2. x [5000 + 5000 + 5000] + 2 x 5000 - -222 = 2833,33.
2-4’ XT*  *"•  1
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По заключению примера 6.35 получаем, что

?!*=«!  -ф[(г) = 5000-2833,33 = 2166,67.

Аналогичным образом вычисляется

Ф2 (v) = -i- х 2000 + -jy х [4000 + 4000 + 4000] +1 х 4000 =

26000
= —— = 2166,67 ,

откуда
/2’ =4000-2166,67 = 1833,33.

Для игрока 3 имеем

♦,(v) = т х 5000 + т. х [5000 + 6000 + 6000] +1 х 6000 = 

= «1^0.3333,33.

Следовательно,
Г3‘ = 6000 - 3333,33 = 2666,67 .

Наконец,

Ф4 (v) = -jy х (3000 + 2000 + 4000) + х (7000 + 8000 + 8000) + ± (8000) = 

= 56ДО0 =4666,67,

поэтому
/4* = 8000-4666,67 = 3333,33 .

Таким образом, доля издержек (или налоги) домохозяйств составляет

= 2166,67, f2 = 1833,33 , t] = 2666,67, и /4* = 3333,33.

Поскольку, как и ожидалось, +t\ +t* 3 + /4 = 10 000, мы нашли норматив
ный способ разделить издержки строительства плавательного бассейна между 
четырьмя домохозяйствами. Заметим, что разделение издержек зависит от 
готовности каждого из домохозяйств платить за бассейн. Богатство домо
хозяйств не играет роли; оно определяет способность домохозяйств найти 
достаточно средств для строительства.

Мы убедились, что вектор Шепли является удобным правилом аллокации, 
которое применимо для широкого класса ситуаций. Особо значимый способ 
размышлять об этом правиле аллокации — рассматривать его как правило, 
которое распределяет излишек, порожденный в игре торга, в соответствии с 
ожидаемым предельным вкладом участников. Если ожидается, что индивид 
добавит к партнерству или группе немного, то и доля суммарного излишка, 
которую он получит согласно вектору Шепли, будет небольшая. В то время 
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как если вклад индивида в различные группы (партнерства) значителен, то 
вектор Шепли предписывает ему большую долю от излишка. Соответственно 
вектор Шепли можно рассматривать как справедливый способ дележа из
лишка среди участников, где понятие справедливости подразумевает не 
равномерное распределение, а такое, при котором каждый получает согласно 
своему вкладу.

Таким образом, вектор Шепли можно рассматривать как нормативное 
решение игры торга с побочными платежами. Во многих случаях подобные 
нормативные правила могут не работать и решение игры торга с побочными 
платежами определяется стратегическими выборами участников. Во многих 
играх торга метод дележа излишка принимает форму предложений и контр
предложений; обычно в этих случаях определена последовательность ходов 
игроков. В следующем разделе мы рассмотрим игры торга, решения которых 
определяются стратегическими взаимодействиями между участниками.

Упражнения
1. В примере 6.34 об установлении сборов аэропорта на посадку для 

каждого i е Nr мы использовали формулу

[ К,1Г. - Кг, если t(C) < г, v(C U {/}) — v(C) = J <С) г’
[О, если 7(C) > г.

Проверьте, что формула верна.
2. Покажите, что вектор Шепли удовлетворяет свойствам эффективности, 

симметричности, линейности и независимости от фиктивных игроков, 
как это сформулировано в определении 6.32.

3. Покажите, что для любого i выполнено У —121 = ],
ссл\{/)

4. Следующая игра торга п лиц с побочными платежами в форме харак
теристической функции носит название «Мажоритарное голосование». 
Предположим, что в этой игре с побочными платежами число игроков 
|У| = п нечетно. Характеристическая функция игры имеет вид

v(C) =
1, если —>^г, 

п 2
О, иначе.

То есть значение для коалиции равно 1, если число ее участников 
составляет большинство, и 0 — если меньшинство. Найдите вектор

|С| 1
Шепли данной игры. [Подсказка: заметим, что если > -j, то должно

|С| 1 .иметь место —L > -=■ .1 п 2
5. Покажите, что игра «Мажоритарное голосование» с нечетным числом 

игроков, описанная в предыдущем упражнении, имеет пустое ядро.
6. Предположим, что нам необходимо построить аэропорт, который смо

жет обслуживать десять различных типов самолетов. Издержки строи
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тельства составляют 1 млрд долл. Капитальные издержки необходимо 
покрыть за 20 лет. Ожидается, что в течение этого периода произойдет 
100 тыс. посадок различных типов самолетов. Пусть 7V, обозначает 
количество посадок самолетов типа /. Тогда ожидаемое число посадок 
различных типов самолетов следующее:

=20000, N2 =10000, N3 = 10000, N. = 15000,

N5 = 5000, N6 = 6000 , N7 = 7000 , Ns = 7000 ,

Ng =15000, jV10 =5000.

Затраты на строительство аэропорта, обслуживающего только первые 
пять типов, составляют

= К2 = К3 = К4 = К, = $500 000 000 .

Затраты на строительство аэропорта, который сможет обслуживать еще 
и другие типы, равны

К6 = К7 = $750 000 000 , Ks = К9 = $900 000 000 
и

Kw =$1000 000 000.

Используя вектор Шепли, найдите оптимальные сборы на посадку для 
различных типов самолетов.

7. Предположим, что издержки на постройку оросительного канала рав
ны 100 млн долл. Канал сможет обслуживать пять различных типов 
сельскохозяйственных угодий. Различные типы сельскохозяйственных 
угодий имеют различную удаленность от источника канала, таким обра
зом, издержки прокладки канала до разных участков будут различаться. 
Издержки возрастают и составляют

К} = $10 000 000, Кг = $30 000 000, К3 = $50 000 000,

К4 = $70 000 000, К5 = $100 000 000.

Имеется по 1000 участков каждого типа.
(а) Опишите метод назначения взносов за пользование оросительным 

каналом. Объясните ваш выбор.
(Ь) Найдите взносы с каждого типа участков в соответствии с выбран

ным методом.
8. Предположим, что необходимо соорудить мост для сообщества, состо

ящего из 10 000 человек. Издержки строительства составят 1 млн долл, 
(а) Если все индивиды готовы уплатить одну и ту же сумму за соору

жение моста, то какими окажутся доли каждого индивида в этих 
издержках?

(Ь) Если половина этого сообщества ценит мост в 2 раза больше, чем 
вторая половина, как изменится разделение издержек? Используете 
ли вы одно и то же правило аллокации в обеих группах?
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9. Игра торга ven участниками с побочными платежами называется вы
пуклой, если для любых пар коалиций Си Твыполняется следующее 
неравенство:

v(C U Т) + v(C П Т) > v(C) + v(T).

Пусть v — выпуклая игра торга с побочными платежами.
(а) Покажите, что если С с Т, то для любого / g Т имеет место

v(TU{O)-v(D>v(CU{/})-v(C).

(b) Для произвольной коалиции С определим новую игру торга с 
побочными платежами vc с игроками из множества С, такую что 
vc(T) = v(T) для всех коалиций Тиз С (т.е. Т с С). Покажите, что 
если С с Т, то для любого игрока /' е С выполнено соотношение

Ф,(ус)<Ф,(уг).

(с) Используя результаты пунктов (а) и (Ь), покажите, что вектор Шеп
ли выпуклой игры торга v с побочными платежами лежит в ядре. 
На этом основании заключите, что любая выпуклая игра торга с 
побочными платежами имеет не пустое ядро.

10. Предположим, что у фирмы есть 100 тыс. акционеров. Среди них трое 
владеют значительными пакетами акций. У первого акционера 25% 
акций, у второго 30% акций и у третьего 35% акций. Остальные акции 
распределены между мелкими акционерами, причем никто из них не 
владеет более чем 1% акций. Любое решение фирмы принимается при 
одобрении акционерами, владеющими большинством акций.
(а) Опишите игру «Мажоритарное голосование» v для данной задачи. То 

есть опишите характеристическую функцию игры, которая ставит в 
соответствие значение 1 выигравшей коалиции и 0 — остальным.

(Ь) Найдите вектор Шепли этой игры торга.
(с) Поясните смысл вектора Шепли для этой игры.

11. Предположим, что три фирмы, 1, 2 и 3, изучают перспективы (обра
зования) совместного предприятия, которое, как ожидается, увеличит 
их стоимость. Оценочные величины рыночной стоимости различных 
вариантов совместной деятельности составляют

v(l)=v(2) = v(3) = $1000 000,

v(l, 2) = v(2,3) = v(l,3) = $3 000 000,

v(l,2,3) = $5000 000,

где v(z) обозначает рыночную стоимость фирмы i, если она не вступает 
в совместное предприятие, v(ij) обозначает рыночную цену совместного 
предприятия, если фирма i вступает в соглашение с фирмой j, v(1,2,3) 
обозначает рыночную цену совместного предприятия трех фирм.
(а) Опишите метод нахождения ожидаемого роста стоимости каждой 

фирмы, когда она вступает в совместное предприятие.
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(Ь) Используя этот метод, найдите ожидаемый рост стоимости каждой 
фирмы, если фирмы образуют совместное предприятие.

(с) Как вы думаете, выгодно ли фирмам образовать совместное пред
приятие? Ответ поясните.

6.5. Динамический торг двух лиц
В предыдущих разделах мы изучили некоторые детали игры 

торга. Преимущественно обсуждался вопрос о дележе излишка согласно пра
вилу аллокации, который удовлетворял бы определенным нормативным свой
ствам. Решение игры торга по Нэшу, решение по Калаи — Смородинскому и 
вектор Шепли представляют собой решения игр торга с учетом таких условий. 
Даже ядро игры обладает некоторыми особенностями, благодаря которым оно 
может считаться разновидностью концепции нормативного решения.

Этот раздел будет посвящен изучению игр торга с позитивистской точки 
зрения. Вместо того чтобы заниматься поиском решения, которое обладало 
бы определенными характеристиками, будем стараться предсказать, что 
случится, если процесс торга окажется последовательным. В частности, рас
смотрим, что будет происходить в играх торга, где процесс торгов фактически 
принимает форму серии предложений и контрпредложений. В этих случаях 
процесс торгов становится динамической игрой и важным оказывается стра
тегическое поведение игроков.

Типичный динамический торг двух лиц имеет место, когда потенциаль
ный покупатель и продавец дома делают предложения и контрпредложения. 
Игра начинается с того, что продавец дома объявляется цену его продажи. 
Потенциальный покупатель обычно предлагает цену, которая ниже указан
ной продавцом, но выше той, что, по мнению покупателя, вероятно, устроит 
продавца. Продавец, конечно же, может отказаться. И он поступит так в том 
случае, если уверен, что найдется другой покупатель, который предложит 
более высокую цену. Процесс торга может быть описан динамической игрой 
двух лиц, в которой первым ходит продавец, затем покупатель, после чего 
снова продавец и т.д.

В главе 4 было показано, как решать динамические игры с совершенной и 
несовершенной информацией. Здесь мы воспользуемся выводами этой главы 
для понимания динамических торгов. В разделе основное внимание будет уде
лено модели игры торга, описанной в определении 6.1. Упростим эту модель, 
предположив симметричность и нормализовав объем совокупного излишка 
к 1. Всюду в разделе будем придерживаться следующего соглашения.

• Игрок 1 является покупателем, а игрок 2 является продавцом.
Полезности игроков задаются долей излишка, которую они получают. 

В случае разногласия полезности обоих игроков принимаются равными нулю. 
Таким образом, множество альтернатив торга этой игры торга S есть

5 = {(5j,s2): s, >0, s2 >0 и +s2 < 1}.
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Полезности игроков имеют вид

ul(s1,s2) = sl и u2(sl,s2) = s2.

Следовательно, множество аллокаций полезностей игры торга имеет 
вид

W = {(5i,52):(s1,52)g5}.

Множество альтернатив торга S и множество аллокаций полезностей U в 
этом случае совпадают; они изображены на рис. 6.18.

Поскольку игра торга разыгрывается стратегически, получаемые игро
ками полезности зависят от равновесия игры, разыгрываемой двумя этими 
игроками. Так как процедура торга состоит в предложении альтернативных 
вариантов, то она оказывается динамической игрой и наиболее вероятное 
соглашение — это соглашение, определяемое «равновесием» этой игры.

Альтернативные предложения в игре делаются в периоды времени 
/ = 1,2,.... Будем обозначать долю пирога, получаемую игроком i в период 
t, через и полезность игрока i через ui(slA,sl2) = stJ, где s,>2 = 1 - srд . На 
протяжении всего обсуждения будем предполагать, что

• все предложения и контрпредложения всегда формулируются в терминах 
доли пирога, которую получает игрок 1 (покупатель). То есть все пред
ложения и контрпредложения представляются в форме st X.

Игра начинается с того, что игрок 1 (покупатель) делает предложение s,, 
в период t = 1, т.е. игрок 2 (продавец) получает 5,2 = 1 - $1Д. Игрок 2 может 
либо принять предложение, либо отказаться от него. Если предложение 
принято, игра заканчивается. Если предложение отвергнуто, игра переходит 
в период t = 2. Игрок 2 совершает предложение s2, игроку 1, т.е. игрок 2 
имеет при этом $22 = 1 -s21. Игрок 1 может теперь либо согласиться, либо 
отказаться. Если согласится, то игра заканчивается; в противном случае игра 
переходит в период t - 3, где игрок 1 делает контрпредложение. Игра (граф 
которой изображен на рис. 6.19) продолжается в таком духе и в принципе 
может длиться неопределенное время.
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Поскольку динамическая игра разыгрывается во времени, то если игрок 
предпочитает получить свою долю пирога как можно раньше, возникают из
держки ожидания. Такое предпочтение потребления сегодня потреблению в 
будущем указывает на положительное временное предпочтение. Коэффициент 
временных предпочтений — это количество единиц потребления, от которых 
индивид готов отказаться, чтобы иметь возможность потреблять сегодня, а 
не в следующий период. Таким образом, если коэффициент временных пред
почтений равен г, то индивиду безразлично, потребить ли с единиц сегодня 
или потребить (1 + г)с единиц завтра. Эквивалентным образом, с единиц

С „ о 1завтра — это то же самое, что ------ единиц сегодня. Положим 8 = ------ и1 + г 1 + г
назовем ее ставкой дисконтирования (или дисконтирующим множителем). Ясно, 
что 0 < 8 < 1. Таким образом, если процесс торга закончился соглашением 
после t периодов (sM,s,2), где s,2 -1 - з,л , то полезности игроков со ставками 
дисконтирования 8, и 82 соответственно имеют вид

и m2(w,.2) = 82-4.2-

С помощью «дисконтированных» полезностей можно явно вычислить 
издержки отсрочки при торге, которые являются просто издержками ожида
ния до следующего периода. Для игрока 1 отсрочки в период t при доле s в 
следующий t + 1 период составляют

SJ-’s -8js = 3;-’ (1 - SJs ,

что является разницей между выигрышами, возникшей исключительно в 
связи с необходимостью ждать период начиная с периода t. Заметим, что 
издержки отсрочки в этом случае не являются константой и зависят от доли 
пирога, получаемой игроком.

Поскольку мы имеем дело с динамической игрой с совершенной инфор
мацией, естественно искать совершенное в подыграх равновесие. Начнем с 
анализа трехпериодной игры торга с конечным горизонтом, которая изоб
ражена на рис. 6.20.

Решим игру методом обратной индукции. Заметим, что на финальной 
стадии в период 3 игрок 2 согласится на предложение, если 0 < s3>1 < 1, и
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будет безразличен (между опциями «соглашаться», не соглашаться») в слу
чае s3, = 1. Таким образом, в начале периода 3 игрок 1, зная, что игрок 2 
не откажется (поскольку отказ приводит к нулевому выигрышу), предложит 
величину 531 < 1, но очень близкую к 1 (т.е. s3, ~ 1), в результате чего игрок 2 
получит нулевой (или близкий к нулю) выигрыш. Игрок 1 в этом случае 
получит 8, (или величину, очень близкую к 8f).

Следовательно, в начале периода 2 игрок 2 должен сделать игроку 1 пред
ложение s2л, такое что

8152.1 8, или s21 > 8,;

в противном случае игрок 1 отклонит предложение и игра перейдет в пе
риод 3, где игрок 2 имеет нулевой выигрыш. Поскольку при ограничении 
s21 >8, величина $2, =8] максимизирует выигрыш 82s22 = 82(1 -$21) игрока 2 
в период 2, то игрок 2 захочет сделать предложение s2 , = 8, игроку 1 в начале 
периода 2. В частности, если игрок 2 сделает предложение $21 =8, в начале 
периода 2, то игрок 1 согласится и получит выигрыш 8, , а игрок 2 получит 
выигрыш 82(1-8|).

Теперь, в начале периода 1 игрок 1 предвидит, что игрок 2 сделает пред
ложение 52] = 8,, если игра дойдет до периода 2. Это значит, что игрок 2 
отклонит предложение в случае, если не будет выполнено 1 - s,, > 82(1 - 8,), 
или s,, <1 —32(1 —8(). Следовательно, игрок 1 будет максимизировать свой 
выигрыш, предлагая

<,=1-82(1-8,).

Когда игрок 1 делает подобное предложение, он сравнивает выигрыш 
1 - 82(1 - 8,) с выигрышем, который ожидает получить в периоде 2, т.е. s2, = 8,. 
Поскольку 1-82(1-8,)>8, (почему?), игрок 1 (если играет оптимально) 
должен предложить <, = 1 - S2 (1 - 8,).

Таким образом, мы получили следующее совершенное в подыграх рав
новесие этой игры.

Теорема 6.36. Предположим, что в трехпериодной игре торга стратегии 
участников имеют следующий вид.
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Стратегия игрока 1
• Период Г. Предложить 51л = 1-82(1-8]).
• Период 2 Согласиться, если 521 >315 иначе отвергнуть.
* Период 3: Предложить $3 л = 1 или s31 < 1, но очень близкое к 1.

Стратегия игрока 2
• Период 1: Согласиться, если 5U <l-82(l-8j), в противном случае от

вергнуть.
• Период 2: Предложить 521 =8Р
• Период 3: Согласиться.
Тогда итоговый профиль стратегий является совершенным в подыграх рав

новесием, которое приводит к соглашению при торге

51>1-82(1-31) и 5‘2=82(1-8,). (*)

В общем случае соглашение при торге, определенное соотношением (*),  
« НИбудет отличаться от решения II, которое получается с помощью нор

мативных концепций решения предыдущих разделов.
Хотя мы смогли найти решение трехпериодной задачи торга, возникают 

серьезные вопросы насчет того, насколько хорошо эта трехпериодная игра 
с конечным горизонтом отражает сущность динамического торга. В самом 
деле, вполне правдоподобно, что игроки могут делать предложения и контр
предложения в течение любого числа периодов. Ситуация, в которой игрок 
всегда может сделать контрпредложение, не может быть описана игрой «с 
конечным горизонтом». Следовательно, это приводит к необходимости 
исследовать, что же произойдет в версии этой игры торга «с бесконечным 
горизонтом». Хотя ни один процесс торга не будет длиться бесконечно, рас
суждение, ведущее к соглашению, хорошо описывается при использовании 
бесконечных игр.

Для анализа бесконечных игр оказывается полезным изучение равновесия 
в конечной игре, при которой выигрыши в конечный период времени яв
ляются «продолжительными». Выигрыш продолжения — это такой выигрыш, 
который ожидает получить игрок, в случае если игра сможет быть продолжена, 
а не завершена. Таким образом, если в конце периода 3 игрок 2 отвергнет 
предложение игрока 1, то вместо выигрыша (0,0) будет получен выигрыш 
(3^х,32(1-х)), где х — доля пирога, получаемая игроком 1 в случае, если игра 
будет продолжаться бесконечно долго.

Иначе говоря, (х,(1-х)) является ожидаемым соглашением в случае 
бесконечного торга. Следовательно, в начале периода 3 игрок 1 знает, что 
игрок 2 согласится на предложение $3 л только в том случае, если

82(l-s31)>82(l-x) , или 531 < х.

Поэтому игрок 1 сделает предложение s31 = х. В этом случае игрок 1 
получает 8fx. Следовательно, на начало периода 2 игрок 2 должен сделать 
предложение s2l, такое что
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8^2j > 8fx, или s2 [ > 8,х ;

в противном случае игрок 1 откажется и игра перейдет в период 3. Таким 
образом, на начало периода 2 игрок 2 сделает предложение sjj = 8,х, так 
как оно максимизирует его выигрыш 32(1 — 52Л). В этом случае выигрыш 
игрока 2 составляет 32(1 — 8xjc) , что превышает S^l-x) (почему?).

Если игрок 1 ожидает этого в начале периода 1, то он сделает предложе
ние 5, л, такое что

1 -shl > 82 (1 - 8^), или л, , <1 — 32(1 — 8jX).

Поэтому 5’л = 1 - 32(1 - 8,х), а выигрыш игрока 2 равен 32(1 - 8,х). Заметим, 
что выигрыш первого игрока больше, чем 8,х.

Проведенное рассуждение можно подытожить следующим образом.

Теорема 6.37. Предположим, что в игре торга трех лиц с выигрышами про
должения (х,(1-х)) стратегии игроков имеют следующий вид.

Стратегия игрока 1
• Период 7: Предложить 5И = 1-82(1-8^).
• Период 2. Согласиться, если s2l >8tx, иначе отвергнуть.
• Период 3: Предложить 53, = х.

Стратегия игрока 2
* Период 7: Согласиться, если 5,л < 1 — 62(1 -8,х), в противном случае от

вергнуть.
• Период 2. Предложить s1A - 8,х.
• Период 3: Согласиться.
Тогда итоговый профиль стратегий является совершенным в подыграх рав

новесием, которое приводит к соглашению

5,, =1-82(1-8,х) и 5*2  =82(1-8]%) .

Отметим, что равновесное соглашение зависит от выигрыша продолже
ния х . Возникает следующий важный вопрос:

• Как найти подходящее значение х?
Ясно, что х должно принимать значение, совместимое с разыгрыванием 

игры в соответствии с равновесными стратегиями. Если это так, то х так
же должно быть предложено в начале периода 1, поскольку процесс торга, 
который имеет место в периоде 3, является репликой процесса торга, начи
нающегося с периода 1. Следовательно, согласно теореме 6.37 равновесное 
значение х должно удовлетворять уравнению х*  = 1 - 32(1 - 8,х‘), или

1-32
Х "1-8,82 ’

Таким образом, мы установили следующий важный результат.

Теорема 6.38. Предположим, что в игре торга двух лиц ставки дисконтиро
вания игроков составляют 8, и 82 соответственно. Если игроки могут делать 
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неограниченное число предложений (так что игра торга может рассматри
ваться как игра с бесконечным горизонтом), то равновесное решение игры 
торга имеет вид

(х,1-х’) = 1-5j52 ’ 1-ЗД J

Обратим внимание на то, что равновесие в игре торга зависит от ставок 
дисконтирования 8] и 32. Если 8] = 32 = 8, то игрок 1 (покупатель) получит 

1 о / ч 8 _ о , 8 1-j—z-, а игрок 2 (продавец) получит При 8< 1 имеем: —-<-—аг. 
1+3 1+8 1+81+8

Следовательно, при одинаковых временных предпочтениях игрок 1 получает 
ббльшую долю пирога, чем игрок 2. Кроме того, чем меньше дисконтиру
ющий множитель (т.е. чем менее терпеливы участники), тем меньше доля 
пирога, получаемая игроком 2.

Проиллюстрируем результат теоремы 6.38 на примере.

Пример 6.39 (покупка автомобиля). Индивид решил приобрести автомо
биль «Форд Эксплорер» (Ford Explorer). Этот внедорожник обычно продается 
за 30 865 долл, и имеет фактурную цену в размере 27 786 долл. Покупатель 
знает, что продавец согласится на цену, которая будет меньше указанной, 
но больше фактурной, и, скорее всего, откажется, если предлагаемая цена 
окажется ниже фактурной. Покупатель довольно терпелив, и его дискон
тирующий множитель составляет 8, = 0,95 в течение семидневного периода. 
Продавец готов продать автомобиль по приемлемой цене и имеет дисконти
рующий множитель 82 = 0,9 в течение того же семидневного периода. Процесс 
торга начинается с покупателя, являющегося игроком 1, который совершает 
ценовое предложение. Продавец, являющийся игроком 2, имеет выбор — при
нять предложение или отказаться от него, сделав контрпредложение.

Описанный процесс торга может рассматриваться в качестве динамической 
игры, в которой покупатель делает первое предложение о цене, находящейся 
в рамках указанной и фактурной цен. Продавец отвечает либо согласием, 
либо отказом с последующим контрпредложением. Неразумно предполагать, 
что на формирование предложения или контрпредложения может уйти целая 
неделя. Здесь мы будем игнорировать необязывающие переговоры, которые 
могут иметь место в течение короткого промежутка времени и не имеют от
ношения к принятию решения. Поскольку, предположительно, может быть 
сделано неограниченное число предложений и контрпредложений, рассмат
риваемая динамическая игра торга является игрой с бесконечным горизонтом. 
Согласно теореме 6.38 решение такого торга задается формулой

(х‘,1-х*)  = 1-82 82(1-8,П
1 - 8,82 ’ 1 - 8,82 J

С 1-0,9 0,9(1 -0,95) А
U-0,95x0,9’1-0,95x0,9) 

(0,6897,0,3103)
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где х — доля пирога, получаемая покупателем, а 1 - х — доля пирога, идущая 
продавцу. Размер пирога в данном случае составляет 30 865 - 27 786 = 3079 долл. 
Так как х' =0,6897, покупатель получит

0,6897x3079 = $2123,59

от общего пирога, а продавец получит остаток. Цена, которую предложит 
покупатель, составит

р*  =$30 865 -$2123,59 = $28741,41.

Наиболее вероятно, что продавец согласится на такую цену, следовательно, 
торг окончится быстро и «Форд Эксплорер» будет продан приблизительно 
за 28 700 долл.

Упражнения
1. Предположим, что покупатель подумывает о покупке дома с объявлен

ной ценой в 150 тыс. долл. Он может сделать предложение продавцу, 
который может его принять или отвергнуть, сделав контрпредложение. 
Затем покупатель имеет возможность принять контрпредложение или 
отвергнуть его, сделав финальное контрпредложение. На этой стадии 
торг заканчивается тем, что продавец примет финальное контрпредло
жение или откажется его принять.
(а) Изобразите динамическую игру торга при условии, что дисконти

рующий множитель между предложениями и контрпредложениями 
равен 5] =52 =0,99 и известно, что резервная цена продавца дома 
равна 135 тыс. долл. (Резервная цена — это такая цена, ниже ко
торой продавец откажется продавать.) [Подсказка: размер пирога 
равен 15 тыс. долл.]

(Ь) Решите трехпериодную игру торга, описанную в пункте (а).
2. Предположим, что процесс торга предыдущего упражнения может 

продолжаться бесконечно. Каким будет решение задачи торга в этом 
случае?

3. В примере 6.39 (покупка автомобиля) происходит торг между продавцом 
и покупателем, которые делают предложения и контрпредложения. 
Теперь предположим, что у покупателя есть возможность обратиться 
к другому дилеру, который согласен продать ему «Форд Эксплорер» 
за 28 тыс. долл.
(а) Опишите игру торга между покупателем и продавцом, в случае, когда 

покупателю доступна «сторонняя опция», а переговоры проходят 
таким образом, что сперва покупатель делает предложение, ждет 
контрпредложения, затем принимает его или отказывается от него, 
выбирая стороннюю опцию.

(Ь) Найдите совершенное в подыграх равновесие игры из пункта (а). 
Осуществится ли продажа по-прежнему на уровне 28 700 долл.? 
Дайте полное объяснение.
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4. Покажите, что в игре торга с совершенной информацией доля пирога, 
идущая игроку 1, увеличивается, когда его дисконтирующий множитель 
приближается к 1, а ставка игрока 2 остается неизменной. Как это 
повлияет на поведение участников в случае, когда дисконтирующие 
множители не являются полностью известными?

5. Что случится с решением игры торга с совершенной информацией, если 
временной интервал между предложениями и контрпредложениями 
становится близким к нулю? [Подсказка: начните с анализа того, что 
произойдет с дисконтирующими множителями, а затем переходите к 
пределам.]



Глава 7 ПОВТОРЯЮЩИЕСЯ 
ИГРЫ

В гл. 4 обсуждались динамические игры, где игроку прихо
дится принимать решения до и/или после того, как решения принимаются 
другими игроками. Подобные игры проходят поэтапно. Мы проанализировали 
равновесное поведение в таких играх и показали различие между равновесием 
по Нэшу и совершенным в подыграх равновесием. В этой главе мы продол
жим анализ динамических игр, однако сосредоточимся на особом классе этих 
игр, а именно повторяющихся играх. Также будут рассмотрены некоторые 
примеры динамических игр, которые являются не совсем повторяющимися. 
Повторяющиеся игры важны, поскольку часто позволяют объяснить многие 
типы поведенческих стратегий, такие как сговор и кооперативное поведение, 
которые трудно объяснить в рамках стратегических игр.

Повторяющиеся игры получаются при разыгрывании стратегических игр 
в течение нескольких (зачастую бесконечного числа) периодов. В повторя
ющихся играх участники получают выигрыш в конце каждого сыгранного 
периода. Выигрыш участников, таким образом, является суммой выигрышей 
по истечении каждого периода. Если при сложении выигрыши дисконтируют
ся, то имеем дело с повторяющейся игрой с дисконтированием; в противном 
случае имеем дело с повторяющейся игрой без дисконтирования.

Мы рассмотрим сначала игры, повторяющиеся конечное число периодов 
(игры с конечным горизонтом), и напомним идею совершенного в подыграх 
равновесия и метода обратной индукции. Мы обоснуем тот факт, что не
равновесные исходы в однопериодной игре могут быть частью равновесия в 
повторяющейся игре. Далее рассмотрим игры, повторяющиеся бесконечное 
число периодов (бесконечно повторяющиеся игры, игры с бесконечным го
ризонтом) с дисконтированием и без дисконтирования, и изучим различные 
версии фольклорной теоремы для таких классов игр. Покажем также, что 
существуют значительные различия между равновесиями в повторяющейся 
игре с конечным и бесконечным горизонтами.

Анализ равновесия в повторяющихся играх с конечным и бесконеч
ным горизонтами будет сопровождаться поиском равновесия в некоторых 
особых ситуациях, таких как повторяющиеся олигополистические игры, 
повторяющиеся игры агента-принципала и повторяющиеся партнерские 
игры. В дополнение к приложению повторяющихся игр рассмотрим классы 
игр, обладающих особенностями повторяющихся игр, но таковыми не яв
ляющихся. К ним относится, в частности, игра двух стран, участвующих в 
рыбной ловле, и игра нескольких стран, занимающихся добычей ресурсов, 
находящихся в их совместном владении. Будет рассмотрен также простой 
пример игры, представляющей работу банка.
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7.1. Структура и равновесия 
повторяющихся игр
Напомним, что игра в стратегической форме G (см. оп

ределение 2.6) полностью описывается указанием для каждого игрока его 
множества стратегий и функции выигрыша. Мы обозначали ее

G = (Sl,...,Sn,ul,...,un),
где 5) — множество стратегий, a U;: 5) х... х Sn —> R — функция выигрыша 
игрока i. Как обычно, набор всех профилей стратегий игры обозначается 
через S, т.е.

S = S. х 5, х • • • х S„.1 L П
Элементы множества 5 будем называть действиями в игре G.

Повторяющаяся игра, как следует из названия, получается в результате 
повторения стратегической игры в течение нескольких периодов. Эта стра
тегическая игра называется стадийной игрой или игрой одного периода (или 
даже однократной игрой). Если стратегическая игра G повторяется в течение 
Т периодов, мы говорим, что имеем дело с Т — периодной повторяющейся 
игрой игры одного периода G или просто (если понятно, о какой сталийной 
игре (7 идет речь) Т — периодной повторяющейся игрой. Число периодов Т, 
которое отражает количество повторений игры, может быть как конечным, 
так и бесконечным. Если Т конечно, то мы сталкиваемся с повторяющейся 
игрой с конечным горизонтом. Если же Гбесконечно, то повторяющаяся игра 
является игрой с бесконечным горизонтом.

Результатом повторения стратегической игры G в течение Т периодов 
будут наборы действий, получающихся из действий, выбираемых игроками 
в каждом периоде. Будем обозначать действия игроков в периоде 1<т<Т 
через \ = (5Тt,sT2,...,sxn)eS. Любой вектор h' = (л,,...,s,) называется историей 
(повторяющейся) игры до периода t (включительно. — Примеч. пер.). Мно
жество всех возможных историй повторяющейся игры до периода t будем 
обозначать через Н1, а конкретную историю до периода t включительно, 
через h' е И1. То есть

№={0} и Н' = SxSx -xS = $', если \<t<T.
г раз

Распишем /-периодную историю h‘ в матричном виде:

где z-й вектор-столбец матрицы h‘ имеет вид 
’V
S2.i

ЛК 
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и отражает выборы игрока i в каждый период т, 1 < т < t, повторяющейся 
игры. Следовательно, строка матрицы отражает выборы игроков в конкретный 
период. Любая история игры вплоть до периода Т называется исходом повто
ряющейся игры. Другими словами, исход повторяющейся игры представляет 
собой набор из п векторов размерности Т (или матрицу Т х п ) вида

Определение 7.1. Множество всех историй Т-периодной повторяющейся 
игры — это множество

Т-1
Н= U Н'.

/=о

Когда участники играют в повторяющуюся игру, то при принятии реше
ния в любой период t они уже знают всю историю игры до этого периода. 
То есть игроки наблюдают историю игры до периода t - 1. Соответственно 
выбор каждого из участников в период t обусловливается историей игры 
h'~l'. Условие рациональности состоит в следующем.

Определение 7.2. В Т-периодной повторяющейся игре
(1) стратегия1 игрока i является функцией В,-,
(2) профиль стратегий — это набор из п элементов (о1,о2,...,о„), где каждое 

а, — стратегия игрока i.
Набор всех стратегий игрока i в Т-периодной повторяющейся игре будем 

обозначать Д. Соответственно множество всех профилей стратегий Т-пери- 
одной повторяющейся игры

В = В' х В2 х • • • х Вп.

Рассмотрим стратегии игроков в Т-периодной повторяющейся игре бо
лее подробно. Заметим, что если 0 < t < t' < Т -1 , то ТС А ТС' = 0. Из этого 
следует, что объединение, составляющее множество историй Н, является 
разбиением этого множества, т.е.

Т-1 
н = [)тс, 

__________________ t=0

1 В период 1 игроку i наблюдать нечего, и его стратегия — просто выбор в его мно
жестве стратегий 5,. Именно поэтому мы обозначаем = {0}, или На = {й11}. Мы можем 
также представлять М" как историю игры в период t = 0, период, предшествующий началу 
повторяющейся игры.

2 В главе 4 мы рассматривали поведенческие стратегии как спецификацию выбора 
(возможно, рандомизированного) в каждом информационном множестве. Сформулиро
ванное здесь определение поведенческой стратегии согласуется с вышеуказанным опреде
лением, поскольку каждое информационное множество динамической игры достигается в 
результате единственной последовательности выборов, или истории динамической игры 
(в предположении, что эта игра — игра с совершенной памятью. — Примеч. ред). 
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где Н' Г)Н' =0. Это свойство Н гарантирует, что произвольная стратегия 
о,-: Н S,- может быть представлена в виде набора Г функций

~ (^1,/’ $2.<’ ’ ’ •’ &Т.1) ’

где каждое о,; является функцией о,,.: -> Sl, так как все стратегии в
повторяющихся играх оказываются поведенческими. Фактически можно 
определить поведенческую стратегию игрока i следующим альтернативным 
способом.

Определение 7.3. Стратегия игрока i — это последовательность функций 
{°Хо’ где

Таким образом, стратегия игрока i в повторяющейся игре — это всеобъем
лющий план действий. Он описывает, как будет действовать игрок в каждом 
периоде при заданной истории игры вплоть до этого периода.

Запишем профиль стратегий о в матричной форме:

где г-й вектор-столбец о' матрицы о имеет вид

СТ/,2

Он отражает выборы игроков в период /. Если h‘ 1 е Н' 1 — история до 
периода t > 1 , то отсюда следует, что

о(Л'-1) = (о1(/г'-1),о2(й'-'), ,о„(й'-,)) = о'(А"1) =

Это действия в стратегической игре, которые реализуются при выборе 
стратегии о в период t и обусловлены историей h'~x.

Каждый профиль стратегий (с5х,сэ1,...,с511) автоматически порождает исход 
йо = (Af,/£,...,/£) Г-периодной повторяющейся игры, который может быть 
построен рекурсивно следующим образом. При t = 0 мы начинаем с й° - {0}; 
т.е. при t - 0 игрокам нечего наблюдать. Далее положим

Следующий шаг рекурсии определяется так. Если для некоторого 1 < t < Т 
игроки наблюдают историю h'° ={h°, то рассмотрим

й,о+1=0(/г:)-(о1(й'),о2(й:),...,о„(/г:))е5
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И

й'+' =(ЛЛА2о,...,/гЛ/г,о+1) = (Л',О(/г'))е^+1.

Этот индуктивный процесс порождает последовательность Z-периодных 
историй

Следовательно, исход в повторяющейся игре, порождаемый о, имеет 
вид

ha = (h?, /£> - Л°) = (<<), а(^),..., о(йаг-')) е Sr.

Следующая терминология касательно профилей стратегии оказывается 
очень удобной. Пусть о = (о1,о2,...,ои) — профиль стратегий в Т-периодной 
повторяющейся игре, где о,- = (с^,,о2aTi) и каждое появляется функцией 
о, ,■: —> Sj. Будем говорить, что игрок i всегда играет s е 5. в периоде t,
если о;(А'“1) = о/ /.(Л'“1) = s при любых еИ'* 1, т.е. если ол,- — постоянная 
функция (принимающая значение) s или профиль стратегий о, — постоянная 
функция (принимающая значение) s на Н'~х. Будем говорить также, что про
филь стратегий о является постоянным по периодам, если в каждом периоде 
каждый игрок i всегда играет стратегию 5, f е 5 в этом периоде.

1 В публикациях также широко используется термин «среднее» значение полезности 
(или функция «средней» полезности) v^h) = ^\/,(й,) как эквивалент термина «недискон- 

'=1тированный выигрыш». Ясно, что преимущество такой функции полезности в том, что 
она предоставляет некоторую информацию о поведении повторяющейся игры «в пределе», 
когда Г-э °о. Следует заметить, однако, что такой предел может и не существовать.

2 Чтобы избежать излишних обозначений, мы будем использовать один и тот же сим
вол г,- для обозначения как недисконтированной, так и дисконтированной полезности 
(выигрыша). Что имеется в виду, должно быть ясно из контекста.

Кроме того, будем говорить, что исход h -(s},s2,...,sr) порождается про
филем стратегий о, если ha = h . Из наших рассуждений вытекает следующий 
результат.

Лемма 7.4. Любой исход порождается некоторым профилем стратегий.
При заданном исходе h = (hx,h2,...,hT) в Т-периодной повторяющейся 

игре недисконтированный выигрыш игрока i в случае реализации исхода h и 
одинаковой оценки текущего и будущих выигрышей равен

Если игрок i дисконтирует выигрыш с множителем дисконтирования 8, 
где 0 < 8 < 1 , то дисконтированный выигрыш игрока I в Т-периодной повто
ряющейся игре при реализации исхода h равен

v,.(/?) = £3'-1z<(/!,)2.

Дисконтирование выигрыша таким способом показывает, что игрок ценит 
будущие выигрыши меньше, чем текущие. Ясно, что если 8 близко к 1, то 
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игроки дисконтируют будущие выигрыши меньше (или ценят их больше), 
чем в случае 8, близких к 0.

Поскольку любой профиль стратегий о порождает некоторый исход /го, 
недисконтированный и дисконтированный выигрыши игрока i при профиле 
о стратегий составляют

v,(o) = v,(Ao) = и v,.(o) = v,(/zo) = ^З^иДа^’1)).
<=1 z=l

Поскольку мы определили, что такое стратегия, а также выигрыш в контек
сте повторяющейся игры, можно рассматривать Г-периодную повторяющую
ся игру в качестве стратегической игры со следующими характеристиками.

(1) п игроков являются п игроками стадийной игры,
(2) Множество стратегий каждого игрока i составляет Д — набор всех его 

стратегий.
(3) Функция выигрыша v,: В = Вг х • • • х Вп R каждого игрока i опреде

ляется профилем стратегий ое В согласно
т

(a) v, (o) = ^z/,.(o(/^')) (недисконтированный выигрыш), 

т
(b) v, (o) = ^8'-'«,. W)) (дисконтированный выигрыш).

/=1
Напомним, что если о = (ст|,о2,...,о„) — профиль стратегий, то, используя 

стандартные обозначения теории игр, можем записать

ст_,. =(Oi,O2,...,O,._1,0;+1,...,O„) и о = (о,.,о_;).

Тогда равновесие по Нэшу в повторяющейся игре будет определяться 
следующим образом.

Определение 7.5 (равновесие по Нэшу в повторяющейся игре). Профиль 
стратегий о*  = (О|,...,о* ) в Т-периодной повторяющейся игре называется рав
новесием по Нэшу или просто равновесием, если для любого игрока i и любой его 
стратегии а,- выполняется соотношение

v,.(0’,ol,.)>v,.(0;,o‘_z.).

Здесь есть один тонкий момент. Дело в том, что набор равновесий по 
Нэшу в дисконтированных и недисконтированных повторяющихся играх 
различен! То есть всегда необходимо уточнять, имеем ли мы дело с недис- 
контированным равновесием по Нэшу или дисконтированным равновесием по 
Нэшу (в соответствии с тем, к какому типу относятся функции выигрыша 
участников).

Если мы хотим подчеркнуть, что в повторяющейся игре с конечным го
ризонтом профиль стратегий о является дисконтированным равновесием по 
Нэшу при некотором 0 < 8 < 1 (вообще говоря, для любого вещественного 
числа 8), то можно говорить, что о является 8-дисконтированным равновесием 
по Нэшу.
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Таблица 7.1

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (0,0) (2,1)
D (0,0) (2,2)

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие некоторые подобные различия 
в равновесиях.

Пример 7.6 (недисконтированное равновесие по Нэшу, которое не явля
ется дисконтированным равновесием по Нэшу). Рассмотрим двухпериодную 
повторяющуюся игру со стадийной игрой, представленной в табл. 7.1, и 
профиль стратегий (oj,cs* 2), такой что

(1) ст* 2 является постоянным в периодах и требует от игрока 2 выбрать 
(a) L в период 1,
(b) R в период 2;

(2) о*  требует от игрока 1 выбрать
(a) U в период 1,
(Ь) в период 2 выбрать D, если h, = (•, L), и U, если h} = (•, А)'.

Утверждается, что профиль стратегий о*  является недисконтированным 
равновесием по Нэшу. Для начала заметим, что профиль стратегий о*  по
рождает исход

. [U L~\

Откуда получаем недисконтированные выигрыши участников:

v1(A<y.) = v2(Ao.) = 2.

Предположим, что игрок 2 по-прежнему выбирает стратегию ст* 2, а игрок 1 
может сменить свою стратегию. Тогда возможные исходы в случае изменения 
стратегии игроком 1 имеют вид

[U £1 ГД £1 ГД £1 
, и[и AJ \и Aj 1д AJ

Соответствующие выигрыши игрока 1 составляют 2, 2 и 2. Отсюда следует, 
что игрок 1 не может увеличить свой выигрыш при условии, что игрок 2 не 
меняет стратегию.

Теперь предположим, что игрок 1 по-прежнему выбирает стратегию о* , 
а игрок 2 может отклониться от выбранной стратегии о2. Тогда возможные
исходы таковы:

[U £1 [U А1 Г£7 А“| 
, и\_D L\ [и Aj [U L\

1 Мы будем использовать символ • для указания на то, что в рассматриваемой ситуа
ции возможная стратегия допускает «все возможные выборы» (выбор изо всех возможных 
альтернатив).
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Соответствующие выигрыши игрока 2 составляют 0, 2 и 1. Отсюда следует, 
что игроку 2 также невыгодно уклонятся от своей стратегии, при условии 
что игрок 1 не изменяет свою. Таким образом, о*  — действительно недис- 
контированное равновесие по Нэшу.

Теперь покажем, что а*  не являтся дисконтированным равновесием по 
Нэшу ни при каком 0 < 8 < 1. Заметим сначала, что дисконтированный вы
игрыш игрока 2 равен v2(A .) = 0 + 8 х 2 = 28 .

Пусть игрок 1 выбирает стратегию о’, а игрок 2 всегда уклоняется и 
выбирает R в обоих периодах. Это приводит к исходу

h = ,

дисконтированный выигрыш игрока 2 при этом составит

v2(h') = 1 + 8x1 = 1 + 8 > 28 = у2(/щ).

Из этого следует, что сг‘ не является дисконтированным равновесием по 
Нэшу в данной двухпериодной повторяющейся игре.

Следующий пример демонстрирует, что равновесие по Нэшу в дискон
тированной повторяющейся игре может не совпадать с равновесием в не- 
дисконтированной версии этой повторяющейся игры.

Пример 7.7 (дисконтированное равновесие по Нэшу, которое не является 
недисконтированным равновесием по Нэшу). Рассмотрим двухпериодную 
повторяющуюся игру, стадийная игра которой — матричная игра двух лиц, 
изображена в табл. 7.2. Пусть о*  = (oj,o2) — профиль стратегий, определен
ный следующим образом.

(1) Стратегия oJ=(o*i,o 2J) игрока 1:

<1 = -° и =

(2) Стратегия о2 = (о21,о22) игрока 2:

<2 = /? и
I

Заметим, что о порождает исход
г/) 

h . = „ .
° LD R_

Таким образом, выигрыши игроков для профиля стратегий о*  и фактора 
дисконтирования 0 < 8 < 1 равны

если /г, = (•, R), 
если й, = (•,£).

если /г, = (£),•), 
если А. = (£/».

Таблица 7.2

v,(ct’) = v2(o*) = 2 + 28.

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (5,5) (0,6)
D (6,0) (2,2)
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Утверждается, что при 0 < 8 < у профиль стратегий о*  является дискон

тированным равновесием по Нэшу. Чтобы показать это, предположим, что 
игрок 2 не меняет стратегию ст’2. Тогда возможные исходы, получающиеся 
в результате изменения стратегии игрока 1, имеют вид

[U ЛЧ [U /?1 [D Я]
, иLt/ l] L*>  d Lt/ я J

Соответствующие выигрыши игрока 1 составляют 58, 68 и 2. Поскольку 
О < 8 < -^, ни один из выигрышей не превышает 2 + 28 = (ст*) . Следователь

но, игрок 1 не может увеличить свой выигрыш, если игрок 2 не уклоняется 
от ст’2. Теперь предположим, что игрок 1 выбрал стратегию ст* . Возможные 
исходы, которые получаются в результате выбора игроком 2 стратегий, от
личных от ст2, имеют вид

[D [D П [D £1
, и\_D Ь\ \_и 7?J \_U £J

с соответствующими выигрышами игрока 2, равными 2, 68 и 58. Ясно, что 

при 0 < 8 < j ни один из выигрышей не превосходит 2 + 28 = г2(ст’). Поэтому 

игрок 2 не может увеличить свой выигрыш, при том что игрок 1 не откло

няется от ст,. Следовательно, при 0 < 8 < у профиль стратегий ст*  является 

дисконтированным равновесием по Нэшу.
Теперь покажем, что ст*  не может быть недисконтированным равновесием 

по Нэшу. Для начала заметим, что недисконтированный выигрыш игрока 1 
равен vi'(ct’) = 2 + 2 = 4. Если игрок 1 изменит свою стратегию ст*  на страте
гию Ст|, где

ои и ст2Д(Л1) = |[/.
если Л, = (•,/?), 
если Л, -

а игрок 2 по-прежнему выбирает стратегию ст2, то реализуется исход
'U 1Г 
D L

при котором недисконтированный выигрыш игрока 1 составляет 
^'(Стрс/]) = 0 + 6 = 6>4 = гДст*) .

Из этого следует, что ст*  не может быть недисконтированным равновесием 
по Нэшу.

Рассмотренные примеры показывают, что различные ставки дисконтиро
вания могут влиять на точки равновесия игр главным образом потому, что 
различие в дисконтирующих множителях вынуждает игроков ценить будущие 
выигрыши по-разному. Однако, как будет видно из следующего результата, 
в некоторых случаях равновесный профиль стратегий может не зависеть от 
ставки дисконтирования.
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Теорема 7.8. Если h = (sl,s2,...,sT) — исход в Т-периодной повторяющейся 
игре, такой что s,eS- равновесие по Нэшу (в чистых стратегиях) в стадий
ной игре, то постоянный в периодах профиль стратегий h является равновесием 
по Нэшу в Т-периодной повторяющейся игре.

В частности, если в игре в стратегической форме G существует равновесие 
по Нэшу {в чистых стратегиях), то в любой повторяющейся игре со стадийной 
игрой G всегда существует равновесие по Нэшу.

Доказательство. Представим исход h в матричной форме:

h =
S2

,ST.

5, 51.1 Л’1.2 Sl.i+l Sl,n

Л2.1 S2,2 S2,i-\ S2.i S2.i+\ S2,n

_ST,l ST2 ' ‘ ST.i-\ ST,i ST,i+l ' ‘ ST,n _

Пусть о’ =(oi,...,o*)  — постоянный в периодах профиль стратегий, при
водящий к исходу h. То есть о*  = (о1;,...,о,;,...,оЛ,), где в любом периоде 
\<t<T функция : 7Y'-1-> 5, удовлетворяет соотношению vti(h'~') - sti 
для любого й'-1 е И.'"1.

Утверждается, что а является равновесием по Нэшу. Покажем это. В слу
чае дисконтированного выигрыша имеем

/=1

Предположим, что игрок i изменит стратегию ст*  на стратегию о,. Тогда не
трудно понять, что новый исход при таком профиле стратегий имеет вид

Иначе говоря, в исходе, порождаемом профилем стратегий (<5z,cl;), 
изменятся только выборы игрока /. Это произойдет в силу того, что функ
ции о, • при j * i являются постоянными и принимающими значения stJ в 
периоде t.

Поскольку каждое s, е S — равновесие по Нэшу (в чистых стратегиях) 
стадийной игры, то ui(s,) > и,(s') для любого игрока i в период t. Но тогда 
имеем

v,(o*X,)  = £8'~'z/,.(.sz) > ^>'-хщ(5') = У,.(о,.,оЛ) .
(=1 Г=1

Поэтому профиль стратегий о*,  порождающий исход h, действительно 
является равновесием по Нэшу. ■

Таким образом, выбор равновесных по Нэшу (в чистых стратегиях) стра
тегий в стадийной игре в каждом периоде приводит к равновесию по Нэшу 
повторяющейся игры при любом дисконтирующем множителе, меньшем 1, 
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как и в недисконтированной игре. Этот результат, конечно же, ставит вопрос 
о том, существуют ли равновесия по Нэшу в повторяющихся играх, которые 
не подразумевают выбор (чистых) равновесных по Нэшу стратегий стадийной 
игры в каждом из периодов. В общем случае такие равновесия, отличные от 
характеризуемых в теореме 7.8, существуют. То есть в повторяющейся игре 
могут быть равновесия по Нэшу, которые «не составлены» из равновесных по 
Нэшу (в чистых стратегиях) стратегий стадийной игры. Следующий пример 
демонстрирует такое равновесие.

Пример 7.9. Рассмотрим трехпериодную повторяющуюся игру со стадийной 
игрой, изображенной в табл. 7.3.

Ясно, что (U,R) — единственное равновесие по Нэшу (в чистых стратегиях) 
в стадийной игре. Рассмотрим следующий профиль стратегий о*  = (о’,о2) •

(1) Стратегия о*:  игрок 1 выбирает Uв первом периоде, затем играет U, 
если во всех предыдущих периодах игрок 2 выбирал L, в противном 
случае играет D.

(2) Стратегия о2: игрок 2 всегда играет L в первом и втором периодах и 
всегда играет R в третьем периоде.

Утверждается, что профиль стратегий о‘ является равновесием по Нэшу 
в трехпериодной повторяющейся игре.

Исход, порождаемый профилем стратегий о*,  имеет вид

ГС/ L~\
h = U L

RU

Следовательно, недисконтированные выигрыши игроков составляют

гДй) = 3 + 3 +1 = 7 и г2(/г) = 3 + 3 + 4 = 10.

Заметим, что если игрок 1 хотя бы в одном периоде отклонится от вы
бора U, то результирующая история не приведет к большему для него вы
игрышу. Поэтому игрок 1 не может увеличить свой выигрыш при условии, 
что игрок 2 играет ст2.

Теперь предположим, что игрок 1 выбрал oj. Если игрок 2 изменит стра
тегию таким образом, что в первом периоде будет играть R, то реализуются
следующие исходы:

h' =
~U R' 
D •
D •

Таблица 7.3

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (3,3) (1,4)
D (1,0) (0,1)
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В этом случае максимальный возможный выигрыш v2(h') < 4 +1 +1 = 
= 6 < 10 = v2(h). В случае если игрок 2 выберет L в первом периоде и R во 
втором, реализуются исходы

\и £1
h" = U R

D •

Тогда максимальный возможный выигрыш v2 (//") < 3 + 4 +1 = 8 < 10 = v2 (Л). 
У игрока 2 еще остается возможность выбрать стратегию так, чтобы реали
зовался исход

Г(/ и\

h"'= U L
U L

Но и в этом случае т2(й'") = 9 < 10 = т2(Л). Следовательно, игрок 2 не может 
увеличить свой выигрыш, если игрок 1 не меняет свою стратегию.

Мы показали, что профиль стратегий ст*  действительно является равно
весием по Нэшу. Наконец, заметим, что (U,L) не является равновесием по 
Нэшу в стадийной игре.

Внимательный читатель обратил внимание на то обстоятельство, что 
профиль действий 53 в исходе ha = (sx,s2,s3), порождаемом равновесием по 
Нэшу о’, является равновесием по Нэшу (в чистых стратегиях) стадийной 
игры. И это не случайно! Оказывается, что в любой повторяющейся игре с 
конечным горизонтом последний профиль стратегий, полученный на основе 
исхода, порожденного равновесием по Нэшу, всегда является равновесием 
по Нэшу (в чистых стратегиях) стадийной игры.

Теорема 7.10. Если о*  — равновесие по Нэшу в Т-периодной повторяющейся 
игре и h . - (sx,s2,...,sT) — порожденный ст’ исход, то sT eS — равновесие по 
Нэшу {в чистых стратегиях) стадийной игры.

Доказательство. Предположим, что
ST = (ST,i’‘---’ST.i-t’ST,i’ST,i+l- -’ST.n) ■

Зафиксируем игрока i и рассмотрим s,. е Si. Пусть о,- = (ст*  ,•, о2, ..., ~
поведенческая стратегия, где ог ,•: Я'”1 —> 5) — постоянная функция со зна
чением st; т.е. игрок / всегда играет 5, в периоде Т. Заметим, что профиль 
стратегий (o,.,cf,.) порождает исход

5 (Sj,S2,...,5у._|,А’у.) ,

где sT = (sTisriX,sx,sT,+1...,sTn).
Пользуясь тем, что о*  — равновесие по Нэшу в повторяющейся игре, 

имеем (в недисконтированном случае)

% Щ (5,) + и,. (sT) =V,. (o’) = V) (СТ* , СТ1,- ) > V,- (ст;, ст1,-) = X ui (s!) + ui (ST) • 
г=1 <=1
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Таким образом, для любой стратегии 5, е Si игрока i в стадийной игре 
выполнено

Щ , (■$/' )_; ) - Uj (■$/• ) — U- Оу ) “ Щ (‘У;, Оу )_( ) >

откуда следует, что sT является равновесием по Нэшу (в чистых стратегиях) 
в стадийной игре. (Заметим, что те же самые заключения верны и в дискон
тированном случае.) ■

Следствие 7.11. Если стадийная игра не имеет равновесий по Нэшу (в чистых 
стратегиях), то ни одна из ее повторяющихся игр с конечным горизонтом не 
имеет равновесия по Нэшу.

Данный результат следует сравнить с равновесным профилем стратегий из 
примера 7.9, в котором при выборе игроком 2 действия R игрок 1 угрожает 
выбрать D. Следовательно, если игрок 2 выбирает R в периоде 2, то исход в 
периоде 3 окажется (D,R), что не является равновесием по Нэшу в стадийной 
игре. Это обстоятельство необходимо увязать с теоремой 7.10. Хотя теорема 
утверждает, что в последнем периоде игроки будут играть равновесие по 
Нэшу (в чистых стратегиях) стадийной игры, если выбирают равновесные 
стратегии, она ничего не говорит о том, что произойдет в случае отклонения 
игрока в любом из более ранних периодов.

Пример 7.9 показывает, что если отклонение произошло ранее последнего 
периода, то исход в последнем периоде может не быть равновесным по Нэшу 
в стадийной игре. Отсюда следующий вопрос: правдоподобно ли ожидать 
от игрока 1 выбора D в последнем периоде, если игрок 2 уклоняется (от 
своей стратегии) и выбирает R, скажем, во втором периоде? Ответ очевиден: 
игрок 1, вероятно, закончит игру, выбирая U в последнем периоде, если иг
рок 2 уклоняется и выбирает R в периоде 2. По этой причине равновесная 
стратегия в примере 7.9 кажется не столь убедительной, как равновесный 
исход в повторяющейся игре, поскольку единственная угроза отклонения 
игрока 2 — неправдоподобная или недостоверная угроза играть D. В следу
ющем разделе мы рассмотрим равновесные стратегии, которые не зависят от 
подобных недостоверных угроз, имеющих целью сдерживание отклонений.

Упражнения
1. Рассмотрим исход h в 7-периодной повторяющейся игре

^1.1 ^1,2 K.i-l ^l.i К,1+1 ^1,л

^2.1 ^2.2 ^2,/-1 ^2,/ ^2,/+1 ^2,я

,^тл ^т.2 ■” hr.i hf.M ^Т.п

и обозначим /-й столбец h (т.е. вектор историй выбора игрока /) через
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Как обычно, представим h в виде h = (А' ,А_;). Будем говорить, что ис
ход А*  является равновесием историй, если для любого вектора выбора 
историй А' игрока i

Покажите, что исход A*  =(h^в Г-периодной повторяющей
ся игре будет равновесием историй тогда только тогда, когда каждое 
А,‘ — равновесие по Нэшу (в чистых стратегиях) в стадийной игре.

2. Рассмотрим трехпериодную повторяющуюся игру из примера 7.9 и 
описанное там недисконтированное равновесие о*.  Установите следу
ющие дополнительные свойства.
(а) Для любого множителя дисконтирования у < 8 < 1 профиль страте

гий о‘ является дисконтированным равновесием по Нэшу.
(Ь) Для любого множителя дисконтирования 0 < 8 < у профиль стра

тегий о*  не является дисконтированным равновесием по Нэшу.
3. Снова обратимся к трехпериодной повторяющейся игре из примера 7.9. 

Рассматривался профиль стратегий о' = , где
(а) стратегия а'2: игрок 2 всегда играет L в периоды 1 и 2 и всегда 

играет R в период 3;
(Ь) стратегия : игрок 1 выбирает Uв первом периоде, затем играет U, 

если во всех предыдущих периодах игрок 2 выбирал L, в противном 
случае играет D.

Установите следующие свойства для данной трехпериодной повторя
ющейся игры.
(i) Профиль стратегий о' является дисконтированным равновесием по 

Нэшу при любом множителе дисконтирования 0 < 8 < у.

(ii) Профиль стратегий о' не является дисконтированным равновесием 
по Нэшу при любом множителе дисконтирования у < 8 < 1.

4. Рассмотрим трехпериодную повторяющуюся игру из предыдущего 
упражнения, где игрок 1 имеет дело с недисконтированной функцией 
полезности, а игрок 2 имеет дисконтированную функцию полезности. 
При каких условиях профиль стратегий о*  из предыдущего упражнения 
является равновесным?

5. Пусть о — профиль стратегий в Т-периодной повторяющейся игре, 
который порождает исход Ао = (A^Aj,...^). Покажите, что о является 
О-дисконтированным равновесием по Нэшу тогда и только тогда, когда 
А, — равновесие по Нэшу (в чистых стратегиях) в стадийной игре.

6. Докажите теорему 7.8 для недисконтированного случая и теорему 7.10 
для дисконтированного случая.

7. Рассмотрим Т-периодную повторяющуюся игру и предположим, что 
профиль стратегий о не является недисконтированным равновесием 
по Нэшу. Покажите, что существует некоторое 0 < 80 < 1, такое что
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а также не будет 8-дисконтированным равновесием по Нэшу при всех 
80 < 8 < 1. [Подсказка: если о'— профиль стратегий, v, (o') отражает не
дисконтированный выигрыш, а гДо',8) — дисконтированный выигрыш 
с множителем дисконтирования 0 < 8 < 1, то lim v (o',8) = v (o') .1 з-»1 ' '

8. Рассмотрим стадийную игру G, такую что каждое является компакт
ным подмножеством некоторого Евклидова пространства, а все функ
ции полезности и,: S, непрерывны. Как обычно, положим
S-i • Докажите следующие утверждения.
(а) Для любого игрока i его минимаксный выигрыш

л, = min max u,(s,, s ,) 
s^eS.t SleSi В * * 11

В предыдущем разделе мы рассматривали равновесие по 
Нэшу в повторяющихся играх с конечным горизонтом. Мы видели, что в 
некоторых случаях равновесные стратегии могут быть до известной степени 
неправдоподобными, поскольку основываются на недостоверных угрозах для 
сдерживания возможных отклонений игроков. В этом разделе мы обсудим 
концепцию совершенного в подыграх равновесия, которая усиливает кон
цепцию равновесия по Нэшу за счет требования сохранения равновесности, 
разыгрываемой в последующие периоды. Таким образом, в совершенном в 
подыграх равновесии игроки продолжают играть стратегии, которые являются 
частью равновесия, и после того, как произошло отклонение. Следовательно, 
поскольку отклик на отклонение является частью оптимальной стратегии, в 
совершенном в подыграх равновесии отклики или угрозы отклонений ока
зываются достоверными.

Как отмечалось в прошлом разделе, повторяющаяся игра представляет 
собой динамическую игру, в которой игроки предпринимают действия после
наблюдения истории игры. Таким образом, в Т-периодной повторяющейся 
игре для произвольного периода 0<t<T разыгрывается стадийная игра 
после периода t в периодах

Г + 1,Г + 2,...,/ + (Т-/) = Г;

вполне определен. To есть существуют действия s*  е S , такие что 

Л; = И,-(5*, 5* ;) .

(Ь) Если о — равновесие по Нэшу в бесконечной повторяющейся игре со 
стадийной игрой G, то для любого игрока i имеем (1 - 8)v,(o) > л,.. 
[Подсказка: в пункте (а) рассмотрите соответствие ф: 5_,. —> 5,., 
определяемое правилом фС$_;)-> 5,.. Заметим, что ф является не
прерывным соответствием, к которому применима теорема Бержа 
о максимуме 9.13.|

7.2. Совершенные в подыграх равновесия 
в повторяющихся играх с конечным горизонтом 
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т.е. игра разыгрывается в течение следующих Т -1 периодов. Новая Т - t -пе
риодная игра называется подыгрой повторяющейся игры с началом в периоде 
t +1. Следовательно, Т-периодная повторяющаяся игра содержит Т подыгр, 
начинающихся в периодах 1,2,...,Г соответственно. Заметим, что t может 
принимать значение 0, в этом случае сама Т-периодная повторяющаяся игра 
может рассматриваться как подыгра, начинающаяся в периоде 1.

Если s = (sM,...,sT) — исход в подыгре повторяющейся игры с началом 
в периоде / + 1, то недисконтированные и дисконтированные выигрыши 
участника i имеют вид

v'+1(^)= £«,■(*/)  и v/+1(5)= Е5'’'‘1мА5/) 
/=z+l l=i+l

соответственно.
Пусть о = (о^.-чО,,) — профиль стратегий в Т-периодной повторяющейся 

игре, где ст, — стратегия игрока /. Зафиксируем историю Ат е Нт для некоторо
го 0 < т < Т. Исходя из истории If профиль стратегий о порождает истории

h\ff+1,h'+2,...,hT,

определяемые рекурсивно по формуле

^=(Г',ст(Г'))еЯ'
для каждого г = т + 1,т + 2,...,Т.

В частности, профиль стратегий о на основе истории /гх порождает исход

в любой подыгре с началом в периоде /, x<t<T, где c(h') = (<yl(hl), 
v2(hl'),...,csn(hl)')e S. Следовательно, выигрыш игрока i в подыгре с нача
лом в периоде t, где т < t < Т, и профиле стратегий о, которая начинается с 
истории h\ составляет

v!(At,o) = £z/,(o,.(Am)), 
i=t

или в случае дисконтированных выигрышей с произвольным множителем 
дисконтирования 8,

i=i
* Будем говорить, что профиль стратегий о*  в Т-периодной повторяющейся 

игре является равновесием в подыгре с началом в периоде t после истории 
h', если для каждого игрока i стратегия ст*  дает ему наибольший выигрыш 
в подыгре с началом в t после истории h‘, при условии, что все оставшиеся 
игроки придерживаются стратегии .

Другими словами, профиль стратегий о*  — равновесие в подыгре с нача
лом в периоде t > 1 после истории h‘, если для каждого игрока выполняется 
неравенство

v'(/?', (ст* , ст*.,. )) > V. (Л', (о,., ст1,-))

при любой стратегии о, игрока /.
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Поскольку в динамической игре равновесный профиль стратегий должен 
оставаться осмысленным решением в процессе игры, будем требовать, чтобы 
равновесный профиль стратегий продолжал быть равновесием на протяжении 
игры, — мы уже имели дело с этой идеей в разделе 4.2. Иначе говоря, мы 
требуем, чтобы равновесный профиль стратегий в повторяющейся игре был 
также равновесием в любой подыгре после любой истории. Таким образом, 
мы приходим к следующему определению.

Определение 7.12. Профиль стратегий в Т-периодной повторяющейся игре 
называется совершенным равновесием в подыграх, если при любой истории он 
остается равновесием в подыгре повторяющейся игры с началом после этой 
истории.

Хотя в определении это явно не указано, совершенные в подыграх равно
весия оказываются чувствительными к выбору множителя дисконтирования 8. 
Соответственно можно говорить о недисконтированных совершенных в подыг
рах равновесиях и дисконтированных совершенных в подыграх равновесиях.

Ясно, что любое совершенное в подыграх равновесие является равновесием 
по Нэшу в повторяющейся игре. Однако, как и ожидалось, равновесие по 
Нэшу необязательно будет совершенным в подыграх равновесием. Следую
щий пример иллюстрирует вышесказанное.

Пример 7.13. Рассмотрим трехпериодную повторяющуюся игру двух лиц 
со стадийной игрой (табл. 7.4). В примере 7.9 мы определили следующий 
профиль стратегий о*  = (Opoj).

(1) Стратегия o’: игрок 1 выбирает Uв первом периоде, затем играет U, 
если во всех предыдущих периодах игрок 2 выбирал L, в противном 
случае играет D.

(2) Стратегия о* 2: игрок 2 всегда играет L в первом и втором периодах и 
всегда играет R в третьем периоде.

Мы установили, что о*  оказывается недисконтированным равновесием 
по Нэшу. Теперь покажем, что о’ не является недисконтированным совер
шенным в подыграх равновесием.

Рассмотрим историю /г1 ={U,R). Нетрудно видеть, что при профиле о’ 
начиная с истории /г1 (и включая ее) имеем следующий исход (в матричной 
форме):

'U R~
D L .
D R

Таблица 7.4

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (3,3) (1,4)
D (1,0) (0,1)
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Этот исход в подыгре с началом в периоде 2 индуцирует исход

D L'
D R.

Ясно, что v12(A',o*)  = 1 + 0 = 1. Если игрок 1 изменит свою стратегию о*  на 
стратегию ст|5 в соответствии с которой он всегда играет U в периодах 2 и 3, 
то при истории А1 результирующий профиль стратегий о = (0^03) приведет 
к следующему исходу в подыгре с началом в периоде 2:

U
U R.

Но при этом
г2(/г',о) = 3 +1 = 4 > 1 = г2(/г',о‘).

Отсюда следует, что равновесие по Нэшу о*  не является равновесием в подыг
ре с началом в периоде 2. Следовательно, равновесие по Нэшу не является 
совершенным в подыграх равновесием.

В теореме 7.8 был представлен класс равновесий по Нэшу для повто
ряющихся игр. Как выясняется, эти равновесия по Нэшу также являются 
совершенными в подыграх равновесиями. Доказательство этого результата 
проводится по той же схеме, что и доказательство теоремы 7.8, и опирается на 
тот факт, что поскольку профили стратегий постоянны в периодах, то каждая 
т-периодная история /гт порождает одинаковые исходы в подыграх, которые 
являются равновесными исходами в подыграх. Более детальное рассмотрение 
предлагается читателю в качестве самостоятельного упражнения.

Теорема 7.14. Если s = (s],s2,...,sr) — исход в Т-периодной повторяющейся 
игре, такой что s,eS — равновесие по Нэшу (<? чистых стратегиях) в стадий
ной игре, то постоянный в периодах профиль стратегий с исходом h является 
совершенным в подыграх равновесием.

Следует заметить, что в повторяющейся игре существуют совершенные в 
подыграх равновесия, отличные от тех, что описаны в теореме 7.14. Приведем 
простейший пример совершенного в подыграх равновесия, исходы которого 
не состоят исключительно из равновесий по Нэшу (в чистых стратегиях) 
стадийной игры.

Пример 7.15. Рассмотрим двухпериодную повторяющуюся игру двух лиц 
со стадийной игрой (табл. 7.5). Заметим, что в стадийной игре есть два рав
новесия по Нэшу (в чистых стратегиях): (U,R) и (D,R).

Таблица 7.5

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (0,0) (2,1)
D (0,0) (2,2)
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Рассмотрим следующий профиль стратегий (<jpa2).
(1) Стратегия о2 требует от игрока 2 выбрать L в периоде 1 и всегда вы

бирать R в периоде 2.
(2) Стратегия о’ требует от игрока 1 играть U в периоде 1, а в периоде 2 

играть D, если А1 = (•,£), и в периоде 2 играть U, если А1 = (•,/?).
Покажем, что профиль стратегий о*  является недисконтированным со

вершенным равновесием в подыграх.
Для начала заметим, что профиль о’ порождает исход

'U U
D R '

В частности, заметим, что (U,L) не является равновесием по Нэшу (в 
чистых стратегиях) стадийной игры.

Далее, убедимся в том, что о*  — равновесие по Нэшу в двухпериодной 
повторяющейся игре. Очевидно, что гДз) = г2(А) = 0 + 2 = 2. Предположим, что 
игрок 2 не придерживается стратегии о2 > а игрок 1 изменяет свою стратегию. 
Тогда возможные исходы таковы:

D и
D R

[D £1 \U L~\ 
и\_U /?J \U

Соответствующие выигрыши игрока 1 при отсутствии множителя дис
контирования равны 2, 2 и 2. То есть игрок 1 не может увеличить выигрыш 
путем отклонения от о*  при условии, что игрок 2 играет о2.

Теперь предположим, что игрок 1 придерживается свой стратегии о*,  в 
то время как игрок 2 может выбрать другую стратегию. Возможные исходы 
при этом имеют вид

[U /П [U £1 [U 7CI 
, и\_U R] \_D L] ]U L]

Соответствующие недисконтированные выигрыши игрока 2 равны 2, 0 и 1. 
Таким образом, игрок 2 не может улучшить свое положение, если игрок 1 
не уклоняется от о,. Следовательно, профиль стратегий о*  действительно 
является равновесием по Нэшу в двухпериодной повторяющейся игре.

Наконец, покажем, что о*  — совершенное в подыграх равновесие. Для 
этого нам остается убедиться в том, что о’ является равновесием в подыгре 
с началом в периоде 2. Возможные истории А1 имеют вид (U,L), (U,R), (D,L) 
и (D,R). При данных историях о*  порождает следующие исходы на подыгре 
с началом в периоде 2 соответственно:

(£>,Я), (U,R), (D,R) и (U,R).

Недисконтированный выигрыш игроков при этих исходах составляет

игрок 1: 2, 2, 2 и 2,

игрок 2: 2, 1, 2 и 1.
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Для игрока I выигрыш в размере 2 оказывается максимально возможным, 
поэтому даже если оба игрока изменят свои стратегии одновременно, его 
недисконтированный выигрыш не увеличится.

Теперь предположим, что игрок I придерживается своей стратегии. 
Понятно, что максимальный выигрыш игрока 2 в подыгре с началом в 
периоде 2 составляет 2. Так что при историях h'={U,L) или й1 = (D,L) 
выигрыш игрока 2 в подыгре с началом в периоде 2 увеличить невозможно. 
Если h' = (U,R) или й1 = (D,R), то возможные исходы в подыгре с началом 
в периоде 2 в случае изменения стратегии игроком 2 имеют вид

(U,R) и (U,E).

Соответствующие выигрыши равны 1 и 0. Эт показывает, что игрок 2 
не может увеличить недисконтированный выигрыш в подыгре с началом в 
периоде 2 при любой предшествующей истории й' и условии, что игрок 1 
придерживается стратегии о* .

Таким образом, о*  — равновесие в любой подыгре с началом в периоде 2 
при любой истории й1. Следовательно, о’ — совершенное в подыграх рав
новесие. ■

Рассмотрим Т-периодную повторяющуюся игру со стадийной игрой G и 
исход

51,и

52,л

ST,n

где каждое st е 5 — равновесие по Нэшу (в чистых стратегиях) стадийной 
игры G. Если ст’ - (opoj,...,^) — постоянный в периодах профиль стра
тегий из S, то согласно теореме 7.14 ст’представляет собой совершенное в 
подыграх равновесие в Т-периодной повторяющейся игре, поддерживающее 
исход s, т.е. й . = s.О

Оказывается, что если стадийная игра G имеет единственное равновесие 
по Нэшу (в чистых стратегиях), то ст’ является единственным совершенным 
в подыграх равновесием в любой повторяющейся игре со стадийной игрой G. 
Имеет место следующий результат.

Теорема 7.16. Если стратегическая игра G имеет единственное равновесие 
по Нэшу (в чистых стратегиях), s*  = (s* l,s* 2,...,s* n)& S, то любая Т-периодная 
повторяющаяся игра со стадийной игрой G имеет единственное совершенное в 
подыграх равновесие.

Более того, им является постоянный по периодам профиль стратегий s , т.е. 
профиль стратегий, при котором в каждом периоде t каждый игрок i всегда 
играет s* .

Доказательство. Пусть ст’ = (СТрСТ2,...,ст’), где с’. = (стo* Ti) и 
ст*,. : И’"1 —> Sj, — совершенное в подыграх равновесие в Т-периодной повто
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ряющейся игре со стадийной игрой G. Предположим также, что о*  порождает 
исход

Необходимо показать, что
(1) для каждого периода t имеет место st =s* , т.е. stj -s*  для всех игро

ков i и любого периода t,
(2) для любого периода t, каждого игрока i и любой истории h'~l е 

выполнено о, ,.(/?'“') = s’.
Для доказательства этих утверждений обратимся к методу обратной ин

дукции.
Мы знаем из теоремы 7.10, что при t = Т sT является равновесием по Нэшу 

(в чистых стратегиях) стадийной игры G. Поскольку s*  — это единственное 
равновесие по Нэшу (в чистых стратегиях) стадийной игры G, то sT=s". 
Пусть hr~l е Нт~' - история игры и я,. eJ.. Положим

где с'тj: 'H'~i —»5,- — постоянная функция со значением д,, т.е. игрок i всегда 
играет а, в периоде Т. Предположим теперь, что при заданной истории h'~[ 
профиль стратегий о*  порождает исход

ST ~ (ST.i’ST,2’-'-’ST.i-\’ST,i’ST.m $

в подыгре с началом в периоде Т, а профиль стратегий <у' = (а',<з* ч) порож
дает исход

((■%-)_,ч$,■) — (5у । ,Syj,.. .,5у ,_| ,5,-,5r i+| ...,5у n) G 6" .

Поскольку о*  — совершенное в подыграх равновесие, то (при истории 
в подыгре с началом в периоде 7) имеет место

(s;) = (4(s'r )_f) = vf ((o’, о’.,. )(/ггч)) >

> v, ((о;,о1,.)(/гг’‘)) = «/«„(s;).,)

для любых о, е 5,. Отсюда следует, что s'T является равновесием по Нэшу 
стадийной игры G. Но так как G имеет единственное равновесие по Нэшу 
(в чистых стратегиях), то получаем, что s'T =s* . В силу того что hT~l е Hr i 
произвольна, каждый игрок i всегда играет s*  в периоде Т.

Теперь перейдем к шагу обратной индукции. Пусть для некоторого пе
риода 0 < t < Т уже имеет место

(а) s,+1=s,+2=- = sr=s’;
(Ь) в каждом периоде t + l,t + 2,...,T каждый игрок i всегда играет sz .
Для завершения доказательства необходимо показать, что s, = s’ ив пе

риоде t каждый игрок z всегда играет s’.
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Рассмотрим некоторую историю h' 1 е Н' 1 и произвольного игрока i. 
Выберем bi е 5,. и рассмотрим профиль стратегий

1 / * * * 1*  * \ О = (OI,O2,...,0,._1,O;,O;+]...,O„),

где сф = (o‘,.,o2,.,...,o*_ i;,o^.,o* +1,z...,o*,)  и -> 5, — постоянная функ
ция со значением Ь,., т.е. игрок z всегда играет Ь,- в периоде Л Заметим, что 
истории, индуцируемые профилями стратегий а и о1 в подыгре с началом 
в периоде t, имеют вид

Пользуясь тем, что о’ — совершенное в подыграх равновесие, при истории 
1ТЛ в подыгре с началом в периоде t для каждого игрока i имеем

и, (5/) + (Т - t)Ui(s’) = v/(s") > v-(s1) =

= ui(bi,(s")_i) + (T-t)ui(s’).

Из этого следует, что u^s') > ui(bi,(s'')_i) для любого е S;. В силу произ
вольности выбора игрока I можно заключить, что s" является равновесием 
по Нэшу стадийной игры. Но поскольку в стадийной игре имеется лишь 
одно равновесие по Нэшу (в чистых стратегиях), то непременно s"= s* . Так 
как Л'-1 е 7Y'"1 — произвольная история, получается, что каждый игрок i 
всегда играет s*  в периоде /. На этом завершаются шаг метода индукции и 
доказательство теоремы. ■

Хотя в повторяющейся игре с конечным горизонтом дисконтированное 
равновесие по Нэшу не обязано быть недисконтированным равновесием по 
Нэшу, оказывается, что дисконтированное совершенное в подыграх равно
весие всегда является недисконтированным совершенным равновесием. Этот 
факт отражен в следующем результате.

Теорема 7.17. Предположим, что профиль стратегий о*  является совер
шенным в подыграх равновесием при некотором множителе дисконтирования 
О < 8 < 1. Тогда существует (и единственное') 0 < 8*  < 1, такое что

(1) при всех 8,: 8*  < 8, < 1 профиль стратегий о*  — совершенное в подыграх 
равновесие',

(2) в случае 0 < 8’ при любых 0 < 82 < 8*  профиль стратегий о*  не является 
совершенным в подыграх равновесием.
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В частности, если профиль стратегий — совершенное в подыграх равновесие в 
повторяющейся игре с конечным горизонтом с дисконтированными выигрышами, 
то он также будет совершенным в подыграх равновесием в повторяющейся игре 
с недисконтированными выигрышами.

Доказательство. Пусть о*  — совершенное в подыграх равновесие в Т-пе- 
риодной повторяющейся игре с дисконтирующим множителем 0<5<1. 
Рассмотрим число 8(, такое что 8 < 8j < 1. Утверждается, что о*  — совер
шенное в подыграх равновесие для повторяющейся игры с множителем 
дисконтирования 8,.

Чтобы доказать это, предположим, что hx — история игры, где 0 < т < Т -1, 
и предположим, что профиль о получен из профиля о*,  когда ровно один 
из игроков i изменил свою стратегию. Профили стратегий о*  и о начиная с 
истории Н1 порождают, соответственно, истории

/гт+|,/?т+2,...,/г7 и gT+1,gT+2,...,gr

с соответствующими действиями
и st+i'st+2’-■•■>$! •

Покажем, что при любом т < t < Т -1 имеет место
£ 8{"-,[м,.(5/)-«,^/')]^ £ (7.1)
/=/+1 /=/+1

Установим справедливость (7.1) с помощью метода обратной индукции по t. 
При t = Т -1 соотношение (7.1) превращается в и,(sT) - и, (s'T) > и,(sT) - щ(s'T)>0 , 
что верно, поскольку начиная с истории йт~' профиль стратегий о’ порож
дает 8-дисконтированное равновесие в подыгре с началом в периоде Т. 
Теперь предположим, что соотношение (7.1) верно для некоторого периода 
т < t < Т -1. Поскольку начиная с истории hx профиль стратегий о*  порождает 
8-дисконтированное равновесие в подыгре с началом в периоде t, имеем

Х8/-'[«,(^)-и,(5;)]>о.

Используя гипотезу индукции (7.1) и тот факт, что 8, >8>0, получаем

%8’;1 [и,(в!) - и,(5/')] = и,(5,) - и,(s',) + 8, £ Sf"''1 ["<(S1) “и>Ml - 
l=t l=t+l

> 11,(5,) - «,($,') + 8 £ S'-'’1^,) - «,(5/')] = Xs'-'k^) - »,(•<)] 0 • 
1=1+1 l=t

На этом индукция (и доказательство) завершаются, и тем самым устанав
ливается справедливость (7.1).

Теперь покажем, что о*  образует 8,-дисконтированное совершенное в 
подыграх равновесие. Рассмотрим подыгру с началом в периоде t + 1, где 
т < t < Т -1. Из (7.1) следует

£ S^'uiist) > £ Sj-'-'w,.(*/')  ,
/=/+1 1=1+1 
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откуда ясно, что игрок i не сможет улучшить свой 8,-дисконтированный вы
игрыш в подыгре с началом в периоде г + 1 при истории /г. Следовательно, 
о’ действительно является 8!-дисконтированным совершенным в подыграх 
равновесием.

Что касается существования 8‘, положим

8*  = inf{0 < 8 < 1: о*
образует 8-дисконтированное совершенное равновесие}.

Предоставим читателю самостоятельно убедиться в том, что вещественное 
число 0 < 8’ < 1 удовлетворяет всем требуемым свойствам. ■

Одной из интересных особенностей повторяющихся игр является то, 
что неравновесные исходы стадийной игры могут быть частью равновесных 
исходов в повторяющейся игре. Например, если стадийная игра имеет два 
равновесия по Нэшу, одно из которых приносит меньший выигрыш обоим 
участникам, то исходы, отличные от равновесных исходов стадийной игры, 
могут составлять часть совершенного в подыграх равновесия в повторяющейся 
игре с конечным горизонтом. Следующий пример является иллюстрацией 
подобного феномена.

Пример 7.18. Рассмотрим рынок с двумя фирмами, участвующими в игре 
по назначению цены. Каждая из них может назначить высокую (Hi), среднюю 
(Me) или низкую (Lo) цену. Результирующая (симметричная) матричная игра 
представлена в табл. 7.6. Выигрыши фирм характеризуются их прибылью, 
выраженной в миллионах долларов.

Предположим, что игра проходит в два периода. В этой двухпериодной 
повторяющейся игре рассмотрим профиль стратегий о, при котором каждая 
из фирм выбирает Hi в периоде 1, а затем обе фирмы играют Me, если ни 
одна из фирм не уклоняется от этой стратегии в первый период. Если хотя 
бы одна из фирм отклонится от Hi в периоде 1, то обе будут играть Lo в 
периоде 2. Можно формально описать эту стратегию следующим образом. 
Для i = 1,2 имеем, о1; = Hi и

_ (Me, если h1 = (Hi, Hi), 
°2’' j Lo, если й1 * (Hi, Hi).

Покажем, что профиль стратегий о — совершенное в подыграх равновесие 
в этой двухпериодной игре. Для начала заметим, что в периоде 2 обе фирмы 
будут играть либо (Me,Me), либо (Lo,Lo), т.е. выберут стратегии, профиль 
которых — равновесия по Нэшу стадийной игры. Таким образом, в периоде 2

Таблица 7.6

Фирма 2

Фирма 1

Стратегия Hi Me Lo
Hi (8,8) (4,10) (0,4)
Me (10,4) (6,6) (1,3)
Lo (4,0) (3,1) (2,2)
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не существует прибыльных отклонений при любой истории й1 в периоде 1. 
Следовательно, профиль стратегий ст*(й')  — равновесие в любой подыгре, 
начинающейся после любой истории й1 периода 1.

Если фирма / отклонится от стратегии (Hi,Hi) в периоде 1, то в периоде 2 
обе фирмы сыграют (£о,£о); в противном случае они будут играть (Me,Me). 
В случае отклонения фирмы / в периоде 1 ее выигрыш составит 10 + 28, зна
чит, фирма i не станет отклоняться от выбранной стратегии в периоде 1, если

10 + 28 < 8 + 63 ,

т.е. при (любом) дисконтирующем множителе, удовлетворяющем соотноше

нию 3 > у . Таким образом, мы установили, что при 3 > у профиль стратегий 

ст*  — совершенное в подыграх равновесие.
Особенность примера в том, что равновесным в периоде 1 оказывается 

исход (Hi,Hi), который не является равновесием стадийной игры. Подоб
ные совершенные в подыграх равновесия могут быть построены в любой 
повторяющейся игре с конечным горизонтом, имеющей как минимум две 
равновесные по Нэшу (в чистых стратегиях) точки, выигрыши в одной из 
которых доминируют выигрыши в другой. Обратим внимание также на то, 
что увеличение выигрыша в случае отклонения в первом периоде меньше 
разницы между выигрышами в двух равновесных точках. Именно поэтому 
на уклоняющуюся в первом периоде фирму может быть наложено реальное 
заслуживающее доверия «наказание» во втором периоде. Для заданной ста
дийной игры G определим

Mj (s_j) - max иi (sl, s4).

Теорема 7.19. Рассмотрим Т-периодную конечную повторяющуюся игру со 
стадийной игрой G, имеющей две равновесные точки, s'*  и s2*, такие что 
выигрыши в s'*  доминируют выигрыши в s2*, т.е.

и,(s'*)  > Uj(s2*) для любых i = (,...,п.

Пусть seS таково, что ui(s)>ui(s2*)  для любых i = п

и Mi(s^i)-ui(s)<8[ui(s'*)-u i(s2*)]  для любых i = 1,...,п

при некотором 0 < 3 < 1. Тогда при всех 8 > 8 существует совершенная в по
дыграх равновесная стратегия, в которой игроки играют seS в течение Т -1 
периодов.

Доказательство. Определим профиль стратегий ст*  следующим образом. 
При t < Т -1 положим

5,., если й'_| - (s,...,s),
s2*, если/?'-1 Ф (s,...,s).

При t = T рассмотрим

к к, если Й' 1 = (5,...,5), 
еслий'-1 * (s,...,s).
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Заметим, что в периоде Т игроки разыгрывают одно из равновесий по 
Нэшу: либо 51*, либо s2*. Таким образом, ясно, что о*  является равновесным 
профилем стратегий в любой подыгре, начинающейся после Т -1 -периодной 
истории hT~'. Таким образом, для того чтобы показать, что о*  — совершенное 
в подыграх равновесие этой повторяющейся игры с конечным горизонтом, 
достаточно установить, что ни один из игроков i не сможет увеличить свой 
выигрыш, отклонившись от стратегии о*  в любой период t < Т - 2 после лю
бой /"-периодной истории /г'. Необходимо рассмотреть два случая: h‘ = (s,...,s) 
и h' * (s,...,s).

Если h' *(s,...,s) , то o‘ предписывает игрокам играть s2* в течение всех 
следующих периодов; следовательно, о*  — равновесие в подыгре, начинаю
щейся в периоде t +1, поскольку мы имеем дело с постоянной в периодах 
стратегией s2* (см. теорему 7.16) в подыгре, начинающейся в периоде t + 1. 
Если /?' = (s,...,s), то в случае выбора игроком / стратегии о,(/;') * cs’^h')- s}' 
в периоде t + 1 дисконтированная сумма его будущих выигрышей в лучшем 
случае составит

Ч(^-/)+ £ 8'г/,.(?‘).
/=1

А в случае выбора стратегии о*  при условии, что остальные игроки 
выбрали nV, в подыгре, начинающейся в периоде t+ 1, дисконтированная 
сумма будущих выигрышей равна

5'>.(5) + 8г-'-Ч(Л- 
i=i

Поскольку
Л/;($_,.)-ui(s') < 8[iii(s'*)-iii(s 2*)],

то при любых 8 > 8 имеем

Л/, (s_j) + 8 zz, (s2') < uj (s) + 8 zz, (?*).

С учетом того факта, что zz,(.v) > zz/s2*) , из этого следует

+ ^‘s'zz/s2*)  < ^’s'-'zz/s) + 8г-'-‘м/ (5l*).
i=i i=i

Отсюда вытекает, что о*  действительно является равновесием (порождает 
равновесие) в подыгре с началом в периоде /+ 1 после истории h‘ = (s,...,s), 
что и завершает доказательство. ■

Упражнения
1. Рассмотрим игру «Дилемма заключенного» из примера 2.2, представ

ленную матрицей в табл. 7.7. Предположим, что игра повторяется Траз. 
Покажите следующее.
(а) Исход ((Молчать, Молчать), ..., (Молчать, Молчать)) не является 

профилем историй равновесия по Нэшу.
(Ь) Исход ((Доносить, Доносить), ..., (Доносить, Доносить)) является 

профилем историй совершенного в подыграх равновесия.
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Таблица 7.7

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Молчать Доносить
Молчать (-1,-1) (-10,0)
Доносить (0,-10) (-5,-5)

2. Каков выигрыш игрока в повторяющейся игре «Дилемма заключенно
го», если число периодов равно 10, а игроки играют (Молчать, Молчать) 
в каждом периоде? Ставка дисконтирования равна 0 < 5 < 1.

3. Рассмотрим двухпериодную повторяющуюся игру двух лиц со стадийной 
игрой, представленной в табл. 7.8. Покажите, что профиль стратегий 
(Qpoj), такой что
(а) стратегия требует от игрока 2 выбрать L в периоде 1 и всегда R 

в периоде 2;
(Ь) стратегия ст’ требует от игрока 1 играть D в периоде 1, U в перио

де 2, если А1 = (-,£), D в периоде 2, если hl =(-,R)
является совершенным в подыграх равновесием для этой двухпери
одной повторяющейся игры.

4. Матричная игра из табл. 7.9 носит название семейный спор, и уже 
рассматривалась нами в конце раздела 2.3. Найдите совершенные в 
подыграх равновесия двухпериодной повторяющейся игры, для которой 
данная игра является стадийной.

5. Стратегическая игра из табл. 7.10 принадлежит к классу игр, называ
емых координационными играми (см. обсуждение в конце раздела 2.3). 
Рассмотрим повторяющуюся игру, которая возникает в результате 
разыгрывания этой игры в течение трех периодов. Найдите все недис-

Таблица 7.8

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (0,0) (2.4)
D (0,0) (2,2)

Таблица 7.9

Женщина

Мужчина
Стратегия Опера Бой быков

Опера (1,2) (0,0)
Бой быков (0,0) (2,1)

Таблица 7.10

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (2,2) (0,0)
D (0,0) (1,1)
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контированные равновесия и совершенные в подыграх равновесия в 
этой трехпериодной повторяющейся игре.

6. Предположим, что стадийная игра из предыдущего упражнения пов
торяется в течение трех периодов. Но теперь участники учитывают 
выигрыш последующего периода с дисконтирующим множителем 
0<8<1.
(а) Будут ли равновесные профили стратегий отличаться от тех, что 

получены в предыдущем упражнении?
(Ь) Каков будет ответ в случае, если дисконтирующие множители иг

роков и 32 будут различными?
7. Рассмотрим пятипериодную повторяющуюся игру со стадийной игрой 

из примера 7.18. Возьмем следующий профиль стратегий о повторяю
щейся игры. Для фирмы 1 положим oz j = Lo при 1 < t < 4 и

^(Л4) =
[Lo,

eejinh4 = ((Lo,Me),...,(Lo,Me)), 
если h4 *((Lo,Me),...,(Lo,Me)).

Для фирмы 2 положим
Me, если/г'4 = ((Lo,Me),...,(Lo,Me)),
Lo, если Л'”1 * ((Lo,Me),...,(Lo,Me)).

То есть фирмы играют (Lo,Me} в течение первых четырех периодов, 
затем играют (Me,Me) в пятом периоде, если ни одна из фирм не откло
нилась. Если одна из фирм отклонится, то обе фирмы играют (Lo,Lo). 
Покажите, что данный профиль стратегий о образует недисконтирован- 
ное совершенное в подыграх равновесие для любого периода Т > 2 .

8. Рассмотрим пятипериодную повторяющуюся игру со стадийной игрой 
(табл. 7.11).
(а) Найдите недисконтированные совершенные в подыграх равновесия 

этой повторяющейся игры.
(Ь) Каковы будут недисконтированные совершенные в подыграх 

равновесия в случае, если стадийная игра повторяется в течение 
Тпериодов?

Таблица 7.11

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (2,2) (3,1)
D (1,3) (4,4)

Таблица 7.12

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (2,2) (4,2)
D (1,3) (4,4)
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Таблица 7.13

Фирма 2

Фирма 1

Стратегия L С R
и (5,5) (4,8) (0,4)
М (6,4) (5,5) (1,3)
D (5,1) (4,2) (2,2)

9. Предположим, что игра в стратегической форме из табл. 7.12 повто
ряется в течение пяти периодов.
(а) Найдите недисконтированные совершенные в подыграх равновесия.
(Ь) Каковы будут недисконтированные совершенные в подыграх рав

новесия в случае, если стадийная игра будет разыграна в течение 
семи периодов?

10. Предположим, что игра из табл. 7.13 разыгрывается двумя фирмами 
дважды. Существует ли недисконтированное равновесие, при котором 
фирмы всегда играют ([/,£)? Если да, то опишите это равновесие. Яв
ляется ли оно совершенным в подыграх?

11. Покажите, что Т-периодная повторяющаяся игра стадийной игры из 
упражнения 10 имеет недисконтированное совершенное в подыграх 
равновесие, при котором исход (H,L) играется (возникает) в течение 
первых Т - 1 периодов. Опишите соответствующий профиль стратегий 
и покажите, что он является совершенным в подыграх.

12. Рассмотрим Г-периодную повторяющуюся игру со стадийной игрой из 
упражнения 10. Является ли исход (M,L) частью недисконтированного 
равновесия? Если нет, объясните, почему. Если да, опишите равновес
ный профиль стратегий, при котором (M,L) действительно является 
частью этого равновесного профиля.

13. Рассмотрим стадийную игру из примера 7.18. Предположим, что обе 
фирмы имеют ставку дисконтирования 5, причем 0 < 5 < 1 , а стадий
ная игра повторяется в течение Тпериодов. Покажите, что существует 
дисконтированное совершенное в подыграх равновесие, при котором 
фирмы играют (Hi,Hi) в течение Т- 1 периодов.

14. Предположим, что стадийная игра из примера 7.18 повторяется в течение 
десяти периодов, и фирмы имеют одну и ту же ставку дисконтирования 
0 < 5 < 1. Является ли недисконтированное совершенное в подыграх 
равновесие из примера 7.18 дисконтированным совершенным в по
дыграх равновесием в данной повторяющейся игре? Если нет, найдите 
значения 5, при которых описанный в примере 7.18 профиль стратегий 
образует дисконтированное совершенное в подыграх равновесие.

15. Снова обратимся к стадийной игре из примера 7.18. Предположим, что 
она повторяется на протяжении десяти периодов. Обе фирмы имеют 
одну и ту же ставку дисконтирования 0 < 5 < 1. Найдите совершенное 
в подыграх дисконтированное равновесие, при котором фирмы играют 
(Hi,Hi) в течение первых восьми периодов. Будет ли оно совершенным 
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в подыграх дисконтированным равновесием при любых 0 < 8 < 1 ? Если 
нет, то при каких значениях 8 оно будет таковым?

16. В повторяющейся игре с дисконтированием из упражнения 15 найдите 
дисконтированное совершенное в подыграх равновесие, при котором 
фирмы играют {Hi,Hi) в течение первых шести периодов. При каких 
значениях 8 между 0 и 1 оно будет дисконтированным совершенным 
в подыграх равновесием? Сравните ответ с вашим ответом на соответ
ствующий вопрос упражнения 15.

17. Покажите, что для произвольного профиля стратегий о повторяющейся 
игры с конечным горизонтом существует единственное вещественное 
число 0 < 8’ < 1, такое что
(а) если (в случае 0 < 8*  < 1) 8’ < 8 < 1, то профиль стратегий о является 

8-дисконтированным совершенным в подыграх равновесием;
(Ь) если (в случае 0 < 8*  < 1) 0 < 8 < 8‘, то профиль стратегий о не явля

ется 8-дисконтированным совершенным в подыграх равновесием.
18. Рассмотрим Т-периодную повторяющуюся игру и предположим, что 

профиль стратегий о не является недисконтированным совершенным 
в подыграх равновесием. Покажите, что существует некоторое 80, 
О < 80 < 1, такое что о также не будет дисконтированным совершенным 
в подыграх равновесием при всех 80 <8< 1 . [Подсказка: см. упражне
ние 7 в конце раздела 7.1.]

19. Для этого упражнения введем следующие обозначения: если h‘ е И! и 
h' е. Т-С, то h'hx обозначает историю из W'+T, которая сформирована 
из h' и следующей за ней h\ Будем считать, что h‘h° = h‘. Предпо
ложим теперь, что о*  — равновесие по Нэшу в Г-периодной повто
ряющейся игре, которое порождает исход ,Zzj,..). Рассмотрим
период t, \<t <Т -1, и положим h' ={hx,h2,...,hl)eH'. Рассмотрим 
подыгру с началом в периоде t + 1 и заметим, что ее история имеет 
вид Н = и^о’1 Н? .
Покажите, что профиль стратегий а': Н -э 5, определенный по пра
вилу

о/(йт) = а‘(/?'Лт)

для любых h' еН,- равновесие по Нэшу в подыгре с началом в пе
риоде t + 1.

20. Докажите теорему 7.14.

7.3. Повторяющиеся игры с бесконечным 
горизонтом
До сих пор мы имели дело с совершенными в подыграх 

равновесиями в повторяющихся играх с конечным горизонтом. Как было 
обнаружено, совершенное в подыграх равновесие может включать такие вы
боры игроков в некоторых периодах игры, которые не являются равновесиями 
по Нэшу в стадийной игре. В данном разделе мы обсудим повторяющиеся 
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игры с бесконечным горизонтом. Как мы увидим далее, в отличие от повто
ряющихся игр с конечным горизонтом, в играх с бесконечным горизонтом 
имеется достаточно широкое множество совершенных в подыграх равновесий, 
причем некоторые равновесия могут содержать довольно сложную структуру 
угроз и наказаний.

Повторяющаяся игра с бесконечным горизонтом (Т = °о) состоит из сле
дующих элементов:

(1) стадийная игра G теперь разыгрывается бесконечное число раз — в 
периоды / = 1,2,3,...;

(2) функция выигрыша каждого участника z в стадийной игре ограничена; 
т.е. для каждого участника i существует некоторое М-, > 0 такое, что 
|z/,.(s)| < Л/; при любом исходе s е 5;

(3) функция выигрыша игрока z в игре с бесконечным горизонтом 
представляет собой дисконтированную функцию выигрышей. То есть 
существует некоторое 0 < 3 < 1, такое что для любой бесконечной по
следовательности действий h = (st,s2,s3,...) в стадийной игре, которая 
является исходом в повторяющейся игре с бесконечным горизонтом, 
выигрыш игрока z имеет вид дисконтированной суммы бесконечного 
ряда (ui{sl),ui{s2),ul{s3),...y.

v,(/?) = £8'"iz//(5,)'; 

z=l

1 Как обычно, для геометрической прогресии 1,8,82,...,,8',...справедливо равенство 

ы /=0
Поскольку функция полезности «,(•) каждого игрока / ограничена, это гарантирует, что 

дисконтированная фукция выигрыша т,()с бесконечным горизонтом каждого игрока i 
является вещественнозначной.

(4) множество всех историй повторяющейся игры с бесконечным гори
зонтом — это множество

W = Q?Y'.
/=0

Как и в случае повторяющихся игр с конечным горизонтом, стратегия 
игрока z представляет собой функцию о,.: Н St-. Иначе говоря, стратегия о, 
игрока z — это последовательность функций

о,. = (ои,о2.,

где каждое о,является функцией oti: Ti'~' —» 5,-. Кроме того, профилем 
стратегий является любой набор о = (ст1,о2,...,0л) из л элементов, где каждое 
о( — стратегия игрока z.

Если h = (5],s2,...) — исход в повторяющейся игре с бесконечным гори
зонтом, где ht = (sll,sl2,...,sIJl)eS, то постоянным по периодам профилем 
стратегий из h называется профиль ст = (0],о2,...,оя), такой что в каждом 
периоде / каждый игрок z всегда играет s,z; т.е. o,.(/z''1) = stJ для любого пе
риода /, любого игрока z и любой истории Л'"1 е Н'~' .
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Как и в повторяющихся играх с конечным горизонтом, любой профиль 
стратегий о порождает единственный (бесконечный) исход ha = .
В частности, можно рассмотреть дисконтированные функции выигрышей с 
бесконечным горизонтом, определяемые профилем стратегий по формулам

v,.(o) = v,.(/zo) = ^6'’1w,.(x,°).
t=l

Заметим также, что если о является постоянным по периодам профилем 
стратегий с исходом h, то /го = h .

Понятие равновесия по Нэшу в повторяющейся игре с бесконечным 
горизонтом определяется обычным способом.

• В игре с бесконечным горизонтом профиль стратегий о*  - (о*,...,о*)  на
зывается равновесием по Нэшу (или просто равновесием), если для любого 
игрока i и любой его стратегии о, имеет место неравенство

Совершенные в подыграх равновесия определяются точно так же, как 
и для повторяющихся игр с конечным горизонтом. Заметим, что для лю
бого г = 0,1,2,... и любой истории h! существует подыгра с началом в пери
оде t + 1, которая разыгрывается в течение бесконечного числа периодов 
z + l,l + 2,Z + 3,.... Функция выигрыша игрока i в подыгре с началом в пе
риоде t + 1, порожденной историей h’, является дисконтированной суммой 
полезностей от исхода h = (sM,sl+2,...) в подыгре с началом в периоде t + 1, 
определенной историей /г'. Она задается в виде

г;+1(А)=
т=/ + 1

Аналогично случаю конечного горизонта, если о;: Н -> 5,. — произвольная 
стратегия игрока /, то при заданном периоде t > 1 и истории h' е Н' профиль 
стратегий о = (<з1,(з2,...,ап) начиная с истории h! порождает исход

h = h',hM,h'+\..., 

который определяется рекурсивно по формулам 

hs+l = (hs,e(hs))e'Hs+l при s = t,t + \,t + 2,....

Таким образом, профиль стратегий о начиная с истории h‘ порождает 
следующие исходы в подыгре с началом в периоде t + 1:

оД/г') о2(А') ••• о„(/г') 
Oj(/!'+*)  o2(/f+1) - о„(/Г') 
о,(А'+2) о2(/Г2) - о„(й'+2) ’

Поскольку в повторяющейся игре стадийная игра одна и та же в каждом 
периоде, подыгра повторяющейся игры с бесконечным горизонтом с нача
лом в периоде t + 1 оказывается идентичной исходной игре с одной лишь 

Л,+1(А',ст) =
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разницей: в то время как исходная игра с бесконечным горизонтом не имеет 
истории, предшествующей началу игры, каждая подыгра с началом в перио
де t + 1 имеет историю h', предшествующую началу этой подыгры. Поэтому 
стратегии в подыграх с началом в периоде t + 1 определяются через стратегии 
исходной повторяющейся игры. Следовательно, если исходный профиль 
стратегий предписывает игрокам играть по-разному в подыграх с началом в 
периоде t + 1 при истории h' и истории g', то итоговые профили стратегий в 
подыграх будут различными. По этой причине подыгра с началом в периоде 
t + 1 считается отличной от подыгры с началом в том же периоде t + 1, если 
две истории, предшествующие этим подыграм, различны.

Профиль стратегий о*  является равновесием в подыгре1, порожденной 
историей h‘, если для любого игрока i и любой его стратегии о, выполнено 
неравенство

1 В дальнейшем будет подразумеваться, что подыгра — это подыгра, начинающаяся в 
период t + 1, если она порождена историей h‘.

То есть профиль стратегий о является равновесием в повторяющейся 
игре, если ни один игрок i не получит выгоды от изменения своей стратегии 
при условии, что все остальные игроки продолжают играть в соответствии 
с их профилем стратегий .

Совершенным в подыграх равновесием, таким образом, является равнове
сие, которое остается таковым во всех продолжениях повторяющейся игры. 
Итак, имеем следующее определение.

Определение 7.20. Профиль стратегий в повторяющейся игре с бесконечным 
горизонтом называется совершенным в подыграх равновесием, если он является 
равновесием в любой подыгре повторяющейся игры.

Поскольку совершенное в подыграх равновесие является равновесием в 
каждой подыгре, необходимо выяснить, верно ли, что равновесие по Нэшу 
всегда оказывается совершенным в подыграх равновесием. Следующий при
мер показывает, что это не всегда верно. Кроме того, в отличие от повторяю
щихся игр с конечным горизонтом (см. следствие 7.11), игра с бесконечным 
горизонтом может иметь равновесия по Нэшу, даже если стадийная игра не 
имеет равновесий в чистых стратегиях. Следующий пример иллюстрирует 
вышесказанное.

Пример 7.21 (равновесие по Нэшу в повторяющейся игре с бесконечным 
горизонтом, у которой стадийная игра не имеет равновесий по Нэшу в чис
тых стратегиях). Рассмотрим повторяющуюся игру двух лиц с бесконечным 
горизонтом со стадийной игрой из табл. 7.14. Ясно, что данная стадийная 
игра не имеет равновесий по Нэшу в чистых стратегиях.

Определим профиль стратегий о = (о,,о2), где
°1 = (О1,1’°2.1’°3,1’--) И = (О1,2»СТ2.2’О3,2’'--) ’

следующим образом.
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1. При t = 1 положим

а1.1(Л°) = (/ и о12(/г°) = L .

2. При />1 и любом h‘ 1
52.1

52.1

S2.2
е Н‘~1

определим

,,.,ч [U, если sT, = £ для всех т =
)= п[D, иначе

и
z,,_i4 \L, если sTl =U для всех т = 1,...,?-1, 

)= D
[R, иначе.

Нетрудно понять, что исход, порождаемый этим профилем стратегий, 
имеет вид

((/7,£),(t/,£),(f/,£),...).

Выигрыши участников в таком случае составляют

v, (о) = v2 (о) = J 5''' 3 = .

Утверждается, что профиль стратегий о образует равновесие по Нэшу. 
Чтобы показать это, предварительно заметим, что поскольку 3 — это мак
симальный выигрыш игрока 2 в каждом из периодов, то v2(o) представляет 
наибольший из всех возможных дисконтированных выигрышей, вне зави
симости от стратегий игроков. В частности, игрок 2 не может увеличить 
дисконтированный выигрыш путем изменения стратегии, если игрок 1 при 
этом не меняет свою стратегию.

Предположим, что игрок 1 отклонится от Oj, выбрав стратегию о,, а 
игрок 2 продолжит играть о2. Пусть к > 1 — первый из периодов, в котором 
игрок 1 отклонится от U к D. Тогда начиная со следующего периода игрок 2 
станет всегда играть R.

Таким образом,
(а) при к > 1 тогда мы получаем исход следующего вида

(((/,£),((/,ц...,([д),(Д, £),(’, *),(•,  R), (•> R), • • •);
(ft-1) периодов

Таблица 7.14

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (3,3) (U)
D (4,0) (0,1)
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(Ь) при к = 1 имеем исход следующего вида: 

/?),(., 7?),...).

В случае (а) дисконтированный выигрыш игрока 1 составляет 

р1(о;,о_1) = 3§8'-1+48*- 1+ £8'Л/|(.,/?)<3§8'-|+48^| + J 8"1 = 
'=1 /=А+1 1=1 1=/с+1

1_ Я*-1  гА о яА-1 еА-1
= 3-fZs- + 4S'4 -TZS =TTs+TTs<' -3S>= V,W + KI(1 -3S).

Аналогично в случае (b) выигрыш игрока 1 с дисконтом имеет вид

V] (Про.!) = 4 + Х5'’'н1 <•>А) 2 4 + Е8'“‘ = 4 + =

3 1-38 . ч 1-38
“ 1-8+ 1-8 ~V|(ct)+ 1-5 •

Заметим, что в обоих случаях v^OpO.,) < р,(ст) при j < 8 < 1. В этом случае 

игрок 1 не может увеличить свой выигрыш путем отклонения от стратегии о, 
при условии, что игрок 2 продолжает играть о2. Следовательно, при у < 8 < 1 

профиль стратегий о образует равновесие по Нэшу.
Теперь покажем, что профиль стратегий о не является совершенным в 

подыграх равновесием. Рассмотрим историю /?,=(/),/?). Эта история по
рождает исход

((Д7?),(Д7?),(ДЛ),...)

в подыгре с началом в периоде 1 + 1=2. Ясно, что выигрыш игрока 1 в 
такой подыгре равен 0. Однако если игрок 2 не изменит своей стратегии, а 
игрок 1 всегда будет выбирать U, то исход в подыгре с началом в периоде 
1 + 1=2 будет иметь вид

((t/,7?),(C/,7?),(7/,/?),...).
00 1

Выигрыш игрока 1 при таком исходе равен ^8'-1щ({/, R) = -j—$ > 0. Отсюда 

следует, что о не является равновесием в подыгре с началом в периоде 2, 
порожденной историей h{ и, следовательно, равновесие по Нэшу о не явля
ется совершенным в подыграх равновесием. ■

Заслуживает внимания также тот факт, что хотя стадийная игра может и 
не иметь равновесий по Нэшу в чистых стратегиях, у ее повторяющейся игры 
с бесконечным горизонтом может быть совершенное в подыграх равновесие. 
Следующий пример демонстрирует это.

Пример 7.22 (совершенное в подыграх равновесие в повторяющейся игре 
с бесконечным горизонтом, у которой стадийная игра не имеет равновесий 
по Нэшу в чистых стратегиях). Рассмотрим повторяющуюся игру двух лиц с
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Таблица 7.15

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (3,3) (1,2)
D (4,0) (0,1)

бесконечным горизонтом из примера 7.21, стадийная игра которой изобра
жена в табл. 7.15. Определим следующий профиль стратегий о = (о1,о2).

1. При t= 1 положим
сги(/7°) = £/ и ои(А°) = £.

2. При t > 1 и любом h‘ 1
52,1

*2.1

*2,2
eH'-'

A-i.i
определим

если (s,_, J,s,_ii2) либо (U, L), либо (D, R), 
иначе

и
если (Sf-ij,s,_12) либо (U, L), либо (D, R), 
иначе.

Утверждается, что о — совершенное в подыграх равновесие. Обратимся к 
подыгре с началом в периоде t + 1. Рассмотрим отдельно два случая.

Случай I. (v,д,5,2) равно либо (U,L), либо (JD,R).
В этом случае имеем следующий исход начиная с периода t + 1 при про

филе стратегий о:

Отсюда следует, что дисконтированный выигрыш обоих игроков в подыгре 
с началом в t + 1 составляет

<(о) = v'+1(o) = £ 5^'3 = TZx- (7’2)
5=/+1 1 °

Заметим, что поскольку 3 — это наибольший выигрыш, который может 
получить игрок 2 в каждом периоде, то v2+1(o) представляет наибольший 
дисконтированный выигрыш игрока 2 начиная с периода t + 1 независимо от 
выбора стратегий. В частности, игрок 2 не сможет увеличить свой выигрыш 
в подыгре с началом в периоде t + 1 при изменении стратегии, если игрок 1 
продолжает играть о,.

Теперь предположим, что игрок 2 продолжает играть о2, а игрок 1 откло
няется. Необходимо проверить два случая.

(1) Действия в периоде t составили (U.L)'. Поскольку игрок 2 не изменил 
стратегию, в периоде t + 1 он играет L. Если игрок 1 отклонится в пе
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риоде t + 1, вернется к а, в периоде t + 2 и далее не будет отклоняться, 
то состоится следующий исход:

((D, L), (D,R), (U,L),(U, L),...),

что дает игроку 1 дисконтированный выигрыш в размере

4 + 0х8 + 332 + 383 +...<3 + 38 + 382 +З83+... = г1'+,(с)

при 5 > |. Если игрок 1 отклонится в периодах t + 1 и t + 2, а затем 

вернется к о,, то его дисконтированный выигрыш составит

4 + 0 х 8 + 0 х82+З83 + ...< 4 + 0 x 8 + 382 +З83+...<vI'+l(o)

при 8>|. На самом деле можно проверить, что чем больше число 

периодов, в которых игрок 1 отклоняется от а,, тем меньше его дис
контированный выигрыш.

(2) Действия в периоде t — это (D,R)\ В этом случае при отклонении игро
ка 1 в периоде t + 1 и дальнейшем следовании о, имеет место исход

R),(U,L),(U, L),...),

при котором дисконтированный выигрыш игрока 1 равен

4 + 0х8 + 382 +З83+...,

что, как и в случае (1), не превосходит Vi+1(o) при 8>у. Если иг

рок 1 решит отклониться в периодах t + 1 и t+ 2, а затем играть о1; то 
получим исход

((/), £),({/, /?),(/), A), (t/, L),(U, L),...),

при котором дисконтируемый выигрыш игрока 1 равен

4 + 8 + 0х82+З83+...<4 + 0х8 + 382 +З83+...< V|+1(o)

г 1при 8>у.
Как и в (1), можно убедиться в том, что чем больше периодов игрок 1 

отклоняется от о,, тем меньший имеет в итоге выигрыш.

Случай II. ($1Л,з12) равно либо (D,L), либо (U,R).
(1) Действия в периоде t составили (D,L)‘. если игроки будут следовать стра

тегии о в периоде t + 1 и всюду далее, то состоится следующий исход:

((£),/?),(!/,£),(!/,£),(!/,£),...).

Дисконтированный выигрыш игрока 1 равен

0 + 38 + 382 +З83 +... = v(+1(ct), (7.3)

а дисконтированный выигрыш игрока 2 равен

1 + 38 + 382 + З83 +... = v'+1(o). (7.4)
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Если игрок 1 отклонится в периоде t+ 1, а затем будет играть о,, то 
получим исход

((U,R),(D,R), (U,L), (U, L),...)

с дисконтированным выигрышем игрока 1

1 + 0х8 + 382 + З83 +....
При 3>j имеем

1 + 0х8 + 332 +383 +...<0 + 38 + 382 +333 +....

Таким образом, игроку 1 невыгодно отклоняться в периоде t + 1 при 
s4

Если игрок 1 решит отклониться в периоды t + 1 и t + 2, а затем играть 
О], то будет иметь место исход

<(U,R), (U, R), (D,R),(U, L),(U, £),...).

Его выигрыш в этом случае составит

1+3 + 0 хЗ2 + 333 +... < 1+ Ох3 + 332 +333 +... < V|+1(o)
при 8 > |. Следовательно, игроку 1 невыгодно отклоняться в периоды 

t + 1 и t + 2. Можно проверить, что чем большее число раз игрок 1 
отклонится, тем меньше будет его дисконтированный выигрыш.
Теперь обратимся к игроку 2. Если он сменит стратегию в периоде 
t + 1, а затем переключится на о2, в то время как игрок 1 продолжает 
играть о1; то получим исход

((£>, Т),(С, L),(£/,Z),...),

при котором дисконтированный выигрыш игрока 2 составит

0 + 3 + ЗЗ2 + З83 +... < 1 + 33 + 382 + ЗЗ3 +... = v'+1 (а).

Таким образом, игрок 2 не станет отклоняться в периоде t + 1.
Если игрок 2 решит отклониться в периоды t + 1 и t + 2, а затем станет 
играть о2, то будет иметь место исход

((Д L), (D, L), (D, R), (U, L), (U,L),...).

В этом случае дисконтированный выигрыш равен

0 + 0хЗ + 382 +333 +... < 1 + 33 + 332 +З83 +... = v'+1(o).

То есть игроку 2 невыгодно отклоняться в периодах t + 1 и t + 2. Фак
тически можно показать, что, как и в случае игрока 1, чем больше 
периодов, в течение которых игрок 2 отклоняется, тем меньше его 
дисконтированный выигрыш.

(2) Действия в периоде t составили (U,R): если игроки станут играть о в 
периоде t + 1 и всюду далее, то состоится следующий исход:

((Д Я), (U, L), (U, L), (U,
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При этом дисконтированный выигрыш игрока 1 равен

О+ 33+ 382 + 383 +... = v;+1(o). (7.5)

Дисконтированный выигрыш игрока 2 равен

1 + 38 + 332 +333 +... = v2+1(o). (7.6)

Если игрок 1 решит отклониться в периоде t + 1, а затем переключится 
на О|, то состоится исход

((U,R),(D,R),(U,L),(U,L),...),

е 1 выигрыш при 3 > -J .где, как и в (1), он имеет не больший

Если игрок 1 отклонится и в периоде t + 1, и в периоде t + 2, а затем
станет играть су, , то получим исход

(({/,A),(f/,А),(£>,/?),(!/,Л),(t/,Z),...).

Рассуждая в точности так же, как и в (1), приходим к выводу, что
игроку 1 невыгодно отклоняться при 3 > £ 

з ■
Объяснение того, почему игрок 2 не будет отклоняться, аналогично слу

чаю II (1).

Таким образом, было показано, что при 3 > j ни один из игроков не станет 

отклоняться от стратегии о = (о,,о2) в подыгре с началом в периоде / + 1 при 
любом исходе в периоде t: (U,L), (D,R), (D,L) и (U,R). Поскольку профиль 
стратегий о зависит только от исхода в периоде г, тем самым установлено, что 
о образует равновесие в любой подыгре с началом в периоде / + 1 при любой 
истории /г'. В силу того что это верно для любого t > 0, можно заключить, 
что профиль стратегий о является совершенным в подыграх равновесием.

Следующий аналог теоремы 7.14 для бесконечных игр представляет 
класс совершенных в подыграх равновесий в случае бесконечного гори
зонта. Доказательство мы оставляем читателю. (См. также доказательство 
теоремы 7.8.)

Теорема 7.23. Если h = (s},s2,s3,...) — исход в повторяющейся игре с бес
конечным горизонтом, такой что st е S — равновесие по Нэшу (в чистых 
стратегиях) в стадийной игре, то постоянный в периодах профиль стратегий 
с исходом h является совершенным в подыграх равновесием в игре с бесконечным 
горизонтом.

Повторяющиеся игры с бесконечным горизонтом зачастую содержат 
гораздо больше совершенных в подыграх равновесий, чем представлено в 
теореме 7.23. Следующие результаты показывают, каким образом можно 
получать совершенные в подыграх равновесия, отличные от описанных в 
теореме 7.23. Из них следует, что класс совершенных в подыграх равнове
сий в случае повторяющихся игр с бесконечным горизонтом оказывается 
достаточно широким. На самом деле исходы при совершенных в подыграх 
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равновесиях зачастую сильно отличаются от равновесных исходов стадийной 
игры, как мы уже видели в рассмотренных ранее примерах. Приведенный 
ниже результат показывает, что в играх с бесконечным горизонтом могут 
быть получены совершенные в подыграх равновесия, при которых участники 
согласны выбирать стратегии, приводящие к более высоким выигрышам, чем 
при выборе равновесных стратегий стадийной игры. Подобные совершенные 
в подыграх равновесия делают отклонения игроков невыгодными, поскольку 
они приводят к тому, что в дальнейшем все игроки станут выбирать равно
весие по Нэшу стадийной игры, и если игрок отклонился, то это неминуе
мо приводит его к более низким выигрышам в будущем. Так как девиация 
провоцирует наказание, которое длится неограниченно, такие наказания 
принято называть беспощадными триггерными стратегиями, а равновесные 
стратегии иногда именуют триггерными стратегиями.

Теорема 7.24. Предположим, что s' = (sj,...,s^) — равновесие по Нэшу в 
стадийной игре и существует исход a = (a1,...,an)eS , такой что для каждого 
игрока i выполнено

щ(й) >11 ,($').

Тогда существует некоторое 0 < 8(«) < 1, такое что профиль стратегий 
а’= (о’,...,о* ), определенный для каждого игрока i и произвольной истории 
h' е Н' (где t > 1) правилом

..... [а., если h‘ = (а,...,а), 
ст,(/Г) = 1 • ,t < \|5,-, если/г *(о,...,а),

и tj'(h°) = s* , образует совершенное в подыграх равновесие в повторяющейся 
игре с бесконечным горизонтом при любом факторе дисконтирования 5, таком 
что 6(a) < 8 < 1.

Доказательство. Для того чтобы показать, что о*  =(о,,...,оя) является 
совершенным в подыграх равновесием, необходимо рассмотреть два случая, 
в одном из которых история h' *(а,...,а) , а в другом — h’ = (а,...,а).

В случае И’ * (а,...,а) при любом z = l,...,zz, o* +1.,(/zT) = .$’ для любых т>/. 
Таким образом, по теореме 7.23 о‘— равновесная стратегия в подыгре с на
чалом в периоде t + 1 и далее.

В случае h‘ =(а,...,а), если игрок i выбрал о,, го’ в подыгре с началом 
в периоде t + 1, то в некотором периоде т > t +1 имеем Пусть
/и. = maxs &? [ui(si,s”__i) -«/, (/)], тогда наибольший дисконтированный выигрыш 
игрока z после отклонения равен

Дисконтированный выигрыш при выборе о, составил бы 

«,(«) 
1-8 '

378



ГЛАВА 7. ПОВТОРЯЮЩИЕСЯ ИГРЫ

Следовательно, наибольший дисконтированный выигрыш в случае, когда 
игрок i выбирает о, * о’, окажется меньше, чем при выборе о* , если

«,($*)  и,(а)
‘ 1-81-8’

т.е. если т,(( -5) <[и,, (а)-//,. (5*)].  Существует некоторое 8,. < 1, такое что 
(1-8) <[«,(«)-«,.(/)] при всех 8 >8, . Для всех таких 8 игрок i получит 

меньший выигрыш в подыгре с началом в периоде t + 1, если станет играть 
о,*  о*.  Это справедливо для любого игрока i. Пусть 8(a) - тах{81,...,8„}. 
Тогда ни одному из игроков не выгодно отклоняться от о*  в подыгре с на
чалом в t + 1 при 8 > 8(a). Следовательно, о*  будет равновесием в подыгре с 
началом в периоде t + 1.

Поскольку о*  зависит только от двух рассмотренных типов историй, мы 
показали, что о*  является равновесием в любой подыгре с началом в периоде 
t + 1 и после. Так как t выбиралось произвольным образом, отсюда следует, 
что о — равновесие в любой подыгре. То есть оно действительно образует 
совершенное в подыграх равновесие в повторяющейся игре с бесконечным 
горизонтом. ■

Следующий пример демонстрирует совершенное в подыграх равновесие 
в повторяющейся игре с бесконечным горизонтом, в которой происходит 
повторение дилеммы заключенного.

Пример 7.25 (дилемма заключенного с бесконечным горизонтом). Ста
дийная игра данной бесконечной повторяющейся игры известна нам как 
«дилемма заключенного» и изображена в табл. 7.16. Дисконтированный 
выигрыш каждого игрока в повторяющейся игре составляет

v,(/o=E5'’Im/^) 
/=i

для каждой истории h = (hx, h2,...), где, как и ранее, 0 < 8 < 1 — дисконт. Таким 
образом, если участники всегда играют (Молчать, Молчать), то выигрыш 
каждого будет равен

S5' ,(-1)=1Т5 ="ТТ5-

Теперь рассмотрим следующий профиль стратегий «око за око» о*:
• если игрок / выбрал Молчать в предыдущей периоде, то игроку играет 

Молчать в текущем периоде;
• если игрок I выбрал Доносить в предыдущей периоде, то игроку играет 

Доносить в текущем периоде.

Таблица 7.16

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия Молчать Доносить
Молчать (-1.-D (-10,0)

Доносить (0,-Ю) (-5,-5)
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Мы уже видели, что в повторяющейся игре с конечным горизонтом данная 
стратегия «распутывается» в том смысле, что игроки станут всегда выбирать 
только (Доносить, Доносить) в каждом периоде — что и является единствен
ным совершенным в подыграх равновесием в игре с конечным горизонтом. 
Причиной этому служит то обстоятельство, что в последнем повторении игры 
каждый участник захочет сыграть Доносить вне зависимости от истории игры, 
и, зная это, участники станут выбирать Доносить в предпоследнем периоде 
и т.д., т.е. нет никакого смысла в выборе Молчать в любом из периодов. 
Однако в случае игры с бесконечным горизонтом ситуация иная. Поскольку 
каждый из периодов всегда сопровождается следующим, то, следуя описан
ным выше стратегиям, выбор Доносить в некотором периоде / > 1 должен 
привести к дальнейшей последовательности выигрышей -5,-5,...,-5,..., т.е. 
будущий выигрыш при выборе Доносить в периоде t составит

т X'

T=t+1 1 U

что меньше, чем будущий дисконтированный выигрыш

т=г+1 1 и

который порождается последовательностью однопериодных выигрышей 
-1,-1,...,-1... при повторении стратегии Молчать в каждом из периодов. 
Таким образом, ни одному из игроков не выгодно выбирать Доносить. Это 
наблюдение позволяет предположить, что исход (Молчать, Молчать) окажется 
частью равновесного исхода в бесконечной версии игры. Фактически данная 
стратегия представляет собой совершенное в подыграх равновесие.

Если с начала игры будет реализован исход (Молчать, Молчать), то игроки 
продолжат выбирать (Молчать, Молчать) в каждом последующем периоде. 
Дисконтированная сумма выигрыша в данном случае составит

<7-7>

Теперь предположим, что один из игроков в некотором периоде к > 1 
отклонится от стратегии Молчать. Следовательно, в этом периоде он сыграет 
Доносить, а другой игрок выберет Доносить в периоде к + 1, поэтому начиная 
с периода к + 2 оба игрока станут выбирать (Доносить, Доносить). В результате 
отклонившийся участник имеет дисконтированную сумму выигрышей 

р^-1)+о+5‘(£5-(-5))=ЕШ/> + (^ =

= (7.8)

Сравнивая дисконтированные суммы выигрышей (7.7) и (7.8), заключаем, 
что при 8>| дисконтированная сумма выигрышей (7.8) не превосходит 
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дисконтированной суммы (7.7). Отсюда следует, что игрок не сможет ожи
дать какой-либо выгоды при отклонении от стратегии «око за око», даже 
если игрок изменяет стратегию так, что получает наибольшую возможную 
выгоду. Кроме того, заметим, что после того как произошло отклонение, 
игроки вынуждены снова играть равновесие по Нэшу стадийной игры в каж
дом из последующих периодов, что по теореме 7.23 является совершенным 
в подыграх равновесием. Таким образом, любые последующие отклонения 
являются бесполезными.

Если прошлая история состоит только из исходов (Молчать, Молчать) 
для каждого периода, то можно утверждать, что в последующей подыгре 
любое отклонение окажется невыгодным. Следовательно, данная стратегия 
оказывается равновесной в каждой из таких подыгр. С другой стороны, если 
прошлая история содержит отклонение, то игроки станут выбирать (Доносить, 
Доносить) в любом из следующих периодов. Как мы уже знаем, это тоже 
равновесная стратегия. В результате мы получили, что стратегия «око за око» 
является равновесием в любой подыгре, а значит, действительно образует 
совершенное в подыграх равновесие в повторяющейся игре с бесконечным 
горизонтом. ■

В рассмотренном примере совершенное в подыграх равновесие подра
зумевает, что игроки сотрудничают друг с другом до тех пор, пока один 
из них не отклонится. В случае отклонения игроки начинают выбирать 
равновесие по Нэшу стадийной игры в каждом из последующих периодов. 
Профиль стратегий такого рода предотвращает потенциальные отклонения, 
поскольку, если отклонение произойдет, то после этого в каждом из после
дующих периодов будет сыграно равновесие по Нэшу, которое приводит к 
меньшему выигрышу для каждого из участников. Так как угроза состоит в 
выборе равновесия по Нэшу, ни один из игроков не сможет предотвратить 
ее реализацию, поскольку равновесная стратегия является наилучшим от
кликом на равновесную стратегию. Таким образом, угроза является вполне 
реальной и, скорее всего, будет реализована.

Пример 7.26 (повторяющаяся дуополия Курно с бесконечным горизонтом). 
Стадийной игрой данной бесконечной повторяющейся игры является игра 
дуополии Курно, рассмотренная нами в гл. 2. Две фирмы производят иден
тичный продукт, одна из них выбирает объем производства q}, а вторая — q2. 
Совокупный объем производства обозначим через q, где q = q{ + q2.

Предположим, что обратная функция спроса имеет вид p(q) = A-q. Она 
отражает зависимость стоимости единицы продукции на рынке от совокуп
ного объема производства q. А — некоторое фиксированное положительное 
число. Пусть издержки фирмы /, / = 1,2, производства qi единиц продукции 
составляют од(, где с, — положительные константы.

Стадийная игра представляет собой стратегическую игру, где множество 
стратегий каждой фирмы имеет вид (0,°°), что отражает выбираемый объем 
производимого товара, а функции выигрыша составляют

л,(?1Л2) = (^-б71 -<72)ф-с,<7,..
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В гл. 2 мы показали, что данная игра имеет единственное равновесие по 
Нэшу, в котором объемы фирм задаются выражениями

. А + с. -2с, . А + с, - 2с,

Предположим, что игра повторяется в течение неограниченного числа 
периодов, причем будущие выигрыши дисконтируются с 3< 1. Тогда по 
теореме 7.24 для любой пары выпусков (^,,^2), такой что

/ = 1,2, существует 8 < 1, такой что при всех 8 > 8 профиль стратегий, соглас
но которому фирмы производят (q},q2) в каждом периоде до тех пор, пока 
в предыдущие периоды производится (q},q2), и производят (q'i,q2) в случае 
отклонения, является совершенным в подыграх равновесием повторяющейся 
игры с бесконечным горизонтом. Отсюда следует, что в бесконечной пов
торяющейся игре дуополии существует множество равновесных профилей 
стратегий; каждому из этих совершенных в подыграх равновесий отвечает 
своя производственная пара (q^), которая является выбором фирм в каждом 
периоде, если в этом случае обе фирмы имеют ббльшую прибыль, чем при 
производстве (q* {,q2). В действительности представляется возможным, что 
фирмы вступят в сговор и будут выбирать объемы производства исходя из 
максимизации суммарной прибыли.

Рассмотрим случай, когда предельные издержки обеих фирм одинаковы и 
равны с > 0. Тогда объем производства, при котором достигается максимум 
общей прибыли, является решением уравнения

max Tt(q) = (A-q)q-cq, 
я

где q - q} + q2 — совокупный выпуск двух фирм. Из условий первого порядка 
имеем

(Л-с)-29 = 0,
<Э2Д т «

а из условии второго порядка —у = -2 < 0. Следовательно, совокупный 
dq

выпуск, при котором достигается максимум суммарной прибыли фирм, ра-
л А-с 

вен q= . Если каждая фирма произведет половину этого выпуска, то

выпуск каждой фирмы будет = q2 =
А-с . Цена в таком случае составит

л . А-с А+с 
р=А-—=— . Прибыль каждой фирмы при сговоре будет иметь вид

Л+с А-с с
Л - с _ (Л - с)2 (7.9)

4

4 8
i - 1,2. Сравним ее с прибылью в случае, если фирмы станут выбирать рав- 

новесные по Курно объемы выпуска q\ = q* 2 = —$—. В этом случае прибыли
составят

. , ». . , .. А + 2с А-с А-с (А-с)2
n1(q1,q2) = n2(qI,q2) = -j—x-j-----c—j— =-----$----- (7.Ю)
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Ясно, что фирмы в состоянии получить ббльшую прибыль при сговоре, 
т.е. при производстве таких объемов, которые позволяют получить наиболь
шую суммарную прибыль. Однако стоит обратить внимание на то, что если 

л у^ _  £•
фирма 2 станет производить q2 = —-—, то фирма 1 может выбрать qx так,

чтобы извлечь наибольшую индивидуальную выгоду 
у^ _

тах(Л-—-----qx)qx -cqx.
<71 4

Из условий первого порядка получим, что I —-------с I - 2qx = 0 , так что

3(Л - с)2выпуск фирмы 1, максимизирующий ее прибыль, равен qx~——g——, а
О

итоговая цена продукции составит

. А-с 3(Л - с)2 ЗА + 5с 
---—’-Г-

Таким образом, прибыль фирмы 1 в случае ее отклонения от совокупно- 
оптимального объема выпуска, или выпуска при сговоре, равна

ЗА + 5с ЗА-Зс ЗА-Зс 9(А-с)2
8 Х 8 С 8 ~ 64 (7.Н)

Прибыль в (7.11) для отклонившейся фирмы оказывается большей, даже 
чем ее прибыль в случае сговора, т.е. в (7.9). Заметим, что (7.11) отражает 
наибольшую возможную выгоду фирмы в каком-либо периоде в случае 
отклонения от совокупно-оптимального выпуска. Отсюда также следует, 
что выпуск при сговоре не является равновесием по Нэшу стадийной игры, 
поскольку фирмы имеют достаточно стимула отступить от соглашения, ос
нованного на сговоре. Однако в силу того что игра дуополии исполняется в 
течение бесконечного числа периодов, можно показать, что профиль стра
тегий о*  =(О],О2), определяемый ниже, образует совершенное в подыграх 
равновесие в повторяющейся игре дуополии с бесконечным горизонтом:

п‘(й'-’) =
q, = если = ((giAUgiAh-^giA))

г-i
q‘, иначе.

Таким образом, профиль стратегий о’ таков, что
• каждая фирма i производит обусловленный сговором объем продукции 

у^ _  £
—-— до тех пор, пока другая фирма также продолжает производить 
yj_£
—4— . Однако если одна из фирм отклонится от производства обуслов

ленного сговором объема, то обе фирмы станут производить равновесное 
у^ _  Q

по Курно количество продукции —— .
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Из теоремы 7.24 следует, что существует 8 < 1, такой что при всех 8 > 8 
профиль стратегий о*  является совершенным в подыграх равновесием 
повторяющейся игры с бесконечным горизонтом. Найдем, чему равно 8. 
Предположим, что какая-то из фирм отклонится в период к > 1. Тогда из 
(7.9), (7.10) и (7.11) следует, что результирующая сумма дисконтированных 
выигрышей фирмы в случае отклонения равна

(Л-с)2 9(Д-с)2 i (А~с)2
Й _~ ~64—+ 8Р —— ■

Если ни одна из фирм никогда не отклонится от обусловленного сговором 
выпуска, то дисконтированная сумма выигрышей составит

у (Л-с)2 (А-с)2
% 8 8(1-8)-

Фирме будет невыгодно отклониться, если дисконтированная сумма 
выигрышей при отклонении окажется меньше, чем при производстве обус
ловленного сговором выпуска в течение всех периодов игры. То есть при

(й-с)2 
8(1-8)

Vx'-1 (А С^2 лХ1'* 1 9(Л~С)2 , я*  Vs'* 1 (А~е)2—g—+8 -1Г- + 3£8 —=

(1-8Л-')(Л-с)2 9(Л-с)2 , (А-с)2
8(1-8) 64 9(1-8) ’

т.е., если
1 8 > 9

8(1-8) 9(1-8) “64’ 
или

Таким образом, при любом факторе дисконтирования 8 > jy ни одной из 

фирм не выгодно отклоняться от обусловленного сговором выпуска. Даже 
если фирма сможет получить бблыпую прибыль в каком-то одном из периодов 
при выборе иного выпуска, дисконтированная сумма ее выигрышей после 
отклонения оказывается меньшей, чем при отсутствии отклонения. ■

Следующий пример также представляет собой повторяющуюся игру рын
ка дуополии, однако исследует поведение фирм на рынке в случае, когда 
выбираются цены товаров, а не объемы их производства. То есть мы имеем 
дело с повторяющейся игрой дуполии по Бертрану. Как мы увидим, в ней 
существуют совершенные в подыграх равновесия, при которых фирмы ста
нут сговариваться. Будет показано, что та же общая схема работает в этих 
двух случаях.

Пример 7.27 (повторяющаяся дуополия Бертрана с бесконечным горизон
том). Из гл. 2 нам известно, что если кривая обратного спроса задана в виде 
q = А - р, то выигрыш фирмы i в стадийной игре имеет вид
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Qi

А-Pi, если Pt <рр 

j(A-Pi), если Pi = рf, 

О, если Pi > Pi.

Ранее мы установили, что равновесие по Нэшу в стадийной игре (/>’,/>*)  
таково, что р{ = р2=с , где с — одинаковые предельные издержки фирм.

Совместно-оптимальная цена в игре р должна приносить максимум 
суммарной прибыли

(А-р)р-с(А-р).

Отсюда следует, что р = —у—, и фирмы могут объявить сговор, назначив 
д Д _ Q

Р\~ Рг= Р , тем самым производя q} = q2 = —-— единиц продукции. Прибыль

каждой из фирм в таком случае будет равна л = -—. 
О

Рассмотрим следующий профиль стратегий о’ = :

<’) =
л >4 + П А А А Л АА

= если h'~' = ((р,р'),(р,р),...,(р,р))
t-i

р\ = с, иначе.

Профиль стратегий о*  таков, что
• каждая фирма i устанавливает обусловленную сговором цену продукции

-у- до тех пор, пока другая фирма также продолжает устанавли

вать —у— • Однако если одна из фирм отклонится от обусловленной 

сговором цены, то обе фирмы станут в дальнейшем всегда устанавли
вать р}= р2 = с.

Из теоремы 7.24 следует, что существует 3 < 1, такой что при всех 8>8 
профиль стратегий о‘ является совершенным в подыграх равновесием в 
повторяющейся игре с бесконечным горизонтом. Предположим, что одна 
из фирм решила отклониться в периоде k > 1.

Заметим, что если фирма решит отклониться от обусловленной сговором 
цены, то ей необходимо снизить цену р. Таким образом, если фирма 1 от
клонится и назначит рх- р (р} < р), то ее прибыль составит

, (Л-е)2
л1- 4 •

Однако подобное отклонение вызовет переключение в стратегиях фирм; 
нарушение соглашения одной из фирм приведет к тому, что теперь они 
станут играть равновесие по Нэшу стадийной игры в каждом из дальнейших 
периодов.
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Таким образом, если фирма решит отклониться в период к> 1, после 
того как цена во все предшествующие периоды соответствовала сговору, ее 
сумма дисконтированных прибылей будет равна

rf 8 4

Если ни одна из фирм никогда не отклоняется, то сумма дисконтирован
ных прибылей составит

Следовательно, фирме будет невыгодно отклониться в случае, если

у я<-1 <А~С? > Vx'-i <Л-С>2 (Л-С* 2

или при
<•*-1  (А-с)2 (А-с)2 

8(1-8) "° 4 ’

_ 1или если 8 > у . ■

Оба рассмотренных примера показывают, что оптимальный сговор являет
ся равновесной стратегией, если игра дуополии повторяется бесконечно. Как 
уже отмечалось, результат в игре с конечным горизонтом оказывается иным. 
Если игра дуополии представляет собой повторяющуюся игру с конечным 
горизонтом, то единственным совершенным в подыграх равновесием является 
такое, при котором фирмы всегда играют равновесие по Нэшу стадийной 
игры в каждом из периодов.

Существуют и другие совершенные в подыграх равновесия в повторя
ющихся играх, отличные от равновесных точек, которые поддерживаются 
угрозами использования триггерных стратегий в случае отклонения. Как 
мы увидим, все они полагаются на угрозу наказания в случае отклонения 
от предполагаемой стратегии. Но в то время как равновесия, использующие 
триггерные стратегии, полагаются на беспощадные триггерные стратегии 
как на наказание за отклонение, существуют и другие равновесия, полага
ющиеся на политику «кнута и пряника». Ниже мы рассмотрим некоторые 
из альтернативных совершенных в подыграх равновесий.

Упражнения
1. Рассмотрим повторяющуюся игру с бесконечным горизонтом, стадий

ная игра которой задана в матричной форме в табл. 7.17.
(а) Опишите совершенное в подыграх равновесие, которое является 

таковым при любом дисконтирующем множителе.
(Ь) Существует ли совершенное в подыграх равновесие, согласно ко

торому игроки всегда выбирают исход (U,L) стадийной игры? Если 
да, опишите его и укажите, при каких дисконтирующих множителях 
оно существует.
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Таблица 7.17

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (3,3) (2,4)
D (4,0) (2,2)

2. Рассмотрим повторяющуюся игру с бесконечным горизонтом, стадий
ная игра которой изображена в табл. 7.18.
(а) Какие из исходов стадийной игры могут быть реализованы в ка

честве совершенного в подыграх равновесия игры с бесконечным 
горизонтом?

(Ь) Для каждого из таких исходов укажите соответствующие значения 
дисконтирующего множителя, для которого существуют исходы 
в совершенном в подыграх равновесии этой игры с бесконечным 
горизонтом.

3. Предположим, что в дуополии Курно кривая обратного спроса задается 
уравнением p(q) = 20 - г/, а предельные издержки фирм равны 3 долл, 
(а) Чему равны прибыли фирм, если фирмы максимизируют совокуп

ную прибыль или состоят в оптимальном сговоре? Каковы прибыли 
в равновесии Курно — Нэша?

(Ь) Предположим, что каждая фирма дисконтирует будущие прибыли 
с дисконтирующим множителем 0 < 8 < 1. Опишите совершенное 
в подыграх равновесие, в котором фирмы состоят в оптимальном 
сговоре в бесконечно повторяющейся дуополии Курно.

(с) При каких значениях 8 такое совершенное в подыграх равновесие 
существует?

4. Кривая обратного спроса в бесконечно повторяющейся дуополии Кур
но задается уравнением p(q) = \Q~^q, где <7 = — совокупный

выпуск. Предельные издержки каждой из фирм равны 2 долл.
(а) Опишите совершенное в подыграх равновесие в случае сговора фирм 

(т.е. когда фирмы производят такой объем продукции, который 
приносит наибольшую совокупную прибыль) и объясните, почему 
оно действительно таковым является.

(Ь) Найдите пороговое значение дисконтирующего множителя 8, при 
котором такая стратегия — совершенное в подыграх равновесие.

5. Предположим, что кривая обратного спроса в дуополии задается уравне
нием p(q) = 20 - <7, а предельные издержки каждой из фирм равны 3 долл.

Таблица 7.18

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С R
и (3,4) (4,3) (1,5)
М (3,3) (5,2) (U)
D (5,1) (4,0) (2,2)
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(а) Если фирмы участвуют в игре дуополии Бертрана, то чему равны 
цена и выпуски каждой из фирм, позволяющие получить наиболь
шую совокупную прибыль?

(Ь) Предположим, что каждая фирма дисконтирует будущие прибыли 
с дисконтирующим множителем 0 < 8 < 1. Опишите совершенное 
в подыграх равновесие в бесконечно повторяющейся игре, когда 
фирмы в каждый период разыгрывают игру дуополии Бертрана, 
вступая в оптимальный сговор (т.е. назначают цены, максимизи
рующие совокупную прибыль).

(с) При каких 3 такое совершенное в подыграх равновесие существует? 
6. Предположим, что кривая обратного спроса в дуополии задается урав

нением p(q) = 20-, а предельные издержки каждой из фирм равны 
2 долл.
(а) Если фирмы участвуют в игре дуополии Бертрана, то каковы цена 

и выпуски каждой из фирм, при которых достигает максимума их 
совокупная прибыль?

(Ь) Опишите совершенное в подыграх равновесие в дисконтированной 
бесконечно повторяющейся игре, где фирмы в каждый период ра
зыгрывают игру дуополии Бертрана, вступая в оптимальный сговор 
(т.е. назначают цены, максимизирующие совокупную прибыль 
дуополии по Бертрану).

(с) При каких значениях дисконта 3 такое совершенное в подыграх 
равновесие существует?

7. Докажите теорему 7.23.
8. Рассмотрим повторяющуюся игру с бесконечным горизонтом, стадий

ная игра которой задана в матричной форме в табл. 7.19.
(а) Существует ли в такой повторяющейся игре совершенное в подыграх 

равновесие? Если да, опишите его.
(Ь) Укажите, при каких значениях дисконтирующего множителя 8 

найденная в (а) стратегия действительно образует совершенное в 
подыграх равновесие.

Таблица 7.19

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (1,2) (3,3)
D (0,0) (4,0)

Таблица 7.20

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (1,2) (3,3)
D (0,0) (4,0)

388



ГЛАВА 7. ПОВТОРЯЮЩИЕСЯ ИГРЫ

9. Существует ли совершенное в подыграх равновесие в повторяющейся 
игре с бесконечным горизонтом со стадийной игрой, изображенной 
в табл. 7.20? Если да, то опишите его детально и докажите, что оно 
таковым является. Если нет, объясните, почему такого равновесия не 
существует.

7.4. Народная теорема и совершенное 
в подыграх равновесие
Как мы уже видели, в повторяющихся играх с бесконечным 

горизонтом существуют совершенные в подыграх равновесия, в которых 
игроки выбирают действия, не являющиеся равновесными точками стадий
ной игры. Таким образом, игроки могут сотрудничать друг с другом, как, 
например, в повторяющейся игре «Дилемма заключенного», несмотря на то 
что есть возможность извлечения выгоды в одном из периодов при выборе 
других действий. В бесконечно повторяющихся играх дуополии обусловлен
ный сговором выпуск, при котором фирмы имеют наибольшую суммарную 
прибыль, является частью совершенного в подыграх равновесия. Подобные 
совершенные равновесные стратегии удерживают игроков от отклонений при 
помощи угроз, т.е. если происходит отклонение, то в результате неизбежно 
будет выбран профиль стратегий, приносящий меньшие выигрыши обоим 
участникам в дальнейшем. Изученные до настоящего момента совершенные 
в подыграх равновесия относятся к широкому классу (беспощадных) триг
герных стратегий, при которых отклонения игроков приводят к тому, что в 
дальнейшем всегда играется равновесие по Нэшу. Здесь мы рассмотрим иные 
типы совершенных равновесных профилей стратегий, отличающиеся от (бес
пощадных) триггерных. Многие из них используют метод «кнута и пряника» 
для удержания от отклонений. Подобные совершенные в подыграх равновесия 
подразумевают, что отклонившийся игрок в течение нескольких периодов 
будет нести наказание, состоящее в получении наименьшего из возможных 
выигрышей в стадийной игре. После нескольких периодов наказания игроки 
возвращаются к выбору тех исходов, при которых они оба имеют более высо
кий выигрыш, и вознаграждаются за сотрудничество в период наказания.

Данный класс совершенных в подыграх равновесий является демон
страцией того факта, что множество всех совершенных в подыграх равнове
сий достаточно широко. В самом деле, можно показать, что любой вектор 
выигрышей, который приносит каждому из игроков больший выигрыш, 
чем минимально возможный, является вектором выигрышей некоторого 
совершенного в подыграх равновесия. Данный результат в литературе носит 
название народной теоремы, поскольку различные ее версии были известны 
до того, как кто-то сформулировал данный результат более формально.

Пусть

G = {5),. ,.,Sn, uv...,un}
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— стадийная игра повторяющейся игры с бесконечным горизонтом. Положим 

Л/, ) = max Uj (Si, )

— наибольший выигрыш, который может получить игрок i при условии, что 
остальные игроки выбирают действия 5_, е 5_,. Напомним, что

={5„...,s,._i,s,.+i,...,s„}.

Определим г, как
г - min M;(s Л ;

г, представляет собой минимаксный выигрыш игрока z, и является наимень
шим возможным выигрышем, который может быть ему навязан остальными 
игроками. Минимаксный вектор выигрышей существует практически в любой 
стадийной игре. Вектор выигрышей v = (Vj,..., vn), такой что vi > r-t для любого 
z =!,...,« , называется индивидуально рациональным вектором выигрышей.

Основной аргумент в пользу того, что любой индивидуально рациональный 
вектор выигрышей является вектором выигрышей некоторого равновесия по 
Нэшу в повторяющейся игре с бесконечным горизонтом, достаточно прост. 
Пусть участники выбирают неизменный профиль стратегий, такой что век
тор выигрышей в каждом периоде оказывается индивидуально рациональ
ным вектором v = (v!,...,v,;). Тогда дисконтированный вектор выигрышей в

( V V \
бесконечно повторяющейся игре имеет вид -т—• Тот факт, что 

\ 1 - о 1 - о )
данный вектор является равновесным выигрышем, незамедлительно следует 
из соображения, что если игрок / решит отклониться от выбора, согласно 
которому выигрыш составляет v = (v15...,v„), то остальные игроки могут в 
дальнейшем выбирать «_,•(/;), таким образом, игрок i сможет получить не 
более чем г, во все последующие периоды игры. В этом случае наибольший 
выигрыш игрока i при условии, что он совершил отклонение от исходного 
профиля стратегий, при котором имел место вектор выигрышей г = (v,,..., v„), 
представляет собой дисконтированный выигрыш

Если игрок i не станет отклоняться, то будет иметь следующий дискон
тированный выигрыш:

Следовательно, игроку i невыгодно отклоняться в случае, если

т.е. если

г,- > (1 - 8)4 + 8/;. (7.12)
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Поскольку v; > г., отсюда следует, что существует 8;, такое что при лю
бых 8 >8,- выполняется (7.12). Поэтому при всех 8>8; игроку i невыгодно 
отклоняться. Ясно, что можно найти подходящее 8,. для каждого игрока i. 
Пусть 8 = max,{8,}. Тогда при всех 8>8 ни один из игроков не станет от
клоняться от исходного профиля стратегий. Таким образом, профиль стра
тегий, который приводит к вектору выигрышей v = (у,,...,уя), действительно 
образует равновесие.

Данный результат является свидетельством того, что зачастую в повторя
ющейся игре с бесконечным горизонтом имеется очень много равновесных 
векторов выигрышей. Заметим также, что чем ближе индивидуально ра
циональный вектор выигрышей к минимаксному вектору выигрышей, тем 
большим (т.е. более близким к 1) должно быть значение дисконтирующего 
множителя. Если же ставка дисконтирования достаточно мала, т.е. близка 
к нулю, то многие из индивидуально рациональных векторов выигрышей 
перестанут быть равновесными. Фактически имеем, что при крайне низких 
значениях дисконта единственными равновесными векторами выигрышей 
оказываются те, что получаются в случае выбора равновесия по Нэшу ста
дийной игры в каждом из периодов.

Вникая в суть последнего довода, можем столкнуться с некоторой не
увязкой. Мы уже знаем, что стратегии в динамических играх обязаны быть 
совершенными в подыграх, чтобы оставаться значимыми по мере разворачи
вания процесса игры. Следующий пример показывает, что описанная только 
что стратегия хоть и является равновесной в начале игры, не обязательно 
остается таковой в случае отклонения. Другими словами, профиль стратегий 
может не быть совершенным в подыграх.

Пример 7.28 (равновесие, не являющееся совершенным в подыграх). 
В повторяющейся игре с бесконечными горизонтом со стадийной игрой в 
табл. 7.21 минимаксный выигрыш игрока 1 составляет 1, как и минимаксный 
выигрыш игрока 2. Следовательно, вектор выигрышей (2,2), соответствующий 
исходу (U,L), является индивидуально рациональным. Профиль стратегий 
о = (а!,о2), такой что

0,4 (*'- ’)
если/!''1 = (((/,£),(t/,Z),...((/,£)),

г-1

иначе 
и

если Л'-1 = ((U,L),(U,L),...(U,L)),
г-1

иначе

Таблица 7.21

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (2,2) (1,0
D (4,0) (0,1)
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является равновесием при всех 3 > -у . Однако заметим, что если в некото

ром периоде t один из игроков, скажем игрок 1, отклоняется, то профиль 
стратегий в подыгре с началом в периоде / + 1 задается в виде

о,+т1(Л'+т-1) = D при любой истории й'+т, т > 1, 

о,+т 2(й'+т_|) - R при любой истории й'+т, т > 1.

Ясно, что данный профиль стратегий не является совершенным в подыг
рах, поскольку или игрок 1, или игрок 2 смогут улучшить свой выигрыш при 
выборе другой стратегии.

Пример наглядно показывает, что откровенная минимаксная стратегия 
вряд ли окажется равновесной, поскольку угроза прибегнуть к минимакс
ной стратегии по отношению к отклонившемуся участнику исходит из того, 
что она будет реализована в течение всех оставшихся периодов, даже если 
при этом все будущие выигрыши участников окажутся низкими. Как будет 
показано ниже, вариация подобной стратегии, при которой отклонившему
ся участнику будет навязан минимакс (но в течение ограниченного числа 
периодов), уже является совершенной в подыграх, и любой индивидуально 
рациональный вектор выигрышей оказывается вектором выигрышей при 
некотором совершенном в подыграх равновесии и подходящей ставке дис
контирования. Довод в пользу результата основывается на наблюдении, что 
если игрок отклоняется от профиля стратегий, согласно которому имеется 

вектор выигрышей —4-,...,—-4- , то остальные игроки станут выбирать 
у 1 — о 1 —о )

минимаксные по отношению к нему стратегии в течение некоторого числа 
периодов. После чего игроки станут действовать так, что игрок i получит 
г,- - е в каждом из периодов, а игрок j * i получит уу + е , где е > 0 . Если 
кто-то другой теперь отклонится, то будет иметь место аналогичная фаза 
использования по отношению к нему минимаксной стратегии в течение 
некоторого количества периодов, после которой будет выбран такой про
филь стратегий, который подходящим образом вознаграждает тех, кто не 
отклонился. Существует несколько версий данного результата. Рассмотрим 
одну из них1.

1 Представленная здесь версия достаточно близка к изложенной в следующей работе: 
Fudenberg D„ Maskin Е. The folk theorem in repeated games with discounting or with incomplete 
information // Econometrica. 1986. Vol. 54. P. 533—554.

Теорема 7.29 (народная теорема). Предположим, что множество Vдоступных 
векторов выигрышей стадийной игры имеет размерность п, где п — число игроков. 
Тогда для любого индивидуально рационального вектора выигрышей v существует 

ставка дисконтирования 3 < 1, зависящая от v, такая что 

является вектором выигрышей при некотором совершенном в подыграх равновесии 
повторяющейся игры с бесконечным горизонтом при всех 8 > 3 .

v. 4 )
l-3”"’l-8)
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Доказательство. Для заданного индивидуально-рационального вектора 
выигрышей v выберем вектор v' = (v1',...,v'), лежащий во внутренности 
множества V, такой что

< vf < v,., 
и вектор v(z,e) вида

v(i,е) = (У; + е,..., v/_, + е,v.,v-+t +e,...,v'+е) .

Для любого достаточно малого е>0 всегда можно подобрать вектор 
v(z,e), поскольку внутренность множества Ине пуста. Заметим, что согласно 
вектору выигрышей v(z,e) игрок i получает v', в то время как игрок j*i  
имеет v'j+e.

Предположим, что для каждого вектора выигрышей v(z',e) существует 
профиль стратегий sv(',e) стадийной игры, такой что

Z/y.(5,’l'’e)) = Vy.(z,E) , j = .

Покажем, что профиль стратегий о*,  порождающий вектор выигрышей v, 
является совершенным в подыграх равновесием в повторяющейся игре с 
бесконечным горизонтом. Рассмотрим отдельно фазы игры.

Фаза I: Каждый игрок z выбрал s- в периодах данной фазы, где 
ui(sj,...,s'i) = ul(s'’) = vj при i = История игры в данном случае имеет 
вид /z'1 — s',...,sv . Тогда стратегия игрока z в периоде t

c* li(hl~i) = svi.

Фаза II: Игрок z отклонился в предыдущем периоде, перед которым игра 
еще находилась в фазе I. Стратегия каждого игрока J *i  в периоде t — иг
рать s-‘, минимаксную стратегию по отношению к игроку z, и продолжать 
действовать аналогичным образом в течение следующих Т периодов. Тогда 
имеем

O;+,,.(/z'—) = 5f , 0<Т<7\

Фаза III: Если у игроков J*i  не было больше отклонений в течение 
фазы II, то

при т>1,

если не случилось отклонений от о‘ в периоде (z + Т + т -1).
Фаза IV: Если игрок j * i совершил отклонение в течение фазы II пов

торяющейся игры, то фаза II начинается сначала, но игроки z и j меняются 
ролями.

Фаза V: Если не было отклонений на протяжении фазы IV, в которой 
игроки выбирают минимаксную по отношению к игроку j стратегию в те
чение Tj периодов, то все игроки следуют профилю стратегий 5’(''е) до тех 
пор, пока не произойдут дальнейшие отклонения от о*.

Фаза VI: Если игрок к, к-!,...,« отклонится на протяжении фазы III или 
фазы V повторяющейся игры, то игроки станут выбирать профиль страте
гий фазы II в течение Тк периодов, при котором игрок к рассматривается в 
качестве отклонившегося.
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Фаза VII: Если не произошло отклонений в течение фазы VI, игроки 
следуют стратегии из фазы III, которая предполагает выбор s'"-k'!'} в каждом 
периоде игры.

Профиль стратегий о*  переключается между различными фазами игры в 
зависимости от случающихся отклонений либо неизменно оседает в фазе III, 
либо в фазе V или фазе VII. Заметим, что фазы IV, V и VI, в сущности, сов
падают с фазами I, II и III, в которых игроки меняются ролями.

Наконец, покажем, что ст*  образует совершенное в подыграх равновесие 
повторяющейся игры. Пусть С/,- отражает наибольшую «выгоду» игрока i 

при отклонении от профиля стратегии, который порождает выигрыш -r-LT.
1-0 

Следовательно, при данном отклике остальных участников на отклонение 
дисконтированная сумма выигрышей игрока I составит

Ut +r: +ЗГ; + ... + 87~1ri + 8Tv. +8T+lv- +....

Таким образом, игроку i невыгодно отклоняться, если

77 !-8Г 8Г _ v,.
U. ч-------- г. ч-------- V. < —■—

' 1-8 ' 1-8 '“1-8 ’
т.е. если

yqr- (vf - rt) + yig (v,. - v{). (7.13)

1 - 8^ 1
Заметим, что если 8 -»1, то —х- сходится к Т, а —=■ неограниченно I-о 1-о

возрастает. Поскольку у. >v->r-, (7.13) будет выполнено при достаточно 
большом значении Ти близком к 1 факторе дисконтирования 8. Для каждого 
из игроков z = можно подобрать подходящие значения Ти 8 так, что 
формула (7.13) останется верной. Следовательно, игрокам будет невыгодно 
отклоняться от о*  на протяжении фазы I повторяющейся игры.

Теперь рассмотрим отклонение игрока j в течение фазы II повторяющей
ся игры в периоде к от начала фазы II. Выигрыш игрока j при отклонении 
составляет

- 1-8г' 8/; ,
Uj + i_g rJ + 1-5 VJ-

Если игрок j не станет отклоняться, то его выигрыш окажется равным

Uj(sri) + 8Uj(sri) + ...+ 8T~k-lUj(sr<) + у-J(v' + e).

Следовательно, игроку j невыгодно отклоняться на протяжении фазы II, 
если

7 l-8r' 8Гу z^l-8r-fc , г.. 8т~к , .
и- +-ns-'>+ra s-ps-'^')+Ta <ь-+Е> •

или
Гт \-8T-k 8T-k -8Г'
Uj+ 1-8 Tj+ 1-8

8Г' , \-8T~k , г.. 8г~к , . 
r>+T^8V>-^38-M>(5,) + T^8(v>+e)-
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То есть игрок j не станет отклоняться, если
/7 1-3™. t гЛ^8т-к-8Tj . г . 8т~к
и!+ -ps~<r' “i(s » '-'i-s ’'■Р+ г;г' ■ (7.14)

Теперь заметим, что при заданном значении Т (Топределяется тем, что

происходит при отклонении в фазе I), если S —> 1, то
п 8т~к (1-Зг^™

к константе. Далее, ------\5------
1-0

1 -8т~к 
1-3 -> Т -к, т.е.

^Т.-Т + к при 8 —»1, а так как > г
gT-A _ gTy

величина ————(v' -гу.) из (7.14) неограниченно растет при увеличении 7J,

когда 8^1. $г-а- gr-A
Наконец заметим, что т:—при 8 —> 1, следовательно, —х-е не- 

1-о 1-0
ограниченно возрастает при 8 —»1.

Таким образом, для любых достаточно больших значений 8 и 7} форму
ла (7.14) верна и игроку j невыгодно отклоняться на протяжении фазы II 
повторяющейся игры. Подберем достаточно большие значения 8, и Т{ так, 
чтобы (7.14) была выполнена для любых игроков j I при условии, что иг
роки выбирают минимаксную стратегию по отношению к игроку I. Ясно, что 
игрок i не может отклониться в течение данной фазы. Отсюда следует, что 
ни один из игроков не станет отклоняться на протяжении всей фазы II.

Наконец, рассмотрим отклонение в течение фазы III. Если игрокам тре
буется выбирать 5’'(' е) в каждом из периодов фазы III, то при отклонении 
игрока i фаза II и фаза III для него будут повторены. Поэтому, как и ранее, 
можно показать, что игроку i будет невыгодно такое отклонение. Если игрок 
j * i отклонится в фазе III, то согласно профилю стратегий о*  его выигрыш

1 — 8Гчении Т выражение -j——(vy-rz) стремится к положительной константе, 

поскольку v'j > г}. Однако если 3 -»1, то £ $ неограниченно растет. По

этому при достаточно близких к 1 значениях 3 неравенство (7.15) выполнено. 
Выберем 32 так, чтобы (7.15) оставалось верным для любых игроков j*i.

составит
t/7.+8/-y+...+3r-1r/.+-Ag-v;.

Таким образом, игрок j не станет отклоняться от о* в фазе III, если 

т- , Зг V- +е 
U +8r- + + 8Г г + ——v <-4------,

7 7 7 1-5 7“ ’

т.е. если
£7/<21^-<^-г') + Т^8 - (7J5>

1 — 8Г
Если 8 —»1, то —=- сходится к Т, следовательно, при заданном зна- 

1 — 0
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Таким образом, мы показали, что ни один из игроков не будет отклоняться 
от о*  на протяжении фазы III повторяющейся игры.

Если теперь выбрать 5 = шах{8,81,82}, то при всех 8 > 8 игрокам невыгод
но отклоняться от стратегии о’ на протяжении фаз I, II и III. Отсюда ясно, 
что профиль стратегий о‘ зациклен между данными фазами, значит, любое 
отклонение обязательно попадет в одну из этих фаз. Поскольку игрокам 
невыгодно отклоняться ни в одной из данных фаз, тем самым установлено, 
что при 8 > 8 о*  образует совершенное в подыграх равновесие. ■

Теорема характеризует множество совершенных в подыграх равновесий в 
повторяющейся игре с дисконтированием в случае, когда множество векторов 
выигрышей имеет ту же размерность, что и число игроков. В теореме сделано 
несколько предположений; в частности, стадийная игра содержит исход $’’(',е) 
с вектором выигрышей v(/,e). Это довольно сильное ограничение. Тем не 
менее полезность этого результата оправдывает такие условия. Процедура 
построения совершенного в подыграх равновесия предоставляет общий метод 
нахождения всевозможных совершенных в подыграх профилей стратегий в 
повторяющихся играх. Например, при обращении к игре из примера 7.28 
становится ясно, что условия теоремы не выполнены, поскольку множество 
векторов выигрышей не имеет размерности 2. Однако, пользуясь методом, 
примененным в доказательстве теоремы, можно успешно обнаружить совер
шенное в подыграх равновесие, при котором реализуется вектор выигрышей 
(2,2). В самом деле, в повторяющейся игре с бесконечным горизонтом со 
стадийной игрой из примера 7.28 вектор выигрышей между (2,2) и (1,1) 
может быть порожден профилем стратегий следующего вида:

о,= U при любых историях Л'"1
и

<1(Л'-') =

, tL, если не целое,

» tR, если целое.

Согласно такому профилю стратегий игрок 2 всегда играет U, кроме каж
дого четвертого периода, когда он играет R. Ясно, что вектор выигрышей, 

( 2 2 А
порождаемый данным профилем стратегии, лежит между I у—дэузд I и

,—i— |. Действительно, если дисконт отсутствует, то средний выигрыш 
(1-8 1-8 J
игроков будет сходиться к вектору выигрышей (1,75, 1,75). Также должно 
быть очевидным, что при использовании данного профиля стратегий можно 
подобрать стратегии для соответствующей фазы III, при которых не откло
нявшиеся в процессе фазы II игроки имеют вознаграждение в виде «допол
нительного» выигрыша, например v' + е вместо обычного v'.

Альтернативный способ трактовки результатов теоремы состоит в пред
ставлении, что игроки смешивают стратегии в каждом из периодов с помощью 
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механизмов рандомизации, которые могут наблюдаться другими игроками. 
Таким образом, игрокам позволяется смешивать стратегии так, чтобы дру
гие игроки могли это наблюдать. В таком случае обеспечить выполнение 
условий теоремы намного проще. При возможности использования сме
шанных стратегий множество векторов выигрышей в игре из примера 7.28 
имеет размерность 2 и для каждого вектора выигрышей г(/,е), являющегося 
внутренностью множества всех векторов выигрышей, существует исход в 
стадийной игре (как результат выбора смешанных стратегий) sv(‘,£), такой 
что вектор выигрышей составляет v(z,e). В данном случае теорема факти
чески утверждает, что для любого индивидуально рационального вектора 
выигрышей существует ставка дисконтирования, достаточно близкая к 1, 
при которой данный вектор выигрышей является вектором выигрышей в 
совершенном в подыграх равновесии повторяющейся игры.

Рисунок 7.1 отражает как множество доступных векторов выигрышей в 
игре из примера 7.28, так и множество индивидуально рациональных векто
ров выигрышей. Ограниченный вершинами (0,1), (4,0), (2,2) и (1,1) полигон 
является множеством доступных векторов выигрышей в стадийной игре, если 
игрокам позволено смешивать стратегии. Темная область, отмеченная как 
(/7?), представляет множество индивидуально рациональных векторов выиг
рышей в стадийной игре; каждый вектор, лежащий во внутренности данного 
множества, дает игроку больше, чем минимаксный выигрыш в размере 1. 
Заметим, что теперь все условия теоремы 7.29 выполнены.

Мы уже отмечали, что в повторяющейся игре с бесконечным горизонтом 
можно осуществить координацию для выбора исхода, который станет реа
лизовываться в каждом периоде. Например, в игре из примера 7.28 можно 
определить профиль стратегий, согласно которому у игроков будет альтер
натива выбрать (U,L) или (D,R). В таком случае дисконтированный вектор 
выигрышей в повторяющейся игре составит

( 2 2 + 8 у 2 2 + 8^ 1
V1-S2 ’ 1-З2 J-11 + 3’ 1+ 8 1-8 •

Рис. 7.1. Множество векторов выигрышей
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Заметим, что фактор 1 - 8 является результатом дисконтирования. Если 
умножить дисконтированный вектор выигрышей на фактор 1 - 8, получим

< 2 2+8А
11+3’1+8 Г

что можно интерпретировать как «средний» вектор выигрышей для профиля 
стратегий, при котором у игроков есть выбор между исходами (U,L) и (D,R).

Если 8 = 0,5, то вектор принимает вид что является результатом,з’зр
взвешивания (2,2), вектора выигрышей исхода с коэффициентом 1/3 и 
(0,1), вектора выигрышей исхода (D,R) с коэффициентом 2/3. Отсюда следует, 
что все взвешенные средние векторов выигрышей стадийной игры являют
ся доступными в повторяющейся игре с бесконечным горизонтом. Таким 
образом, множество доступных средних векторов выигрышей повторяющейся 
игры с бесконечным горизонтом представляет собой взвешенные средние 
векторы выигрышей стадийной игры, или выпуклые комбинации векторов 
выигрышей стадийной игры.

На рис. 7.2 отражено множество доступных средних векторов выигрышей 
и множество индивидуально рациональных средних векторов выигрышей 
бесконечной игры из примера 7.28. Ограниченный вершинами (0,1), (4,0) и 
(2,2) полигон образует множество доступных средних векторов выигрышей 
в повторяющейся игре с бесконечным горизонтом. Заметим, что оно явля
ется выпуклым. Темная область, отмеченная как (ЛК), представляет собой 
множество индивидуально рациональных средних векторов выигрышей в 
игре с бесконечным горизонтом; каждый вектор, лежащий во внутренности 
данного множества, дает игроку больше, чем средний минимаксный выиг
рыш в размере 1. Поскольку размерность пространства доступных средних 
векторов выигрышей равна 2, условия теоремы 7.29 выполнены, поэтому 
любой из средних векторов выигрышей множества (IR) на рис. 7.2 является 
средним вектором выигрышей совершенного в подыграх равновесия.

На данном этапе важно отметить, что хотя в игре из примера 7.28 мно
жество доступных векторов выигрышей в случае, если игроки используют 
смешанные стратегии, совпадает с множеством доступных средних векторов

Рис. 7.2. Средние векторов выигрышей в игре с бесконечным горизонтом
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Таблица 7.22

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (2,1) (0,0)
D (0,0) (1,2)

выигрышей в дисконтированной повторяющейся игре, на самом деле это 
просто совпадение. В общем случае данные множества могут кардинально 
различаться. Примером несовпадения множеств может служить игра из 
табл. 7.22. Множество доступных средних векторов выигрышей всегда оказы
вается выпуклым, в то время как множество доступных векторов выигрышей 
при использовании смешанных стратегий стадийной игры не обязательно 
выпукло, как например, в игре из табл. 7.22.

Все изученные ранее совершенные в подыграх равновесия подразумевали 
использование (беспощадных) триггерных стратегий в той или иной форме, 
при которых отклонение принуждает к игре равновесия по Нэшу в стадийной 
игре на протяжении всех дальнейших периодов или минимаксной страте
гии по отношению к отклонившемуся игроку. В следующем примере будет 
показано, что совершенные в подыграх равновесия необязательно должны 
использовать подобные механизмы. Мы построим совершенное в подыграх 
равновесие, которое не использует минимаксных стратегий для наказания 
за отклонения, не является подобным (беспощадной) триггерной стратегии 
и не требует от игроков выбирать равновесие по Нэшу стадийной игры в 
каждом периоде.

Пример 7.30 (совершенное в подыграх равновесие, не использующее ни 
минимаксных, ни триггерных стратегий). Стадийная игра данной повторя
ющейся игры с бесконечным горизонтом задана в табл. 7.23. Заметим, что 
игра содержит единственное равновесие по Нэшу в чистых стратегиях: (T,R). 
Кроме того, нетрудно проверить, что минимаксный выигрыш игрока 1, рав
ный /И] = 2, является наибольшим выигрышем при выборе игроком 2 стра
тегии R; минимаксный выигрыш игрока 2 также равен т2 = 2 и образуется 
при выборе игроком 1 стратегии В.

Покажем, что следующий профиль стратегий о’ = (oj,oj) представляет 
собой совершенное в подыграх равновесие в повторяющейся игре с беско
нечным горизонтом при достаточно большом значении 8. Стратегия игрока 1 
о*  задается в виде

<,(/г°) = Т,

Таблица 7.23

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (4,4) (2,5)
В (5,1) (1.2)
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а при t> 2

°Ж')=£’
(л,

если в периоде t -1 выбрано (Г, L) или (В, R), 
иначе.

Стратегия игрока 2 о* 2 имеет вид

а при t>2

[Л,

<2(A°) = Z,

если в периоде t -1 выбрано (Г, L) или (В, R), 
иначе.

Отличительной чертой данной стратегии является то, что игроки считаются 
отклонившимися тогда и тогда тогда, когда их выбор не совпадает с (T,L) 
или (JB,R). Кроме того, выбор игроком стратегии в текущем периоде зави
сит только от того, что произошло в предыдущем периоде. Следовательно, 
отклонение случается только тогда, когда прошлый исход не совпадает ни с 
(Т,Е), ни с (B,R). Таким образом, для того чтобы убедиться, что о*  образует 
равновесие по Нэшу, необходимо проверить, что игрокам невыгодно дей
ствовать иначе, чем выбирать (Т,Е) либо (B.R).

Вначале рассмотрим игрока 1. Предположим, что он отклонился, хотя 
предполагалось, что будет сыграно (Т,Е); тогда в следующем периоде будет 
выбрано (B,R), а затем снова (Г, £). Поэтому игроку 1 невыгодно совершать 
отклонение от (Т,£), если

, s 482 4
5 + 5+1-3- 1-3 ’

т.е. если
(1 -38)(1-8)<0. (7.16)

Неравенство в формуле (7.16) выполнено при 8<1, если 8>у. Тем са
мым показано, что игроку 1 невыгодно отклоняться от действия (£,£) при 

г о 1 любом 8 > j.

Теперь рассмотрим отклонение игрока 1 в случае, когда обоим игрокам 
требуется выбрать (B,R). В данной ситуации игроку 1 невыгодно это делать, 

или если
1 + 382 <48, 

т.е. при
(38-1)(8-1)<0. (7.17)

Ясно, что формула (7.17) справедлива при любых у<8<1. Таким обра

зом, мы показали, что игрок 1 не станет отклоняться от выбора (Т,Е) или 

(B,R) при 8 > у.
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Теперь рассмотрим ситуацию, в которой игрок 1 отклоняется два пери
ода подряд. Если он отклонился от (T,L), то дисконтированный выигрыш 
составит

< эя я2 4835 + 28 + 8 + т—г-.
1-8

Если он отклонится от (T,L) всего на один период, то выигрыш окажется 
равным з

5 + 8 + 484-^.
I -8

Сравнивая результаты, нетрудно увидеть, что дисконтированный выигрыш 
при отклонении в течение двух периодов подряд меньше или равен выигрышу 
при отклонении на один период, если

8 < 382,

или если 8> 1. Пользуясь данным рассуждением, можно показать, что

если игрок 1 продолжит отклоняться в течение более чем двух периодов, то 
я 1при 8 > у его дисконтированный выигрыш окажется меньше. Также легко 

проверяется, что если игрок 1 отклоняется от действия (B,R), то выводы 
будут аналогичные. Таким образом установлено, что игроку 1 невыгодно 
отклоняться от о*  в любой подыгре при условии, что игрок 2 не отступает 
от о'2, и 8>|.

Теперь рассмотрим отклонение игрока 2 в тот момент, когда требуется 
выбрать (T,L). Игрок 2 не сможет увеличить свой выигрыш, если

, эя 452 4
5 + 28+ 1-8 ~ 1-8

или если
1 < 28, 

я 1т.е. при 8 > у .

Если игрокам требуется выбрать (B,R), то игрок 2 не станет отклоняться 
при любом 8 < 1. В этом нетрудно убедиться, поскольку отклонение на L 
позволит получить лишь выигрыш в размере 1, что меньше выигрыша в 
размере 2 при следовании о* 2.

Наконец, если игрок 2 решит отклониться несколько периодов подряд,
1то его дисконтированный выигрыш при 8> у не увеличится аналогично 

рассуждению с игроком 1. Таким образом, игроку 2 невыгодно отклоняться 

от выбора <з2 в любой подыгре при 8 > у . Отсюда следует, что о*  — совер

шенное в подыграх равновесие при любых значениях фактора дисконтиро

вания 8 > у-. ■
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Описанное совершенное в подыграх равновесие полагается на метод «кнута 
и пряника». Любое отклонение от требуемого выбора немедленно приводит 
к наказанию; но как только игроки приняли наказание, они получают воз
награждение за немедленное возвращение к выбору исхода с более высоким 
выигрышем. Если игроки не принимают наказания и не подчиняются ему, 
то фаза наказания продлевается. Очевидно, что подобная совершенная в 
подыграх стратегия сильно отличается от рассмотренных нами ранее. Заме
тим, что хотя можно построить различные версии таких стратегий, используя 
более длительную фазу наказания, например необходимость выбора (B,R) в 
течение двух или более периодов, становится более сложным сдерживание 
от отклонений на фазе наказания (доказательство оставляется читателю в 
качестве упражнения). В таком случае длительные фазы наказания могут не 
являться эффективными равновесными стратегиями.

Тот факт, что совершенные равновесные стратегии могут отличаться от 
минимаксных и триггерных стратегий, был установлен Д. Абрю1. Результат, 
из которого следует этот факт, имеет немного иную формулировку. Точное 
утверждение имеет следующий вид.

1 См. работу: Abreu D. On the theory of infinitely repeated games with discounting // Econo
metrica. 1988. Vol. 56. P. 383—396.

Теорема 7.31 (оптимальные уголовные кодексы). В повторяющейся игре с 
бесконечным горизонтом любой исход при совершенном в подыграх равновесии 
может быть порожден профилем стратегий, который переключается на наи
худшее совершенное в подыграх равновесие по отношению к отклонившемуся 
игроку.

Зачастую довольно трудно обнаружить наихудшее совершенное в подыграх 
равновесие для конкретного игрока. Оно может подразумевать исполнение 
повторяющейся игры в сложном и запутанном виде. Однако утверждение 
подчеркивает то обстоятельство, что в повторяющихся играх с бесконеч
ным горизонтом существует очень широкий класс равновесных профилей 
стратегий, и предлагает метод нахождения всего множества равновесных 
исходов.

Упражнения
1. Найдите минимаксный выигрыш игроков в игре, изображенной в 

табл. 7.24.
2. Если игроки могут использовать смешанные стратегии, то каким будет 

минимаксный выигрыш игроков в игре, изображенной в табл. 7.25?
3. Укажите множество допустимых векторов выигрышей и множество 

индивидуально рациональных векторов выигрышей в игре из упраж
нения 1, если игроки могут использовать смешанные стратегии.

4. Укажите множество допустимых векторов выигрышей и множество 
индивидуально рациональных векторов выигрышей в игре из упраж
нения 2, если игроки могут использовать смешанные стратегии.
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Таблица 7.24

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L С R
и (5,5) (4,8) (0,4)
М (6,4) (5,5) (1,3)
D (5,1) (4,2) (2,2)

Таблица 7.25

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия L R
и (-2,2) (0,1)
М (1,-1) (1,1)
D (-2,2) (2,2)

5. Каково множество допустимых средних векторов выигрышей и мно
жество индивидуально рациональных средних векторов выигрышей в 
повторяющейся игре с бесконечным горизонтом и со стадийной игрой 
из упражнения 1?

6. Каково множество допустимых средних векторов выигрышей и мно
жество индивидуально рациональных средних векторов выигрышей в 
повторяющейся игре с бесконечным горизонтом и со стадийной игрой 
из упражнения 2?

7. Укажите множество допустимых средних векторов выигрышей и мно
жество индивидуально рациональных средних векторов выигрышей в 
повторяющейся игре с бесконечным горизонтом и со стадийной игрой 
«Орлянка», которая изображена в табл. 7.26.

8. Покажите, что повторяющаяся игра с бесконечным горизонтом из 
упражнения 7 не удовлетворяет условиям теоремы 7.29. Есть ли в ней 
совершенное в подыграх равновесие (предположите, что игроки могут 
в каждом периоде использовать смешанные стратегии)? Если есть, 
опишите его.

9. Опишите совершенное в подыграх равновесие в повторяющейся игре 
с бесконечным горизонтом, стадийная игра которой изображена в 
табл. 7.27. (Предположите, что игроки могут в каждом периоде ис
пользовать смешанные стратегии.)

10. Рассмотрим повторяющуюся игру с бесконечным горизонтом и со 
стадийной игрой, заданной табл. 7.28.

Таблица 7.26

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (1,-1) (-1,1)
D (-1,1) (1,-1)
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Таблица 7.27

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (2,1) (1,2)
D (1,2) (2,1)

Таблица 7.28

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (2,1) (1,2)
D (1,2) (0,0)

(а) Можно ли пользоваться теоремой 7.29 для нахождения совершенных 
в подыграх равновесий в этой повторяющейся игре? Объясните 
подробно.

(Ь) Если ответ на пункт (а) отрицательный, то найдите совершенное в 
подыграх равновесие, которое не использует теорему 7.29.

11. Покажите, что повторяющаяся игра с бесконечным горизонтом и со 
стадийной игрой из табл. 7.29 имеет совершенное в подыграх равнове
сие, в котором участники играют (U,L) и используют однопериодные 
наказания.

12. В примере 7.26 совершенный в подыграх профиль стратегий, когда 
фирмы вступают в сговор, — это профиль беспощадных триггерных 
стратегий. Опишите совершенный в подыграх профиль стратегий, 
при котором фирмы вступают в сговор и при котором отклонение от 
обусловленного сговором объема выпуска заставляет фирмы выбирать 
уровень выпуска, при котором они получают нулевую прибыль в тече
ние следующего после отклонения периода; затем они снова производят 
обусловленный сговором объем. [Подсказка: профиль стратегий будет 
выглядеть как профиль в примере 7.30.]

13. В примере 7.27 совершенный в подыграх профиль стратегий, когда 
фирмы вступают в сговор, — это профиль беспощадных триггерных 
стратегий возвращения к равновесию по Бертрану, если любая фирма 
отклоняется. Опишите совершенный в подыграх профиль стратегий, 
при котором фирмы вступают в сговор и при котором отклонение от 
обусловленного сговором объема выпуска приводит к тому, что фирмы 
играют равновесие по Бертрану только в течение ограниченного числа 
периодов.

Таблица 7.29

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

и (2,3) (1,4)
D (1,2) (0,1)
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14. Рассмотрим повторяющуюся игру с бесконечным горизонтом из при
мера 7.27. Выясните, является ли совершенным в подыграх следующий 
профиль стратегий 6: aUi(h°) = p и при t>2

') = Р,
Р><Р?

если htA = (р,р) или Л,_, = (р^р/), />,. > рр 
иначе,

где р'"1 — цена фирмы J в периоде t -1 и pj-1 < р. Это профиль стра
тегий, при котором фирмы в сговоре до тех пор, пока одна из фирм не 
уклонится; в этом случае другая фирма назначает на один период цену 
ниже той, что назначила отклонившаяся фирма. Если уклонившаяся 
фирма не станет снова подрезать цену, то фирмы вернутся к выбо
ру обусловленной сговором цены. Если уклонившаяся фирма снова 
подрежет цены, то другая фирма подрежет цены сильнее. [Подсказка: 
профиль стратегий выглядит аналогично профилю в примере 7.30.]

1 Модель набега на банки с многими игроками (индивидами) можно найти в рабо
те [30].

7.5. Приложения повторяющихся 
и динамических игр
На протяжении последних нескольких разделов мы имели 

возможность убедиться, что для повторяющегося взаимодействия между 
участниками характерно широкое многообразие путей, которые могут быть 
выбраны в игре. Таким образом, несмотря на то что при кооперации мо
гут быть достигнуты взаимовыгодные исходы, необязательно являющиеся 
равновесием игры в стратегической форме, кооперация может быть частью 
равновесной стратегии в повторяющихся играх, поскольку участникам до
ступны доверительные стратегии наказания, которые делают отклонения от 
кооперации невыгодными. Мы также отмечали, что выбор равновесной по 
Нэшу стратегии в каждом периоде представляет собой равновесие в повто
ряющейся игре. В данном разделе мы будем использовать изученный ранее 
материал для понимания природы выигрышей в некоторых многостадийных 
играх, которые часто встречаются в приложениях. Собственно говоря, данные 
примеры не являются повторяющимися играми в чистом виде, поскольку 
стадийная игра в определенном периоде может зависеть от предыстории, 
однако все они достаточно много заимствуют1 из структуры повторяющейся 
игры, для того чтобы все наблюдения о равновесных профилях стратегий 
можно было перенести и на этот класс игр.

Пример 7.32 (набеги на банки, или банковская паника). Рассмотрим двух 
участников, каждый из которых сделал денежный вклад в банк с обещанием 
выплаты процента х. Банк дает взаймы часть вклада инвестору под фикси
рованный процент i > х. Для простоты будем полагать, что каждый из двух 
индивидов вложил одну и ту же сумму денег, скажем Р, в начале периода 1,
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Таблица 7.30

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия Забрать Оставить

Забрать (r + s) (r + s) 
2’2 (2r + s)P,0

Оставить 0,(2r + s)P 8P(l + x),8P(l + x)

а 2Р(1 - г) отдано взаймы инвестору; г представляет собой ставку резерви
рования, которая относится к любому вкладу. Инвестор должен погасить 
кредит в начале второго периода. Если задолженность будет погашена, то в 
начале второго периода у банка окажется 2/7*(1  - г) средств. Оба индивида 
вправе потребовать свои деньги в периоде 1 или в периоде 2. Их выигрыш в 
периоде 1 представлен в табл. 7.30. Если ни один из участников не потребует 
деньги в первом периоде, тогда игра переходит ко второму периоду, хотя их 
выигрыш в первом периоде составит (0,0). Если оба решат забрать деньги 

в периоде 1, то каждый из них сможет получить не более I г + — IР , где 

s — доля вклада, которая может быть получена с инвестора досрочно. Если 
один из участников потребует возврата, то он сможет получить (2r + s)P, 
полную сумму в банке на период 1 (будем предполагать, что Р > (2r + s)P); 
а другой вкладчик получит 0. В любом случае, если деньги будут потребованы 
в период 1, банк обанкротится. Единственным вариантом, при котором банк 
продолжит свое существование, является случай, когда никто не потребует 
денег и игра перейдет к периоду 2.

В периоде 2 инвестор возвращает кредит, в результате чего в банке оказы
вается 2Р(1 + /). Если оба индивида решат забрать свои деньги, то они получат 
Р(1 + х) каждый, а прибыль банка составит 2P(z-x). Матрица выигрышей 
в периоде 2 показана в табл. 7.31. Если ни один из участников не станет 
забирать деньги в периоде 2, то их вклады остаются в банке и продолжат 
приносить доход. Следовательно, если никто из участников не заберет деньги 
в периоде 2, то они будут получать все ту же отдачу х в течение третьего и 
четвертого периодов игры. Игра второго периода изображена в табл. 7.31, 
причем предполагается, что если игроки выбирают (Оставить, Оставить) 
во втором периоде игры, то они заберут деньги в четвертом периоде, получая 
при этом выигрыш 82Р(1 + х)2, что является реальным выигрышем в случае, 
если игра перейдет в четвертый период и индивиды заберут свои деньги 
(после того как банк реинвестирует вклады в третьем периоде). Ясно, что

Таблица 7.31

Игрок 2

Игрок 1

Стратегия Забрать Оставить

Забрать (Р(1+х),/’(1 + х)) (Р(1+х),0)

Оставить (0,Р(1+х)) (82Р(1+х)2,82/’(1 + х)2)
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данный выигрыш будет изменяться в зависимости от того, каким образом 
игра развернется в будущем.

Каждая из стадийных игр имеет равновесные по Нэшу точки. Одним из 
равновесий по Нэшу стадийной игры первого периода оказывается (Забрать, 
Забрать). Равновесиями по Нэшу стадийной игры второго периода являются 
(Забрать, Забрать) и (Оставить, Оставить) при (1+х)>-|-. Отсюда следует, 

о
что следующий двухпериодный профиль стратегий 6 является совершенным 
в подыграх равновесием:

6 и = Забрать, о, 2 = Забрать,

02.1 (Л1) = Забрать, 62,2 (й1) = Забрать.

Для данного совершенного в подыграх равновесия характерен «набег на 
банк», поскольку вкладчики желают вернуть деньги назад. Однако существуют 
и другие совершенные в подыграх равновесия. Рассмотрим следующий про
филь стратегий о‘:

nJл = Оставить, о* 2 = Оставить, 

о21(й*)  = Забрать, o22(h1) = Забрать.

Ясно, что в подыгре с началом в периоде 2 профиль о‘ является равнове
сием при любой предыстории й1 в периоде 1, поскольку стратегия периода 2 
(Забрать, Забрать) представляет собой равновесие по Нэшу в стадийной 
игре периода 2.

Выигрыш любого участника при выборе стратегии о’ в двухпериодной 
игре составляет

8Р(1 + х).

Если один из участников отклонится от текущей стратегии, то наибольший 
возможный выигрыш будет равен (2r + s)P, поскольку игра не дойдет до пе
риода 2. Если фактор дисконтирования 8 достаточно велик, то 8(1 + х) > 2r + s 
(так как 1 > 2г + 5), поэтому участникам невыгодно совершать отклонение 
от о*.  Таким образом, о*  образует совершенное в подыграх равновесие в 
двухпериодной игре. В рассматриваемом совершенном в подыграх равнове
сии игра заканчивается в периоде 2, после того как оба индивида забирают 
свои вклады.

Должно быть очевидно, что существуют и другие совершенные в подыграх 
равновесия, при которых индивиды решат реинвестировать деньги в банк и 
игра продолжится на дополнительные периоды. ■

Следующий пример представляет собой повторяющуюся игру, в которой 
происходит повторение игры торговли из примера 4.19 в течение неограни
ченного числа периодов.

Пример 7.33 (повторяющаяся игра торговли). Напомним, что в приме
ре 4.19 две страны выбирают тарифные ставки с целью максимизации своего 
благосостояния. В каждой стране есть фирма, занимающаяся производством 
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продукции, которая потребляется как в пределах данной страны, так и в 
соседней стране. Фирма может выставлять продукт на внутреннем рынке, а 
может экспортировать в другую страну. На первом этапе игры каждая стра
на устанавливает тарифы. На втором этапе игры, при известных тарифах, 
каждая из фирм решает, сколько стоит продавать на внутреннем рынке, а 
сколько отправить на экспорт. Совершенное в подыграх равновесие данной 
динамической игры анализировалось в примере 4.19.

Теперь рассмотрим дисконтированную повторяющуюся игру, в которой 
данная игра торговли повторяется неограниченное число раз. Вспомним из 
примера 4.19, что общее благосостояние для заданной пары тарифных ставок 
(rj,r2) составляет

.... . (2а -2с -г,)2 а + 2с + г, 2(а-с)-г,
И7 (Л, г2) =------- $—1— +------з—L х L +

а + 2с + г, 2(а-с)-г, 4(а-с)-г.-г2
+------—2-*  ——Y—-~сх—'■........ ......1—2-. (7.18)

Ясно, что максимум данной функции достигается при г, = г2 =0 . В этом 
случае благосостояние, или выигрыш, каждой страны имеет вид

Л Л
W^j(a-c)2. (7.19)

Выражение (7.19) получается путем подстановки г. =г2 =0 в (7.18), если 
учесть, что благосостояние страны составляет половину от общего благосо
стояния.

Используя аналогичный подход, можно показать, что благосостояние 
страны при совершенном в подыграх равновесии в стадийной игре равно

M/>^f(fl-c)2. (7.20)
О 1

Таким образом, выигрыш каждой страны при совершенном в подыграх 
равновесии в стадийной игре меньше, чем выигрыш в случае нулевых та
рифных ставок.

Основная проблема при исходе, когда каждая страна устанавливает тариф
ные ставки на нулевом уровне, состоит в том, что у обеих стран есть стимул 
отклониться в сторону положительной величины тарифа. В самом деле, пусть 
страна 2 назначит г2 = 0. В этом случае выигрыш страны 1 составит

и// (2а-2с-г,)2 а + 2с + г, а-с + г,

а + 2с а-с (а-с + г. а-с\ а-с- 2г.
+ ~3~ 3 +Тр з ■

Если страна 1 будет исходить из максимизации своего благосостояния, 
то установит
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Ее выигрыш в таком случае будет составлять

(7.21)

Отсюда следует, что стране 1 выгодно установить положительный тариф 
в случае, если страна 2 назначит нулевой. То же самое верно и для стра
ны 2.

Теперь убедимся, что в бесконечно повторяющейся игре существует со
вершенное в подыграх равновесие, при котором страны назначают нулевые 
ставки тарифов, т.е. свободно торгуют друг с другом. Как мы увидим, в одном 
из таких равновесий используется (беспощадно) триггерная стратегия, кото
рая реагирует на отклонения страны, назначающей положительный тариф.

Рассмотрим профиль стратегий о*  = (<?*, о*),  где =0 при / = 1,2и для 
/>1:

ст* еслиЛ' = ((0,0),(0,0),...,(0,0)),
'+1,/ [г*,  если h' ^((0,0),(0,0),...,(0,0)).

Из теоремы 7.24 следует, что существует 8 < 1, такое что при всех 8 > 8 
профиль стратегий о*  образует совершенное в подыграх равновесие в игре с 
бесконечным горизонтом. Остается найти подходящее 8.

Из (7.19) нетрудно получить, что дисконтированный выигрыш /-й страны 
в случае отсутствия отклонений составляет

4 . .2 48 , 2^■(о-с) + _ g) (а - с) .

Если страна решит отклониться и назначить положительный тариф, то 
из (7.20) следует, что наибольший дисконтированный выигрыш при этом 
окажется не более чем

(а-с)2 
2

32,58 , .2
+ 81(1-8) с) ’

Таким образом, стране невыгодно будет отклониться в случае, если
4 о 43 (а-с)1 32,58 ,
9 (а с) +9(1_5)(« с) - 2 +81(1_5)(« с) >

9 - 9т.е. при 8 > у? . Следовательно, требуемое 8 = ■ ■

Нетрудно видеть, что последовательно триггерный профиль стратегий 
оказывается не единственным совершенным в подыграх равновесием в повто
ряющейся игре с бесконечным горизонтом; как следует из теорем 7.29 и 7.31, 
определенно есть и другие. Довольно интересным равновесием является такой 
профиль стратегий, при котором обе страны устанавливают тарифные ставки 
на нулевой отметке до тех пор, пока кто-либо не отклонится. Другая страна 
отвечает непомерно высокой тарифной ставкой в следующем периоде, а пос
ле этого каждая страна снова назначает тарифы на нулевой отметке. Более 
детальное описание подобного профиля стратегий предоставляется читателю 
в качестве упражнения. В целом оно повторяет рассуждения примера 7.30.
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Следующий пример имеет дело с оптимальными контрактами. Мы увидим, 
что контракты, основывающиеся на повторяющемся взаимодействии между 
нанимателем и работником, зачастую более эффективны (здесь большая 
эффективность означает больший суммарный выигрыш работника и нани
мателя), чем однопериодные контракты.

Пример 7.34 (повторяющаяся игра с оптимальными контрактами). Ста
дийной игрой данной повторяющейся игры является двухэтапная игра, 
где наниматель (/*)  предлагает либо высокую w, либо низкую w зарплату 
работнику (А). В свою очередь, работник может прилагать высокие усилия 
(Н) или лениться (5). Выигрыш нанимателя выражается объемом выпуска, 
который может быть на высоком уровне Y или на низком уровне 0. В слу
чае когда работник прилагает высокий уровень усилий Н, объем выпуска 
окажется высоким; но если работник уклоняется от работы, то с вероятно
стью р выпуск будет высоким, и с вероятностью 1 - р — низким на уровне 
0. Выигрыш работника u(w,e) = w - е, где w — получаемый уровень зарплаты, 
а е — прилагаемый уровень усилий. В данном случае е = Н, если работник 
трудится усердно, иначе е - 0. Будем предполагать, что Y> Н, в противном 
случае наниматель не сможет выплачивать достаточно для того, чтобы обес
печить высокий уровень усилий работника.

Стадийная игра, изображенная на рис. 7.3, представляет собой двухэтапную 
динамическую игру с совершенной информацией. Совершенным в подыграх 
равновесием стадийной игры является профиль стратегий о*,  такой что

o* P(a) = w, nA(b) = S, o* A(c) = S.

Порождаемый совершенным равновесием исход стадийной игры (w,5) 
оказывается неэффективным, так как работник увиливает от работы вне 
зависимости от предлагаемой зарплаты, а предвидящий это наниматель 
предлагает низкую зарплату ы.

Теперь рассмотрим версию данной игры, повторяющуюся в течение не
ограниченного числа периодов, со следующим профилем стратегий:

О1,р = w, ом = Н ,

d (pY— w,w)

е (Y-w,w—H)

f(pY-w,w)

g (Y~w,w - H)

Рис. 7.3. Стадийная игра повторяющейся игры с оптимальными контрактами

410



ГЛАВА 7. ПОВТОРЯЮЩИЕСЯ ИГРЫ

и при t> 1
a,+ip(/z') = Jw’ еслиА? = {(r,w),(K,w),...,(r,w)}, 

|w, иначе,

А если//={(.,w),(.,w),w)},
[о, иначе.

Таким образом, о представляет собой такой профиль стратегий, при 
котором наниматель сначала выбирает высокий уровень зарплаты и про
должает выплачивать высокую зарплату, пока выпуск остается на уровне Y. 
Работник прилагает высокие усилия Н до тех пор, пока получает высокую 
зарплату w. Покажем, что 6 является совершенным в подыграх равновесием 
в повторяющейся игре с бесконечным горизонтом.

Для доказательства нам потребуется рассмотреть две ситуации. В од
ной из них предыстория подыгры с началом в периоде t + 1 имеет вид 
h' ={(K,w),(y,w),...,(y,iv)}, а в другой — h' ^{(Y,w),(Y,w),...,(Y,w)}. В слу
чае когда вплоть до периода t история h'* {(Y,w),(Y,w),...,(Y,w)}, в каждом 
периоде подыгры с началом в t + 1 наниматель выбирает w, а работник 
выбирает 5. Мы уже видели, что это совершенное в подыграх равновесие 
стадийной игры. Таким образом, можно воспользоваться аргументами, 
аналогичными теореме 7.23, согласно которым о окажется совершенным в 
подыграх равновесием в подыгре с началом в периоде / + 1.

В случае когда история вплоть до периода t имеет вид h‘ = 
= {(K,w),(K,w),...,(K,w)}, то нанимателю невыгодно отклоняться, если

(У - w) + -Д-(рY - w) < (У - w) + Дг(У - w), 
1-0 1-0

т.е. если
Д^<8(1-р). (7.22)

В свою очередь, работник не станет отклоняться в случае

гг + -Д5-(ой’ + (1 - p)w) <(w- //) + -Ду(й/- Я)
I-о 1-о

или
!___ (7 23)

Если выполнены условия (7.22) и (7.23), то ни работнику, ни нанимате
лю не выгодно отклонение от о. Следовательно, о образует совершенное в 
подыграх равновесие при соблюдении условий (7.22) и (7.23). Заметим, что 
при 8 > 0 и р < 1 (7.22) и (7.23) будут выполнены тогда и только тогда, когда 

н ——----- -  < (w - w) < У8(1 - р). Таким образом, пару зарплат (w, w), удовлетво-
8(1 - Р)

ряющую (7.22) и (7.23), можно найти только в случае

Д<82(1-р)2. (7.24)
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Фактически (7.23) позволяет найти оптимальную с точки зрения нанима
теля зарплату, при которой о образует совершенное в подыграх равновесие 
повторяющейся игры с бесконечным горизонтом. Она составляет

. Н W =---------- 1- W8(1-р)+-' (7.25)

Стоит отметить, что оптимальный уровень заработной платы w*  возрастает 
по Н и р. Это кажется разумным, поскольку необходимый уровень зарпла
ты для стимуляции высоких усилий должен быть больше, чем издержки Н 
применения этих усилий. Аналогичным образом, если отклонение от работы 
труднонаблюдаемо (т.е. р достаточно далеко от нуля), то зарплата должна быть 
более высокой, для того чтобы у работника не было стимула отлынивать.

1 Этот пример основывается на результатах следующей работы: Levhary D„ Mirman L. 
The great fish war: An example // Rand Journal of Economics. 1980. Vol. 11. P. 322-334.

Заработная плата w может трактоваться как резервная заработная плата 
работника; т.е. то, что он может получить при трудоустройстве на другое 
место работы. Формула (7.25) показывает, что оптимальный уровень заработ
ной платы выше, чем резервная зарплата работника и, кроме того, содержит 
надбавку. Из (7.25) также следует, что при любой зарплате w>w' контракт, 
согласно которому производится высокий объем выпуска Y и выплачивает
ся w, образует совершенное в подыграх равновесие в игре с бесконечным 
горизонтом. ■

Заключительный пример главы не является повторяющейся игрой, по
скольку стадийная игра зависит от доступного запаса ресурсов, однако она 
содержит много общего с повторяющимися играми и представляет собой 
игру с бесконечным горизонтом, в которой в каждый период два игрока 
участвуют в стадийной игре, в точности как в повторяющихся играх, хотя, в 
отличие от повторяющихся игр, стадийная игра каждого периода не является 
независимой от предыстории.

Пример 7.35 (игра «Добыча ресурсов»)1. Предположим, что два участ
ника потребляют возобновляемый ресурс в течение неограниченного числа 
периодов. Запас ресурсов может достичь максимального показателя К, и

X
в каждом периоде доступный объем ресурса X < К . Пусть х - — доля

Л

от максимально возможного доступного объема запаса, так что х < 1. Если 
запас ресурса (как доля от максимального) на конец периода составляет х, 
то количество доступного ресурса в начале следующего периода окажется 
равным х", где 0 < а < 1. Заметим, что х“ = х при х = 1, т.е. если запас ресурса 
максимален, то далее он не растет. Следовательно, ресурс возобновляется 
при х < 1 и будет расти до максимально возможного объема х = 1. Приме
рами таких ресурсов могут служить запасы рыбы в общественных водах, 
добываемые лесоматериалы, вода, используемая для орошения подземных 
слоев, и, собственно, окружающая среда. Пусть с,л и с,2 — потребление 
ресурса участниками 1 и 2 соответственно в период времени t, и х, — запас 
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ресурса на начало периода t, тогда количество ресурса на конец периода t 
составит х, - с,л - с, 2. Следовательно, запас ресурса в начале следующего 
периода, t + 1, будет равен (х, -с,, -с;2)". Заметим, что ввиду потребления 
ресурса участниками его запас в следующем периоде зависит от их выбора 
в предыдущем периоде.

Вначале рассмотрим случай, когда t = 2. Если х — запас товара на конец 
периода 1, то количество доступного ресурса на начало периода 2 состав
ляет х°. Предположим, что в периоде 2 участники делят доступный ресурс 
поровну, таким образом, каждый потребляет половину. Получаем

. . ха
С2,| - С2.2 - “2” ‘

Следование данному правилу в периоде 2 приводит к тому, что участники 
втянуты в игру «Добыча ресурсов» в периоде 1. Равновесие в периоде 1 зави
сит от запаса ресурса в начале периода, но игроки понимают, что их выбор 
в данном периоде влияет на выигрыш в периоде 2 через запас ресурса на 
конец периода 1, скажем хР Поэтому выбор с1(. игрока i в периоде 1 должен 
максимизировать 

при заданном выборе с1у., j*i  игрока J в периоде 1. Из условий первого 
порядка имеем

1 _ аб
Ct.i ■*!  ~ С1.1 ~ С|,2

Можно проверить, что здесь имеет место условие второго порядка для 
максимума. Отсюда следует, что наилучший отклик игрока 1 в периоде 1 — это

<1(х1,С,,2) = ^^. (7.26)

Отметим, что (7.26) представляет собой наилучший отклик игрока 1 при 
условии, что в периоде 2 весь доступный запас ресурсов распределяется 
поровну. Аналогичным образом, наилучший отклик игрока 2 в периоде 1 
имеет вид

<2(x1,c1,1) = ^f^. (7.27)

Из (7.26) и (7.27) теперь следует, что равновесная стратегия в периоде 1 
задается парой (Oi.1(x1),o* 2(x1)), где

<(^) = <2(^)-2^5- ' = U. (7.28)

Таким образом, (7.28) дает симметричный равновесный профиль страте
гий о‘, который задается

= (7.29)
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Теперь перейдем к поиску симметричного совершенного в подыграх 
равновесия в игре с тремя периодами. Ясно, что равновесная стратегия в 
периоде 2 окажется аналогичной тому, что мы имели в периоде 1 для случая 
двух периодов. То есть для i = 1,2

<«0)

Таким образом, игроки будут действовать в периоде 1, учитывая данные 
выборы в периодах 2 и 3. Задача игрока 1 состоит в выборе с,, в периоде 1 
при условии, что в периоде 2 будет сыграно равновесие (7.30). Заметим, что 
решения о потреблении в периоде 2 зависят от х2, количества доступного 
ресурса на начало периода 2. Для любого х2 выигрыш игрока 1 в периодах 2 
и 3 при использовании равновесных двухпериодных стратегий равен

( Х2 Х2 ]

■ » (х2 — с2 л — с2 2) 1 х2 si V 2 2 + Г/8 2 + а8)

1 В литературе эту функцию часто называют оценочной функцией (оценкой, функцией
оценки). Она указывает на выигрыш, который получит игрок, если все игроки в будущем
используют свои равновесные стратегии.

In с2. + 8 In — ----- ——— = In , < + 8 In -------------- z----------- — =24 2 2 + a8 2

= In n %2 g + <?8In ~ x2 = (1 + 8)lnx2 + A , (7.31)
2 + «8 2 + 08 2

где A — выражение, которое зависит от констант а и 8 и не зависит от х2. 
Выражение (7.31) — выигрыш игрока 1 в периодах 2 и 3 в случае, когда 
игроки применяют равновесные стратегии в периоде 21 * *. Таким образом, 
игроку 1 предстоит выбрать с,л с целью максимизации

(х, - с,, - С, , )"
In cu + 8(1 + о8) In —---- + .

Из условия первого порядка для максимума функции выигрыша игрока 1 
по переменной с,, имеем

1 д8(1+д8)
C1,l 'Vl ~ С1.1 - С1,2

Из этого следует, что наилучший отклик игрока 1 в периоде 1 состав
ляет

•/ ч Х1-С1.2
C1-1(-V”C12) 1 + «8W82 ’

Снова заметим, что условие второго порядка на максимум выполнено. 
Совершенно аналогично получается, что наилучший отклик игрока 2 в пе
риоде 1 равен

<2Ui^1.1)=1+^ + ^282 •
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Следовательно, равновесная стратегия в периоде 1 задается как

°1,1 (*1 ) = СТ1.2 (*1 ) =
2 + йЗ + д282 (7.32)

Равновесная стратегия в периоде 1 в формуле (7.32) отличается от того, 
что было получено для равновесной стратегии в случае двух периодов. На 
самом деле можно показать, что если в игре п периодов, то равновесная 
стратегия периода 1 имеет симметричный вид:

X,п*. 1(х1) = о’2(х1) =
2 + а8 + а282 +--- + а"~18"-'

(7.33)

Интересно, что равновесные стратегии периода 1 явным образом полу
чены из осознания того, что в следующем периоде, т.е. в периоде 2, игроки 
выберут равновесные стратегии при заданном количестве ресурса х2 в начале 
этого периода. Таким образом, метод нахождения равновесных стратегий 
в каждом из периодов является методом обратной индукции. В силу этого 
очевидно, что получаемые равновесные профили стратегий оказываются 
совершенными в подыграх.

Используя выражение для равновесных стратегий в (7.33), можно вывести 
равновесные стратегии для игры с бесконечным числом периодов. Равно
весная стратегия игрока z, i = 1,2, в периоде t при симметричном равновесии 
имеет вид

О* !(*,)  = о; 2 (*1 ) =------------ ---------------- i—i------= • (7.34)1,1 ' 112 17 2 + аЗ + а232 + • • • + а',"18л~ +■•■ 2-яЗ

Важно отметить, что стратегия в каждом периоде t > 1 представляет собой 
функцию от переменной запаса ресурса только на начало данного периода 
и не включает всю историю. Подобные стратегии, зависящие напрямую 
лишь от состояния игры на начало каждого периода, называются марков
скими стратегиями, и, если они оказываются совершенным в подыграх, как 
в данном случае, то равновесные стратегии носят название совершенных 
марковских стратегий.

Совершенные в подыграх равновесия показывают нам, что произойдет, 
если игроки станут использовать ресурс с целью максимизации своего 
дисконтированного выигрыша при заданном потреблении ресурса другим 
игроком. Это порождает определенную скорость добычи. Важный вопрос, 
который естественно здесь возникает, состоит в том, является ли результи
рующая совокупная скорость потребления при равновесии эффективной. 
Вспомним, что потребление ресурса оказывается эффективным, если оно дает 
максимум суммы полезностей двух игроков или максимизирует совокупное 
благосостояние. Следовательно, в случае двух периодов, когда каждый из 
игроков потребляет с единиц ресурса в первом периоде, сумма полезностей 
на протяжении двух периодов составляет

J. ,. (х}-2с)а
2 1пс + 81п—-----
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Условие первого порядка на максимум имеет вид

1 _ 2а8 
с х, - 2с ’

что дает эффективный уровень потребления игрока в периоде 1

2(1+aS) '
(7.35)

Если рассматривать игру с тремя периодами, то сумма полезностей со
ставит

2 Inc + Slno + SMn-^y-

= 2[1пс + 3(1 + aS)lnx2 + 8Л'].

Первое равенство здесь следует из того, что в случае трех периодов уровень 
потребления игрока в периоде 2 будет задаваться подобным формуле (7.35) 
выражением, а А' отражает некоторое выражение, включающее константы а 
и 3. Выражение = 2[(1 + aS)lnx2 + А'] представляет собой функцию оценки в 
периоде 2, когда потребление обоих участников в этом периоде установлено 
на эффективном уровне. При заданной функции оценки второго периода 
совокупное благосостояние в периоде 1 имеет вид

2 1пс + 3(1 + аЗ)1п-^-^- + ЗЛ' .

Условие первого порядка на максимум данной функции по с, т.е. по
треблению в периоде 1, дает

1 _ 2a8(l + a8)
с Xj - 2с ’ 

следовательно,
Л х,
а =----------1.

2(1 + a8 + a282)

Можно показать, что в случае п периодов эффективный уровень потреб
ления в периоде 1 при условии одинакового потребления игроками равен

С1(Х1) 2(1+a8 + a282 +- + а"ч8"-1)

Если рассмотреть игру с бесконечным числом периодов, для любого t > 1 
получим

£,(х,)=*' (1~^-. (7.36)
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Различие между равновесным и эффективным уровнем потребления 
лучше всего видно при сравнении потребления ресурса в каждом периоде в 
формулах (7.34) и (7.36). Легко видеть, что

х,(1 -о8) х,(1 -аб) 
2-а8 > 2 '

Отсюда следует, что потребление ресурса в равновесии больше, чем эффек
тивный уровень потребления для любого начального запаса xt > 0.

Упражнения
1. Пусть в примере 7.32 резервные требования составляют г = 0,1, процент, 

выплачиваемый банком, равен х = 0,04 и только 50% вклада может 
быть получено обратно, если потребовать его досрочно, т.е. s = 0,5. 
Найдите критическое значение 8, при котором решение не требовать 
вклад является равновесием.

2. Найдите критическое значение 8, при котором продолжать размещение 
вклада в банке после второго периода является частью равновесной 
стратегии вкладчика в условиях упражнения 1.

3. Рассмотрим пример 7.34. Пусть Y = 100 долл, в час, р = 0,5, //эквивален
тно 20 долл, и резервный уровень заработной платы равен w = 10 долл, 
в час. Найдите w как функцию от 8. Покажите, что w*  убывает по 8.

4. Рассмотрим пример 7.34. Пусть Y= 100 долл, в час, р - 0,5, //экви
валентно 30 долл, и 8 = 0,9. Можно ли найти оптимальный уровень 
заработной платы w ? Поясните.

5. Как изменится пороговое значение 8 в упражнении 1 при росте вели
чины г резервных требований? А что произойдет, если 5 снизится, т.е. 
инвестиции банка станут более рисковыми?

6. Покажите, что если в примере 7.32 ставка дисконтирования 8 достаточ
но высока, для того чтобы продолжение размещения вклада в периоде 2 
являлось равновесной стратегией, то она будет достаточно высокой и 
для того, чтобы решение не требовать средства было равновесием в 
периоде 1.

7. В примере 7.33 утверждалось, что если страна назначит нулевую став- 
. , а-ску тарифа, то другая страна установит ставку тарифа на уровне j ■ . 

Докажите это.
8. Уравнение (7.20) задает уровень благосостояние страны в совершенном 

в подыграх равновесии стадийной игры примера 7.33. Убедитесь в том, 
что это действительно так.

9. Покажите, что в примере 7.34 оптимальный уровень заработной пла
ты w возрастает по р, т.е. по вероятности незамеченного отлынивания 
от работы. Объясните, почему это оправданно.

10. В игре «Добыча ресурсов» из примера 7.35, в которой участники из
влекают ресурс на протяжении двух периодов, равновесные выборы в 
периоде 1 получены в предположении, что в периоде 2 игроки поделят 
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остаток поровну. Покажите, что равновесные выборы участников в 
периоде 1 в точности совпадут с выборами в (7.30), если в периоде 2

1 „ к-1один из участников получит у единиц ресурса, а другой —у— единиц 
ресурса.

11. Покажите, что уравнение (7.33) определяет однопериодную равно
весную стратегию для случая п периодов с помощью математической 
индукции. То есть предположите, что имеется результат для случая 
(п - 1)-го периода, и покажите, что он справедлив и дтя случая п пе
риодов.

12. Покажите, что выражение (7.35) определяет эффективный уровень 
потребления в периоде 1 в случае п периодов с помощью математи
ческой индукции. То есть предположите, что формула верна в случае 
(л - 1) периодов, и исходя из этого установите ее справедливость для 
п периодов.

13. Существует ли совершенное в подыграх равновесие в бесконечной пов
торяющейся игре «Добыча ресурсов», в которой игроки потребляют на 
эффективном уровне? Если да, то найдите соответствующее пороговое 
значение дисконтирующего множителя 8.

14. Существует ли совершенное в подыграх равновесие в повторяющейся 
игре с бесконечным горизонтом из примера 7.33, отличное от профиля 
беспощадных триггерных стратегий, в которых страны устанавливают 
в равновесии нулевые ставки тарифа? [Подсказка: воспользуйтесь ме
тодом из примера 7.30.]

15. В примере 7.34 профиль стратегий, образующих совершенное в подыг
рах равновесие (приводящих к контракту с высокой заработной пла
той и высоким выпуском), — это профиль беспощадных триггерных 
стратегий. Найдите профиль стратегий, образующих совершенное в 
подыграх равновесие, которые не являются беспощадно триггерными, 
но также приводят к контракту с высокой заработной платой и высоким 
выпуском. [Подсказка: воспользуйтесь методом из примера 7.30.]



Глава 8 СЕКВЕНЦИАЛЬНАЯ
РАЦИОНАЛЬНОСТЬ

Рассмотренная в гл. 4 концепция совершенного в подыграх 
равновесия проявляет себя исключительно в контексте динамических игр. 
Совершенные в подыграх равновесия можно трактовать как равновесия по 
Нэшу, удовлетворяющие критерию секвенциальной рациональности. То есть 
совершенство в подыграх гарантирует, что игроки действуют рационально в 
течение всей игры.

Однако совершенство в подыграх ничего не говорит о секвенциальной 
рациональности в случае, когда динамическая игра не содержит подыгр. Это 
достаточно серьезная проблема, поскольку многие классы динамических игр 
не имеют собственных подыгр. Например, в динамических играх, возника
ющих в ситуациях, где участники обладают различной информацией, может 
и не быть собственных подыгр.

Проблема является важной, потому что в отличие от равновесия по Нэшу 
в стратегической игре не любое равновесие по Нэшу динамической игры пре
доставляет убедительное решение игры. Мы уже видели это в случае динами
ческих игр с подыграми. Те же проблемы возникают с равновесием по Нэшу в 
динамических играх без подыгр. Совершенное в подыграх равновесие по Нэшу 
представляется обоснованным решением, поскольку если в процессе игры до
стигается некоторый узел дерева, то оно остается решением и для оставшейся 
части игры. Таким образом, можно заявить, что совершенный в подыграх про
филь стратегий удовлетворяет секвенциальной рациональности, так как в процессе 
игры (в любом текущем состоянии игры) рационально продолжать играть в 
соответствии с данным профилем стратегий. Но тогда напрашивается вопрос о 
том, что могло бы означать для равновесия по Нэшу требование быть секвен
циально рациональным в динамической игре, не содержающей собственных 
подыгр. В данной главе мы ответим на этот вопрос, рассмотрев секвенциальные 
равновесия, и по ходу опишем один из принципов, в соответствии с которым 
равновесие по Нэшу может быть секвенциально рациональным.

Тематика совершенства в подыграх и секвенциального равновесия играет 
важную роль в современных публикациях по теории игр и является частью 
современных исследований. Впервые появившись в работах Р. Зельтена [75; 
76], она получила развитие у Д.М. Крепса и Р. Уилсона [46]. В ряде случаев 
эти концепции были усовершенствованы, см., например, И.К. Хо (или Чо) 
и Д.М. Крепе [23].

Глава начинается с примера рынка «лимонов», который будет служить 
мотивом для остальной части главы, поскольку в нем рассматривается дина
мическая игра, не имеющая собственных подыгр. Далее обсудим стратегии и 
ожидания, согласованность ожиданий и ожидаемые выигрыши и, наконец, 
определим секвенциальное равновесие. В конце главы будут разобраны не
которые приложения секвенциальных равновесий.
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8.1. Рынок «лимонов»
Это пример игры двух лиц, в которой один из участников 

обладает большей информацией, чем другой. Пример представляет собой 
стилизованную версию рынка «лимонов»1. На рынке продается два вида 
автомобилей: высококачественные и низкокачественные2, причем оба вида 
встречаются одинаково часто3. На таком рынке продавец обычно имеет ре
зервную цену ph для автомобиля с высоким качеством (самая низкая среди 
цен, по которым он согласен продать высококачественный автомобиль) и 
резервную цену р, для автомобиля с низким качеством (самая низкая среди 
цен, по которым он согласен продать низкокачественный автомобиль). 
В свою очередь покупатель имеет свои резервные цены: резервная цена h 
за автомобиль с высоким качеством (самая высокая среди цен, по которым 
он согласен купить высококачественный автомобиль) и резервная цена / за 
автомобиль с низким качеством (самая высокая среди цен, по которым он 
согласен купить низкокачественный автомобиль). Для того чтобы гаранти
ровать эффективность рыночных сделок, будет считать, что h> ph и / > рг 
Также будем полагать, что резервные цены h, I, ph и известны всем игрокам. 
Предположим также, что h>l и ph > р,. На таком рынке продавец подер
жанного автомобиля обычно имеет больше информации о его качестве, чем 
покупатель.

' Игра «Лимоны» — версия рынка «лимонов», который анализировал Джордж Акер- 
лоф в своей эпохальной статье «The market for lemons: Quality uncertainty and the market 
mechanism» (Quarterly Journal of Economics. 1970. Vol. 89. P. 488-500).

Рус. пер.: Акерлоф Д. Рынок «лимонов»: неопределенность качества и рыночный 
механизм. Thesis. 1994. Вып. 5 <http://portal.ufrf.ru/Www/Kbhiab/data/store/01cdd4e7- 
5cf2-4962-b40a-9d2e353dle07/Akerlof_Dzh._Rinok_limonov_neopredelennostj_kachestva_i_ 
rinochnij_mehanizm.pdf?>.

2 «Лимоны» на жаргоне дилеров рынка подержанных автомобилей — автомобили 
низкого качества. — Примеч. пер.

3 В действительности предполагается, что они одинаково часто встречаются как по
тенциальные объекты купли-продажи. Фактически при определенных обстоятельствах 
продаваться будут только автомобили низкого качества, что мы и увидим в дальнейшем. 
То есть встречаться они будут не одинаково часто. — Примеч. ред.

4 В действительности диаграмма не вполне точно отражает этот процесс: из дальнейшего 
его вербального описания будет ясно, что как владелец машины высокого качества, так и 
владелец «лимона» в принципе могут просить за него любую цену, а не только ph или р,, 
как это указано на диаграмме. Впрочем, скорректировать эту диаграмму соответствующим 
образом не составляет особого труда. — Примеч. ред.

Посмотрим теперь на динамическую игру, описывающую ситуацию, ког
да продавец подержанного автомобиля выставляет его на рынок. Природа 
раскрывает продавцу (игрок 1) качество автомобиля (G — высокое, В — низ
кое), и далее он решает, назначить за автомобиль высокую ph или низкую р, 
цену. Покупатель (игрок 2) ничего не знает о качестве автомобиля, но видит 
анонсированную продавцом цену р. Затем игрок 2 должен решить, покупать 
ли ему этот автомобиль. Процесс последовательного разыгрывания описан 
игрой, представленной на рис. 8.14.
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Ясно, что эта динамическая игра с несовершенной информацией не 
содержит каких-либо подыгр, т.е. равновесие по Нэшу на первый взгляд 
может показаться секвенциально рациональным. Однако как только будет 
достигнуто информационное множество игрока 2, непонятно, как он станет 
действовать (или что является рациональным действием игрока 2), поскольку 
он не знает качество выставленного на продажу автомобиля. Если у игрока 2 
сформировались ожидания относительно качества автомашины, он может 
принимать решение на основании этих ожиданий. Но тогда возникает во
прос: Каковы должны быть ожидания рационального игрока на информационном 
множестве игрока 2.

Каковы бы ни были ожидания игрока 2 в его информационном множес
тве, они должны быть «рациональными». Один из способов проверки рацио
нальности ожиданий состоит в том, чтобы проверить их согласованность с 
предполагаемыми выборами игроков. В игре «Лимоны» может показаться 
разумным ожидание того, что

• если игрок 2 (или покупатель) видит, что указанная цена р близка к ph, 
то он должен ожидать, что автомобиль высокого качества;

• если он видит, что указанная цена р близка к pt, то он должен ожидать, 
что автомобиль низкого качества («лимон»).

Но если игрок 1 (продавец) знает это, должен ли он установить высокую 
цену за высококачественный автомобиль и низкую цену за низкокачествен
ный автомобиль? Конечно же, нет: он установит высокую цену за любой 
автомобиль! Мы понимаем, что такие ожидания игрока 2 несовместимы с 
выборами, которые совершает игрок 1 при подобных ожиданиях игрока 2.

Более того, тщательный анализ позволяет понять, что высокая цена на 
выставленный на продажу автомобиль не должна заставить игрока 2 верить, 
что по высокой цене продавец предлагает высококачественный автомобиль.

421



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

Следовательно, игрок 2 должен ожидать, что продаваемый за высокую цену 
автомобиль с равной вероятностью может быть как высококачественным, 
так и низкокачественным. В таком случае покупатель (действующий рацио
нально) приобретет автомобиль только тогда, когда ожидаемая ценность 
покупки превосходит ожидаемую ценность отказа от нее. То есть покупка 

совершится в случае, если j(/z - р) + j(/ - р) > 0, или

p<±(/i + /).

Если продавец назначит цену р свыше этой, то (рациональный) покупатель, 
который ожидает, что качество автомобиля может быть высоким и низким 
с равной вероятностью, не купит машину. Таким образом, если в данной 
динамической игре цена р> ph, то покупатель ожидает, что автомобиль 
стоит h с вероятностью 1/2 и / с вероятностью 1/2, поскольку по такой цене 
предлагаются оба типа автомобилей. То есть покупатель (игрок 2) ожидает, 
что находится в узле X с вероятностью 1/2 и в узле Y с вероятностью 1/2; 
см. рис. 8.1. В этом случае «осмысленные ожидания» игрока 2 на информа
ционном множестве I, = {X, Y} задаются соотношением

/>({*})  = Р({У}) = |.

Если же ph> р> р,, то игрок 2 знает, что высококачественные автомобили 
не выставлены на продажу и на рынке только низкокачественные автомобили. 
Следовательно, если покупатель видит цену р ниже, чем ph, то он должен 
быть уверен, что находится в узле N. В этом случае осмысленные ожидания 
игрока 2 на информационном множестве I2 ={M,N} имеют вид

Р({М}) = 0 и P({N}) = 1.

Итак, обратим внимание, что возможны два случая.

Случай I. у(Л + /)> рк.

В этом случае, поскольку цена p = -^(h + I) больше или равна резервной 

цене рь продавца за высококачественный автомобиль, по этой цене он будет 
выставлять на продажу оба типа автомобилей. Покупатель ожидает, что на 
рынке предлагаются оба типа автомобилей, и оба типа будут предлагаться 
и продаваться по цене р, ожидаемой ценности для покупателя. Поскольку 
в данном случае ожидаемый выигрыш покупателя равен нулю, он купит 
автомобиль за такую цену.

Случай II. ph >^(h + l).

В этом случае если за автомобиль предлагается цена р = ~(й. + /), то про

давец высококачественных автомобилей не станет выставлять его на прода
жу. Таким образом, на продажу предлагаются только автомобили низкого 

422



ГЛАВА 8. СЕКВЕНЦИАЛЬНАЯ РАЦИОНАЛЬНОСТЬ

качества. Покупатель будет знать, что достигнут узел N, и, следовательно, 
предложит заплатить максимум / долл. В этом случае продаются и покупа
ются только автомобили низкого качества, цена на которые устанавливается 
где-то между р, и / '.

В рассмотренной динамической игре мы видели, что ожидания игроков 
играют крайне важную роль. Важно также иметь в виду, что ожидания долж
ны быть до известной степени осмысленными. Иначе говоря, при заданной 
цене р

(1) ожидания покупателя согласованы со стимулами продавца;
(2) стратегия покупателя является оптимальной при его ожиданиях отно

сительно оптимальной стратегии продавца.
Таким образом, как представляется, мы получили в каждом случае «рав

новесие», основанное на некоторых согласованных ожиданиях — ожиданиях, 
которые согласованы с оптимальными стратегиями покупателя и продавца. 
На самом деле мы только что дали эвристическое описание понятия сек
венциального равновесия для игры «Лимоны». В следующем разделе будет 
представлено полное описание данной концепции.

Теперь убедимся, что описанное ранее интуитивное равновесие в дей
ствительности образует равновесие по Нэшу в игре «Лимоны».

Пример 8.1 (игра «Лимоны»). Для проверки того, что описанный выше 
процесс ведет к равновесию по Нэшу, нужно изобразить дерево игры «Ли
моны». Собственно говоря, поскольку цена р>0 может принимать бес
конечное множество неотрицательных значений (0<р<°°), дерево этой 
игры в действительности имеет бесконечно много узлов. Чтобы понять это, 
заметим снова, что игра начинается с того, что природа раскрывает качество 
автомобиля продавцу (игроку 1): В (низкое) или G (высокое). После этого 
продавец назначает цену р за автомобиль. В случае если автомобиль высокого 
качества, игра переходит в узел X, а в противном случае — в узел Y. Дерево 
игры изображено на рис. 8.2. Таким образом, множество {X, У} является ин
формационным множеством игрока 2. Ясно, что для узлов X и Yесть беско
нечно много возможностей, представленных точками на лучах ОХ и O'Y.

Теперь обсудим стратегии каждого игрока. Стратегия продавца — это 
просто цена р>0 (объявляемая цена за автомобиль). Стратегия s покупа
теля — функция, определенная на узлах X и Y и принимающая значения b 
(покупать) или nb (не покупать). Поскольку узлы X и Yоднозначно опреде
ляются значением цены р, можно рассматривать стратегию 5 игрока 2 как 
функцию 5: [0,о°) ~^{b,nb}. Как и ранее, будем различать два случая.

Случай I. -^-(й + /)> ph.

1 Если процесс торга, как это отображено на диаграмме (рис. 8.1), последовательный, 
то, воспользовавшись преимуществом первого хода, продавец предложит цену /, на ко
торую покупатель согласится. Фактически автор предположил (и использовал) наличие у 
продавца такого преимущества при анализе случая I. — Примеч. ред.
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Нетрудно понять, что функции выигрышей игроков имеют вид

И1(р,5) =
1 /

О,

если s = b\ 

если 5 = nb,

u2(p,s) =
^(h + l)-p, 

.0,

если s = b, 

если s = nb.

Тогда профиль стратегий (p*,s ‘), определенный соотношениями

является равновесием по Нэшу.

если у(Л + /)> р, 

если у(й + /) < р

Случай II. ph >^(И + 1).

В этом случае продавец понимает, что покупатель ни в коем случае не 

станет приобретать автомобиль дороже, чем за -^(И + Г), и что на рынке

1 На стадии, когда первый игрок не знает «своего типа», т.е. качества своего автомобиля 
до сообщения природы. — Примеч. ред.
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будут только автомобили с низким качеством. Это значит, что функции 
выигрышей участников

р-р,, если s = b,
О, если s = nb,

u,{p,s) =

u,(p,s) = l 2 
.0,

~Р,

Тогда профиль стратегий (р*,/),  такой что

1 Но покупатель знает, что по такой цене он может приобрести только автомобиль 
низкого качества, поэтому его выигрыш несколько отличается от указанного. — Примеч. ред.

2 Иногда в русскоязычной литературе используют альтернативный термин «вера». — 
Примеч. пер.

* I */  \Р = / И S (/>) =
\nb.

если s = b\

если s = nb.

если / > р, 
если I < р

является равновесием по Нэшу. Предоставим читателю самостоятельно 
проверить, что указанные профили стратегий — равновесия по Нэшу в игре 
«Лимоны». ■

Пример с «лимонами» является поучительным по крайней в двух аспек
тах. Во-первых, это динамическая игра, в которой нет собственных подыгр. 
Во-вторых, при определении равновесного решения решающую роль играли 
ожидания. Оба этих аспекта важны для игр с несовершенной информацией, 
и их необходимо явно учитывать при нахождении равновесий. Конечно, 
должно быть понятно, что не любые ожидания могут быть оправданными. 
Например, ожидания того, что продавец низкокачественного автомобиля 
объявит об этом покупателю, вряд ли обоснованны. Концепция секвенци
ального равновесия предназначена для того, чтобы иметь дело именно с 
этими аспектами.

Упражнения
1. Есть ли собственные подыгры в игре, изображенной на рис. 8.1?
2. Удостоверьтесь в том, что профили стратегий из примера 8.1 — дей

ствительно равновесия по Нэшу в игре «Лимоны».
3. Найдите равновесие по Нэшу в игре «Лимоны», если две трети от числа 

всех автомобилей имеют низкое качество.
4. Если в игре «Лимоны» игроки заставят продавцов сертифицировать ка

чество продаваемых автомобилей, как бы вы модифицировали игру?

8.2. Ожидания1 2 и стратегии
В предыдущем разделе мы показали, что ожидания играют 

важную роль при поиске решений. Отмечалось также, что обоснованные 
ожидания должны быть согласованы с тем способом, которым разыгрыва
ется игра. В этом разделе способ описания ожиданий будет изложен строго.
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Позже станет ясно, что ожидания играют решающую роль при определении 
секвенциального равновесия. Начнем с двух важных понятий.

• Пусть Т = {A'1,...,jV/} — информационное множество игрока i в дина
мической игре. Ожидания игрока i на его информационном множестве 
I — это функция цг : Т -»[0,1], которая ставит в соответствие множес
тву узлов информационного множества Т распределение вероятностей 
(на этом множестве), т.е. цг : Т —> [0,1] — функция, удовлетворяющая 

/
соотношению ^ц-ДЛ^) = 1. Значение цДЛу) трактуется как ожидание 

/■=1
игроком z, (т.е. вероятность) того, что достигнут узел Nr. На рис. 8.3, а 
изображены ожидания игрока, которому принадлежит информационное 
множество {^,^,7^}.

• Далее предположим, что игроку i принадлежат информационные множе
ства {Z]', Zj,..., } (так что множество всех узлов, принадлежащих игро
ку i, составляет Т'г), и пусть ц • — ожидания игрока i на его инфор
мационном множестве Т‘Г .Тогда X,--мерный набор ц,- =(ц ;,Ц Ц,- )
образует систему ожиданий (мировоззрение) игрока i. 1 2

• Система ожиданий в динамической игре с несовершенной информацией 
представляет собой «-мерный набор ц = (ц1,...,ц,!), где ц,- — ожидания 
каждого игрока /.

Следующее понятие — это поведенческая стратегия игрока, которая рас
пространяет концепцию профиля стратегий на динамические игры, учитывая 
их структуру.

• Поведенческая стратегия л,- игрока i — это функция, которая определяет 
вероятностное распределение на ребрах каждого узла информационного 
множества, принадлежащего игроку I. Другими словами, если информа
ционное множество I - {ЛД.принадлежит игроку i и множество 
ребер при каждом узле информационного множества Т одинаково и 
составляет £ = {1,2,.. .,т} , то л,- определяет вероятностное распределение 
лг : 8 -»[0,1], где £лг(г) = 1. Число лДг) = л,(г) рассматривается как 

Рис. 8.3. Ожидания для {ЛулуЛД (я); поведенческие стратегии (б)
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вероятность выбора игроком / ребра г е £ при достижении инфор
мационного множества I. На рис. 8.3, б представлены два примера 
поведенческих стратегий игроков 1 и 2.
Пусть, как и ранее, игроку i принадлежит информационное множество 
{27,т;,...,:Т>';}. Предположим, что ребра в каждом узле 1‘г можно иден
тифицировать с элементами множества £'г = {1,2,...,т‘г}. Предположим 
далее, что : £'г —> [0,1] — распределение вероятностей для игрока i, 
описанное выше. Тогда набор Z, элементов л,-= (л ,,л ,,...,л , ) в точ
ности является поведенческой стратегией игрока i. 1 2

• Профиль поведенческих стратегий в динамической игре и лиц — это 
«-мерный набор л = (л1,л2,...,л„), где л; — поведенческая стратегия 
игрока /.

• Говорят, что профиль поведенческих стратегий в динамической игре 
п лиц является вполне смешанным, если каждый выбор в каждом узле 
осуществляется с положительной вероятностью.

Предположим, что для заданной динамической игры п лиц определен 
профиль поведенческих стратегий л = (л1,л2,...,л„). Для упрощения обо
значений примем следующие соглашения.

• Пусть NkNt — некоторое ребро, принадлежащее игроку z. Вероятность 
перейти из Nk в N, будем обозначать через it(NkNl) вместо ni(NkNl).

• Аналогичным образом, вероятность перехода из узла в узел Nm будет 
записываться в виде

л(А1А,„) = л(А1А2)л(А2А3)-л(А,Аи) ,

где jV, -> N2 -э А3 ->-----> Nk —> Nm — единственный путь, соединяю
щий Aj с Nm. Если не существует пути, соединяющего и Nm, то

лЦ^т) = 0.

• Если N — произвольный узел, отличный от корня дерева игры, будем 
записывать л(7?А) как n(N), т.е. л(У) - n(RN). Число n(N) представляет 
вероятность достижения узла N начиная от корня R.

Внимательный читатель наверняка заметил, что с учетом принятых согла
шений вполне смешанный профиль стратегий автоматически естественным 
образом порождает ожидания. Покажем это на следующем примере.

Пример 8.2. Рассмотрим динамическую игру, представленную на рис. 8.4. 
В этой игре вполне смешанный профиль стратегий л задается следующим 
образом:

(1) игрок 1 выбирает а с вероятностью 0,1 и b с вероятностью 0,9;
(2) игрок 2 делает следующий выбор в своем информационном множестве: 

Тс вероятностью 0,1 и В с вероятностью 0,9; и, наконец,
(3) при достижении одного из своих информационных множеств игрок 1 

выбирает L и L' с вероятностями 0,1 и R и R' с вероятностями 0,9.
Если это профиль поведенческих стратегий, то возникает вопрос:
• Какие ожидания должны быть у игроков относительно того, какие узлы 

достигнуты в их информационных множествах?
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Очевидно, игрок 2 должен ожидать, что находится в верхнем узле X с 
вероятностью 0,1. А что должен ожидать игрок 1 при достижении своих 
информационных множеств после хода игрока 2? Каковы должны быть, 
в частности, его ожидания на информационных множествах Т, ={£,£} и 
Т2={С,Я}?

Если игрок 1 достиг информационного множества то это означает, 
что он выбрал а в начальном узле. Информация о том, что он находится в 
информационном множестве должна использоваться для формирования 
ожиданий о том, какой из узлов был достигнут. Один из способов сделать 
это состоит в применении знакомой нам формулы Байеса (см. теорему 3.13), 
которая уже использовалась при изучении последовательного принятия 
решений.

Таким образом, если л(£) — вероятность того, что начиная с корня дере
ва достигнут узел Е, а ti(E\T}) — условная вероятность того, что достигнут 
узел Е, при условии, что достигнуто информационное множество то 
согласно формуле Байеса эта вероятность равна

, Г|Т V _ <2] |£)тс(£) п(Е)
v 117 п(1, |£)л(£) + 71(2, |£)л(£) п(Е) + л(£)'

Следовательно, в этом случае имеем

0,1x0,1 _ 0,01
л(£|2‘)- о,ixo, 1 + о, 1x0,9 " 0,01+0,09 ~ ’

Другими словами, после корректировки своих ожиданий на основе инфор
мации о поведенческой стратегии л игрок 1 приходит к заключению, что 
вероятность оказаться в узле £ составляет 0,1, хотя на начало игры вероят
ность достичь узла £ информационного множества I, была равна 0,01.

Таким образом, игрок 1 использует дополнительную информацию о том, 
что произошло в игре, для корректировки исходных вероятностей. Выражаясь 
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иначе, игрок 1 скорректировал ожидания секвенциально обоснованным спо
собом. Если игрок 1 проделает это в каждом узле своего информационного 
множества, то ожидания будут иметь вид

л(£|1,) = 0,1, n(F\Z}) = 0,9,

л(£|12) = 0,1, n(F|Z2) = 0,9 .

Ясно, что только такие ожидания являются согласованными с поведен
ческим профилем стратегий л, и поэтому только они представляются обос
нованными при заданном профиле поведенческих стратегий. ■

Предположим теперь, что л — вполне смешанный профиль поведенческих 
стратегий в динамической игре и лиц и I = {Ni,N2,...,Nl} —информационное 
множество. Тогда, как и в примере 8.2, легко видеть, что 

P(W,.|2) =
n(Nr)

для любого г = 1,...,7. Это показывает, что каждый вполне смешанный 
профиль стратегий автоматически порождает «рациональные» ожидания. 
Сформулируем это важное наблюдение в форме определения.

Определение 8.3. Пусть л — вполне смешанный профиль поведенческих 
стратегий в динамической игре п лиц. Тогда ожидания цл, порождаемые л, 
определяются в любом узле Nr произвольного информационного множества 
I = {Nl,N2,...,Nl} по формуле

^(Nr)=P(Nr\T)= .

Заметим, что если профиль поведенческих стратегий не является вполне 

смешанным, то знаменатель в формуле может быть равным нулю и pn(Nr) = ~ 

не определено. Это показывает, что сформулированное выше определение 
неприменимо в случае, если профиль поведенческих стратегий не является 
вполне смешанным.

Упражнения
1. Проверьте, что если л — вполне смешанный профиль поведенческих 

стратегий в динамической игре п лиц и I = {Nx,N2,...,Nt} — инфор
мационное множество, то

Р(УГ |1) =
л(Уг)

для любого г - 1,...,/ .
2. Рассмотрим игру, изображенную на рис. 8.5. Покажите, что ожидания 

на информационном множестве {E,F} определяются только поведен
ческой стратегией игрока 2 в информационном множестве {А}. Что 
определяет ожидания на информационном множестве {G,H}2

429



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

3. Рассмотрим динамическую игру, изображенную на рис. 8.6.
(а) Вычислите вероятности n(F), л(£)), тг(Л) и л(ХВ).
(Ь) Вычислите P(JV|I1), />(£|22) и P((7|Z2), если 271={А",У} и 

Т2 = {E,F,G,H}.
4. Рассмотрим игру «Лимоны» на рис. 8.1. Предположим, что игрок 1 

выбирает ph с вероятностью 0,9, если природа выбрала G, и ph с вероят
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ностью 0,1, если природа выбрала В. Предположим, что G и В имеют 
одинаковые шансы быть выбранными природой. Опишите значения 
вероятностей системы ожиданий в узлах информационных множеств, 
порожденные этим вполне смешанным профилем поведенческих 
стратегий.

5. Проверьте, что любой профиль поведенческих стратегий при его ог
раничении на подыгру является профилем поведенческих стратегий 
в этой подыгре. Проверьте аналогичное утверждение для системы 
ожиданий.

6. Пусть л — профиль поведенческих стратегий в динамической игре 
п лиц. Покажите, что если Zx,Z2,...,Zk — терминальные узлы дерева 
игры, то

n(Zt) + n(Z2) + ■ ■ ■ + n(Zk) = 1.

[Подсказка: используйте упражнение 9 раздела 3.1 и индукцию по числу 
узлов АД

8.3. Согласованность ожиданий

В этом разделе мы приведем точное определение обоснован
ных ожиданий, которые будут играть ключевую роль в формализации понятия 
секвенциальной рациональности. Начнем со следующего определения.

Определение 8.4. Ожидания ц называются согласованными по Байесу со 
вполне смешанным профилем поведенческих стратегий п, если ц порождается л, 
т.е. ц = ц".

Предположим, что в примере 8.2 вполне смешанный профиль поведен
ческих стратегий последовательно изменяется, так что вероятность 0,1 ста
новится все меньше и меньше и выборы, происходившие с вероятностями 
0,9, теперь совершаются с вероятностями, все более близкими к единице. 
Ожидания, согласованные с вполне смешанным профилем поведенческих 
стратегий, также будут изменяться на каждом шаге последовательности. 
Вопрос: а что произойдет в пределе?

Нетрудно понять, что «предельная система ожиданий» ц каждого игрока 
выглядит следующим образом.

(1) Для информационных множеств игрока 1: ц( £ \1Х) = ц(£\ТХ) = ц((7112) = 0 
и ц(Я |Z2) = 1.

(2) Для информационного множества игрока 2: ц(%) = 0 и ц(У) = 1.
Эти ожидания, которые не могут быть напрямую получены из формулы 

Байеса, порождают следующий ход игры:

О -э Г -> Н -> (4,3), 

поддерживаемый профилем стратегий ({b,R,R'},В). Что делает ожидания и 
профиль стратегий согласованными, так это то, что они являются пределом 
последовательности согласованных по Байесу систем ожиданий и профилей 
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стратегий. Эта характеристика «согласованности» формально определяется 
следующим образом.

Определение 8.5. Говорят, что профиль стратегий л и система ожиданий ц 
согласованы, если существует последовательность вполне смешанных профилей 
поведенческих стратегий {лЛ}, таких что последовательность {лЛ,ц’1*},  где 
р’1'1 — ожидания, согласованные по правилу Байеса с профилем пк, сходится к 
паре (л,ц) в следующем смысле'.

(1) itk(,NiNm) -> itiN/N,,,) для любого ребра N,N;

(2) ря*(ЛГ)  —> |i(2V) для любого узла N. к-*°°
Теперь должно быть ясно, что любое понятие равновесия в динамической 

игре с несовершенной информацией должно включать понятие согласован
ности ожиданий и профиля стратегий, поскольку данные понятия представля
ются существенными характеристиками любой осмысленной формулировки 
«секвенциальной рациональности». К сожалению, как показывает следую
щий пример, хотя понятие согласованности кажется важной составляющей 
любой концепции секвенциальной рациональности, ее недостаточно, чтобы 
охарактеризовать секвенциальную рациональность.

Пример 8.6. Рассмотрим динамическую игру, представленную на рис. 8.7. 
Анализируя эту игру, мы обнаружим, что у нее два равновесия по Нэшу: 
(b,R) и (m,L). Возникает вопрос — а какое из них является более обосно
ванным?

Понятно, что нельзя использовать критерий совершенства в подыграх для 
исключения того или иного равновесия, поскольку в игре нет собственных 
подыгр. Можно утверждать лишь, что имеет преимущество равновесие по 
Нэшу, в котором игрок 1 имеет больший выигрыш, поскольку у него первый 
ход и он может диктовать ход игры. Еще более убедительный аргумент для 
исключения равновесия по Нэшу (b,R) следует из следующего замечания: 
если информационное множество игрока 2 когда-либо достигается, то нет 
причин полагать, что игрок 2 выберет R, поскольку вне зависимости от 
оценки игроком 2 того, в каком узле этого информационного множества 
он находится, ему выгоднее выбрать L. Более того, можно проверить, что 
профиль стратегий (/??,£) согласован со следующей системой ожиданий ц: 
ц(С) = 0 и ц(В) = 1 .

Что касается другого равновесия, (b,R), можно проверить, что любая сис
тема ожиданий согласована с профилем стратегий (/>,/?); см. упражнение 2 в 
конце раздела. Однако независимо от ожиданий игрока 2 в его информацион
ном множестве {В, С}, он не должен играть R, если игра достигнет когда-либо 
этого информационного множества. Это происходит, поскольку его выигрыш 
больше при выборе L в зависимости от его ожиданий относительно того, в 
каком узле информационного множества он находится. Данное равновесие 
по Нэшу довольно трудно считать «обоснованным» решением игры. Пред-
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Рис. 8.7

ставляется, что единственное приемлемое равновесие в игре — это профиль 
стратегий ■

Предшествующий пример преподносит нам несколько важных уроков. 
Во-первых, представляется, что согласованные ожидания — только первый 
шаг к обоснованному решению динамической игры. Во-вторых, равновесный 
по Нэшу профиль стратегий необязательно должен включать оптимальные 
действия в каждом информационном множестве. Выбор R в информацион
ном множестве {В, С} не является оптимальным. Следовало бы ожидать, что 
выбор оптимального действия при заданных ожиданиях — одно из требований 
к решению динамической игры. В следующих двух разделах мы как раз и 
будем заниматься поиском равновесия именно с этими свойствами.

Упражнения
1. Опишите ожидания ц, согласованные по Байесу с вполне смешанным 

профилем поведенческих стратегий, изображенным на дереве динами
ческой игры на рис. 8.6.

2. Рассмотрим динамическую игру, представленную на рис. 8.7.
(а) Покажите, что профили стратегий {m,L) и (b,R) — равновесия по 

Нэшу.
(Ь) Равновесие по Нэшу (b,R) поддерживается профилем поведенческих 

стратегий л = (лрл2), заданным следующим образом:

л(/) = п(т) = л(7.) = 0 и it(b) = n(R) = 1 .

1 Заметим, что приведенный пример типичен в том смысле, что любое равновесие 
по Нэшу можно реализовать как равновесие с согласованной системой ожиданий, 
определенной однозначно профилем равновесных стратегий на информационных мно
жествах на равновесном пути (т.е. информационных множествах, которые достигаются 
с положительной вероятностью, если игра разыгрывается в соответствии с равновесным 
профилем стратегий). Поэтому «надстройка» над профилем равновесных по Нэшу 
стратегий в виде согласованной системы ожиданий всегда может быть найдена. То есть 
предположение о том, что игроки на каждом информационном множестве имеют ожи
дания, согласованные со стратегиями, не приводит само по себе к усилению концепции 
равновесия. — Примеч. ред.
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Покажите, что любая система ожиданий ц согласована по Байесу с 
профилем поведенческих стратегий л. [Подсказка: пусть ц(С) = р 
и р(В) = 1 - р , где 0 < р < 1. Рассмотрите последовательность {лА.} 
вполне смешанных профилей поведенческих стратегий:

Пк^=2к' Пк(т>> = ^2Г’ Пк^ = 1~1к’

п^ = Х~2к' nk(L)=z2k-

Если ц(С) = 1 и ц(В) = 0, то рассмотрите последовательность {nJ 
вполне смешанных профилей поведенческих стратегий в виде

“*<ra)=^F'

(с) Покажите, что профиль стратегий я, поддерживающий равновесие 
по Нэшу (tn,L), заданный следующим образом:

л(/>) = л(/) = л(/?) = 0 и п(т) = л(£) = 1, 

согласован с системой ожиданий ц, такой что ц(В) = 1 и ц(С) = 0.

8.4. Ожидаемый выигрыш
В данном разделе мы покажем, как вычислять выигрыш 

игрока начиная с некоторого информационного множества. Мы сделаем это, 
обсудив сначала, как вычислять выигрыши, которые игроки получают в соот
ветствии с профилем поведенческих стратегий. Такой профиль поведенческих 
стратегий может быть сочетанием либо чистых, либо смешанных стратегий. 
Напомним, что профиль стратегий, предписывающий выбор ребра с вероят
ностью 0 или 1, называется профилем чистых стратегий. Аналогично понятию 
смешанных стратегий из раздела 2.4, профиль стратегий, согласно которым 
выбор ребер осуществляется с вероятностями, отличными от 0 и 1, называется 
профилем смешанных стратегий. В дальнейшем под равновесным профилем 
стратегии будем понимать профиль смешанных стратегий. Если профиль 
поведенческих стратегий — сочетание чистых стратегий, то игра приходит 
к определенному терминальному узлу. В противном случае терминальные 
узлы достигаются с некоторой вероятностью, необязательно равной единице. 
Нужно описать результирующие выигрыши именно для этих случаев.

Рассмотрим динамическую игру и лиц с терминальными узлами Zv...,Zl 
и «-мерными векторами выигрышей

«(Z;) = (Z,•),..., ии(2,))

в этих терминальных узлах. Предположим также, что в игре определены 
профиль поведенческих стратегий л и система ожиданий ц. Для узла дерева 
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игры N ожидаемый выигрыш (или полезность) в игре с началом в узле (V — это 
«-мерный вектор

£( W, 71) = (Е, (N, я), Е, (N, к),..., Еп (N, п)) = £ ) =

= [in(^s)«1(Z5),f7T(yVZs)W2(Zs),...,XK(^ZsK(Zs)l
V. 5 = 1 5=1 5 = 1 /

В частности, ожидаемая полезность игрока i начиная с узла N является 
вещественным числом

Е^,п) = ^п^гх)и^).
,S = 1

Если I = {Nl,N2,...,Nm} — информационное множество в динамической 
игре п лиц, то ожидаемый выигрыш начиная с Т по отношению к паре (я,ц) 
определяется «-мерным вектором

т т I
Е(1,л, ц) = £ ц( /V, )E(Nr,п) = 2 )£ <NrZs )u{Zs).

Г=1 Г=1 5=1

Это означает, что ожидаемый выигрыш игрока i при условии, что дости
гается информационное множество I, является вещественным числом:

т т I
Е^Т,^) = ^Nr)E,{Nr,E) = .

Г=1 Г=1 5=1

Следующий пример иллюстрирует вычисление различных ожидаемых 
полезностей.

Пример 8.7. Рассмотрим игру с двумя участниками, изображенную на 
рис. 8.8, который также описывает профиль поведенческих стратегий л.

4(4,2)

Z2(0,3)

4(1,7)

4(2,6)

4(3,0)

4(2,4)

4(3,5)

4(4,3)

Рис. 8.8
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Заметим, что
E(N, л) = 0,6 (4,2) + 0,4(0,3) = (2,4,2,4),

E(F, л) = 0,6 (1,7) + 0,4(2,6) = (1,4,6,6),

E(G, л) = 0,9 (3,0) + 0,1(2,4) = (2,9,0,4),

Е(Н, л) = 0,9(3,5) + 0,1(4,3) = (3,1,4,8),

Е(Х, л) = О, ЗЕ (N, л) + 0,7£ (F, л) = (1,7,5,34),

E(Y, л) = О,ЗЕ (G, л) + 0,7£(Я, л) = (3,04,3,48),

Е(0, л) = 0,5£ (X, л) + 0,5Е (Г, л) = (2,37,4,41).

Теперь предположим, что определена следующая система ожиданий: 
ц(Я) = ц(У) = 0,5, ц(Я) = 0,2, ц(£) = 0,8, ц(£) = 0,15 и ц(Я) = 0,85. Если 
^={Х,У}, I2={E,F}, ={G,H}, то

E(IX, л, ц) = ц(У )£ (X, л) + ц(У )£ (К, л) =

= 0,5 (1,7,5,34) + 0,5 (3,04, 3,48) = (2,37, 4,41),

£(12, л,ц) = ц(Я)£ (Я, л) + ц(£)£ (£, л) =

= 0,2 (2,4,2,4) + 0,8 (1,4,6,6) = (1,6, 5,76),

£(Т3,л,р) = р(Я)£((7,л) + ц(Я)£(Я,л) =

= 0,15 (2,9,0,4) + 0,85 (3,1,4,8) = (3,07,4,14).

Этим исчерпывается вычисление ожидаемых полезностей. ■

Упражнения
1. Рассмотрите динамическую игру с несовершенной информацией, 

представленную на рис. 8.7, и следующий профиль поведенческих 
стратегий л и ожидания ц:

л(/) = л(дг) = 0,25, л(/>) = 0,5, л(£) = 0,3, л(£) = 0,7,

ц(С) = 0,8 и ц(£) = 0,2.

(а) Покажите, что р не согласована с л.
(Ь) Вычислите ожидаемый выигрыш в каждом информационном мно

жестве игры.
2. Рассмотрите динамическую игру с несовершенной информацией, 

представленную на рис. 8.6. Игроку 2 принадлежит информационное 
множество Ix={X,Y}, а игроку 3 — информационное множество 
1г = {£, F,G,H}. Пусть л обозначает профиль поведенческих стратегий, 
показанный на дереве игры, и ожидания ц согласованы по правилу 
Байеса с профилем л. Найдите ожидаемые выигрыши £(£,,л,ц.) и 
£(Т2,л,ц) .
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3. Рассмотрите динамическую игру, представленную на рис. 8.7. Пусть 
л = (л1,л2) — следующий профиль стратегий:

n(b) = n(t) = 0 , п(т) = 1, л(г) = q , n(L) = 1 - q .

Кроме того, рассмотрим ожидания ц = (Ц],ц2), заданные следующим 
образом:

ц(С) = р и ц(5) = 1 -р .

(а) Вычислите ожидаемый вектор выигрышей Е(А,п).
(Ь) Пусть Т = {В,С}, вычислите ожидаемый вектор выигрышей £(Т,л,ц).

[Ответ: £(Т|,л,ц) = (6-3p-5q + 3pq,2 -q - pq).]
(с) Покажите, что если 0 < q < 1, то игрок 2 может увеличить свой 

выигрыш, изменив свой профиль поведенческих стратегий.
(d) Докажите, что максимум ожидаемого выигрыша игрока 2 достига

ется при q = 0 , т.е. когда игрок 2 выбирает R с вероятностью 0 и £ 
с вероятностью 1.

8.5. Секвенциальное равновесие
Предположим, что динамическая игра п лиц с терминаль

ными узлами {Z^Zj,...^} разыгрывается в соответствии с профилем пове
денческих стратегий л = (Л],л2,...,ля) и системой ожиданий ц = (ц1,ц2,...,ця). 
Если игрок знает это, то единственно важной для игрока информацией об 
исходе игры оказывается его ожидаемый выигрыш. По сути дела, как мы 
только что видели в предыдущем разделе, в любом информационном мно
жестве игры 1 = {Ni,N2,...,Nm}, как только оно достигнуто, каждый игрок i 
в точности знает свой ожидаемый выигрыш, а именно:

tn т I
E&W) = 2^г)Е^г,п) = £ц(^)£л(Л^)г/,.(^) •

Г=1 Г=1 5=1

Поскольку цель каждого участника — максимизация его ожидаемого вы
игрыша, ему оказывается выгодным изменить свою поведенческую стратегию 
в некоторых его информационных множествах, если это изменение (при 
условии, что остальные игроки не изменят свои) приведет к более высокому 
ожидаемому выигрышу. Будем говорить, что игрок может извлечь выгоду в 
процессе игры, если, изменив свою поведенческую стратегию в некоторых 
информационных множествах, он увеличит свой ожидаемый выигрыш при 
условии, что все остальные игроки придерживаются прежних поведенческих 
стратегий.

Теперь можно утверждать, что «рациональные» игроки будут разыгрывать 
профиль поведенческих стратегий л, такой что никто не сможет увеличить 
свой ожидаемый выигрыш в любом информационном множестве, изменив 
свою поведенческую стратегию в своих информационных множествах (при 
условии, что другие игроки продолжат играть в соответствии с л). Заметим, 
что это модификация классической концепции равновесия по Нэшу с целью 
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приспособить ее к структуре динамической игры. И наконец, мы готовы 
ввести понятие секвенциального равновесия. (Обращаем внимание читателя, 
что, следуя общепринятому в теории игр обозначению, мы будем записывать 
л = (л1,л2,---,ля) = (7г_,.,л/), где л_; обозначает поведенческие стратегии всех 
игроков, за исключением игрока г.)

Определение 8.8. Секвенциальное равновесие в динамической игре п лиц — это 
пара (тс , ц ), где л — профиль поведенческих стратегий, а ц’ — ожидания, 
такие что

(1) ожидания |Г согласованы с п;
(2) ни один из игроков не может извлечь выгоду путем уклонения от л*  в 

каком-либо его информационном множестве, в то время как профили 
поведенческих стратегий остальные игроков и ожидания ц*  неизменны. 
То есть для любого игрока i и любого информационного множества Т, 
принадлежащего игроку i, имеет место

1 Следует правильно понимать это утверждение: секвенциальная рациональность — 
более сильный тест, чем тест, лежащий в основе концепции совершенного в подыграх 
равновесия. Так, ему могут не удовлетворять совершенные в подыграх равновесия даже 
в играх с богатым множеством собственных подыгр. — Примеч. ред.

£',.(Z,(tc1;,7c‘),p*)>  ^(ТДл^тс,.),^)

для всех профилей поведенческих стратегий л игрока i.
Таким образом, профиль поведенческих стратегий и система ожиданий — 

секвенциальное равновесие динамической игры, если начиная с любого 
информационного множества этой игры профиль стратегий остается равно
весным профилем стратегий при данной системе ожиданий. Следовательно, 
секвенциальное равновесие является решением, опирающимся на сильную 
концепцию секвенциальной рациональности. Теперь мы можем сказать, что 
участники динамической игры секвенциально рациональны, если они играют 
секвенциальное равновесие.

Поскольку в секвенциальном равновесии ожидания согласуются с про
филями стратегий, они последовательно пересматриваются в процессе игры. 
С учетом этих пересмотренных ожиданий и профиля стратегий используемые 
игроком поведенческие стратегии максимизируют его ожидаемый выигрыш 
в каждом его информационном множестве. Таким образом, в процессе игры 
у игроков нет причин уклоняться от их стратегий в любом информационном 
множестве.

Это должно бы сразу же напомнить нам определение совершенного в 
подыграх равновесия, так как совершенное в подыграх равновесие можно 
понимать как обладающее подобным свойством, но только для одноэлемент
ных информационных множеств, являющихся начальными узлами подыгр. 
Действительно, заметим, что понятие секвенциального равновесия обобщает 
понятие совершенного в подыграх равновесия на динамические игры вида, 
которые могут и не иметь собственных подыгр1. В действительности нетрудно 
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убедиться в том, что секвенциальные равновесия — всегда совершенные в 
подыграх равновесия. Доказательство этого факта идейно простое, не должно 
вызывать затруднений, и мы оставляем его читателю в качестве упражнения.

Теорема 8.9. Любое секвенциальное равновесие является совершенным в по
дыграх равновесием и, следовательно, также равновесием по Нэшу.

Всегда ли существуют секвенциальные равновесия? Ответ на вопрос по
ложителен и был получен Д.М. Крепсом к 3. Уилсоном в работе [46], где 
авторы ввели понятие секвенциального равновесия. Этот результат, однако, 
справедлив только для игр с совершенной памятью, так как в гл. 4 мы обна
ружили, что в играх с несовершенной памятью равновесия в поведенческих 
стратегиях может не существовать.

Напомним, что в динамической игре с совершенной памятью игроки 
всегда помнят о ходах, сделанных на предыдущих стадиях игры. Дадим аль
тернативное, но эквивалентное определение игры с совершенной памятью. 
Говорят, что информационное множество Т (принадлежащее игроку I) имеет 
совершенную память, если выполнено следующее свойство.

• Если узел N' информационного множества Т' игрока i является предшест
венником узла N е I , причем единственный путь из N' в N начинается 
со стратегии s, то каждый узел М е! имеет предшественника М'еГ, 
такого что путь из М' в М также начинается со стратегии s.

Теперь мы можем определить динамические игры с совершенной памятью.

Определение 8.10. Динамическая игра является игрой с совершенной памятью, 
если каждое информационное множество имеет совершенную память.

Рис. 8.9. Информационные множества игры с совершенной памятью (а); информационные 
множества игры с несовершенной памятью (б)
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Различие между информационными множествами с совершенной памятью 
и информационными множествами общего вида предоставлено на рис. 8.9. 
Можно заметить, что этот рисунок в точности воспроизводит рис. 4.33. 
На рис. 8.9, б игрок 1 забывает свой выбор в начальном узле.

Теперь приведем результат, который показывает, что любая динамическая 
игра с совершенной памятью имеет секвенциальное равновесие. Поскольку 
любое секвенциальное равновесие также является совершенным в подыграх 
равновесием, данный результат справедлив для динамических игр как с со
вершенной, так и несовершенной информацией. Доказательство представлено 
в гл. 9, теорема 9.31.

Теорема 8.11 (существование секвенциального равновесия). Любая динами
ческая игра п лиц с совершенной памятью имеет секвенциальное равновесие.

В следующем примере будет найдено секвенциальное равновесие динами
ческой игры, в которой нет собственных подыгр и отсутствуют равновесия 
по Нэшу в чистых стратегиях.

Пример 8.12. Рассмотрим динамическую игру с несовершенной информа
цией, изображенную на рис. 8.10. Проверьте самостоятельно, что в ней нет 
равновесий по Нэшу в чистых стратегиях; см. упражнение 1 в конце раздела. 
Заметим, что это игра с совершенной памятью.

Рассмотрим профиль поведенческих стратегий тс = (л1,л2) вида

7ij(b) = 1, Я](о) = 0, л1(А) = 1, Л](/?) = 0, n^L')--^, n1(7?') = -g-, 

и
л2(Г) = я2(В) = |.

Рис. 8.10
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Утверждается, что система ожиданий ц, согласованная с профилем л, 
имеет вид

ц2(Х) = 0, ц2(У) = 1 на информационном множестве {ХУ},

ц1(С) = у, ц,(7/) = у на информационном множестве {G,H},

juij (£) = у, = на информационном множестве {E,F}.

Можно проверить это, рассмотрев последовательность вполне смешанных 
профилей поведенческих стратегий {лА.} = {(л*,  л*)} , заданную выражениями

л^(Г) = |, =

Эта последовательность сходится к профилю стратегий л = (лрл2). Более 
того, прямые вычисления позволяют заключить, что следующие ожидания 
{ц* 4} согласованы по правилу Байеса с пк:

ц?<п=1-^,и?т=^,

Поскольку данные последовательности сходятся к системе ожиданий ц, 
тем самым показано, что ц согласована с л.

Утверждается, что пара (л,ц) образует секвенциальное равновесие игры. 
Для этого необходимо показать, что в каждом информационном множестве 
поведенческая стратегия л максимизирует ожидаемый выигрыш игроков при 
системе ожиданий ц.

Шаг I. Рассмотрим информационное множество Т = {G,H}.
Ясно, что I принадлежит игроку 1, поэтому имеем: цДС) = цДЯ) = ^ . 

Произвольное распределение вероятностей п' на ребрах этого информа
ционного множества имеет вид n'(L') = р и л'(£') = 1 - р, где 0 < р < 1. Ожи
даемый выигрыш игрока 1 при использовании этой поведенческой стратегии 
составляет
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Е(р,1) = 1[3р + 2(1 - р)] + 1[3р + 4(1 - />)] = 

= ^[(3p + 2-2p) + [3p + 4-4p)] = 3,

и не зависит от значения р. Отсюда следует, что игрок 1 не может получить 
выгоды путем выбора поведенческой стратегии, отличной от

л|(£') = | и лх(Р')^~.

Шаг II. Рассмотрим информационное множество I, = {£,£}.
Для информационного множества Тх выполнено ц,(£) = цДГ) = у. Ясно, 

что произвольное распределение вероятностей л' на множестве ребер I, 
имеет вид n'(L) - р и k'(R) = 1 - р , где 0 < р < 1. Поэтому ожидаемый выиг
рыш игрока 1 при л' на множестве ребер I, равен

£(р,Т1)Ц[4р + 0х(1-р)] + |[р +2(1-/>)] = ! + |р<2,5.

Из этого вытекает, что максимизирующий ожидаемый выигрыш игро
ка 1 профиль стратегий предписывает выбирать L с вероятностью 1 и Л с 
вероятностью 0, поскольку это дает наибольший ожидаемый выигрыш в 
размере 2,5.

Шаг III. Рассмотрим информационное множество Z2 = {X, У}.
Данное информационное множество принадлежит игроку 2. Так как 

ц2(У) = 1 , ожидаемый выигрыш игрока 2 зависит от того, как будет вести 
себя игра начиная с узла Y. Произвольное распределение вероятностей л' 
на множестве ребер Z2 удовлетворяет условиям л'(Т) - р и л'(В) = 1 - р , 
где 0 < р < 1. Вычисляя ожидаемый выигрыш игрока 2 в информационном 
множестве 12, получаем

£(p,Z2) = y рх-|-хО + /7Х-|-х4 + (1- р)^-х5 + (1 - р)^-хЗ 
и v V и

5
3 ’2

Снова значение ожидаемого выигрыша не зависит от р, поэтому игрок 2 

не может получить выгоду при отклонении от л2(Т) = л2(В) = у .

Шаг IV. Рассмотрим информационное множество, состоящее из одного 
корня.

В этом случае, если игрок 1 будет играть а с вероятностью р и b с вероят
ностью 1 - р, то легко вычислить его ожидаемый выигрыш:

£(p,O) = |xp + 3(l-p) = 3-^-.

Выражение достигает максимума при р = 0, откуда следует, что игроку 1 
нужно играть а с вероятностью 0 и b с вероятностью 1. Таким образом, оп
тимальным для игрока 1 в начале игры является выбор Ь.
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Итак, мы убедились в том, что ни одному из игроков не выгодно откло
няться от л ни в одном из информационных множеств. Поэтому пара (л,ц) 
действительно является секвенциальным равновесием, поскольку эта пара 
секвенциально рациональна. ■

В теореме 8.9 утверждается, что секвенциальное равновесие всегда со
вершенно в подыграх. Отсюда возникает вопрос, всегда ли совершенное в 
подыграх равновесие является секвенциальным равновесием? Следующий 
пример показывает, что это не так.

Пример 8.13. Рассмотрим динамическую игру с несовершенной инфор
мацией, изображенную на рис. 8.11. Заметим, что в игре есть только одна 
собственная подыгра, которая имеет начало в узле X. Легко проверить, что 
профили стратегий ({/>},{Т, L}) и ({a},{T,R}) — совершенные в подыграх 
равновесия. Утверждается, что

(1) совершенное в подыграх равновесие ({b},{T,L}) поддерживается про
филем стратегий л = (nt, л2) вида

7ti(/j) = 1, л1(а) = л1(с) = 0, 
и

л2(Т) = 1, л2(5) = 0, л2(/?) = 0, л2(£) = 1.

Система ожиданий p = (p1,ja2) на информационном множестве {K,Z}, 
имеющая вид

ц2(Г) = 0, p2(Z) = l, 

согласована с профилем стратегий п, и пара (л,ц) является секвенци
альным равновесием;

(2) совершенное в подыграх равновесие ({о},{T,R}) не является секвен
циальным равновесием.

Проверим каждое утверждение в отдельности. Покажем сначала, что пара 
(л,ц) — секвенциальное равновесие. Рассмотрим последовательность вполне 
смешанных профилей стратегий {тц. =(л*,л 2)}, определенную следующим 
образом;
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И
^(Т) = 1-1 я*(Я)  = }, л*(Я)  = | и л‘(£) = 1-1 

/v AV /V /С
Очевидно, что л4—> л.
Непосредственные вычисления ожиданий ц"*'  = (ц."‘, ц”*), согласованных 

по правилу Байеса с пк, показывают, что для информационного множества 
{У,/} имеет место:

^(У) = ... Х.<£) =_2^----->О = Ц2(У)

2к 
и

и? (^) = = “4- 1 = ■
7rJ(c) + <(Z>)

2к
Это показывает, что система ожиданий ц согласована с профилем страте

гий %. Теперь убедимся, что пара (л,ц) удовлетворяет условию максимизации 
ожидаемого выигрыша.

Если игрок 2 выбирает R с вероятностью р и L с вероятностью 1 - р, то 
его ожидаемый выигрыш в информационном множестве {Y,Z} составляет

E(Y,Z) = pxl + (l- р)х2 = 2- р .

Ясно, что максимум этого выражения достигается при р = 0. Это значит, 
что игрок 2 не может получить выгоды при отклонении от профиля стратегий 
л2 в информационном множестве {Y,Z\.

Предположим, что игрок 1 в узле Xвыбирает с с вероятностью рх, b с ве
роятностью р2 и а с вероятностью 1 - р} - р2. Тогда его ожидаемый выигрыш 
начиная от узла X равен

Е(Х} = р} хЗ + р2 х6 + (1 - р} - р2)х 2 = 2 + р} + 4р2.

Принимая во внимание ограничения р{ > 0, р2 > 0 и рх + р2 < 1, получаем, 
что Е(Х) достигает максимума при р{ - 0 и р2 = 1. Отсюда следует, что иг
рок 1 не может получить выгоды при отклонении от своей поведенческой 
стратегии в узле X.

Наконец, предположим, что в узле О игрок 2 выбирает Тс вероятностью q 
и Вс вероятностью 1 - q. Тогда его ожидаемый выигрыш в узле О имеет вид

£(О) = qx2 + (\-q)xO = 2q.

Очевидно, максимум Е(О) достигается в точке q = 1, и поэтому игроку 2 
невыгодно изменять свою стратегию в узле О.

Тем самым установлено, что ({b},{T,L}) является секвенциальным рав
новесием.

Теперь покажем, что совершенное в подыграх равновесие ({a},{T,R}) не 
может быть секвенциальным равновесием. Пусть п' — произвольное распре
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деление вероятностей на информационном множестве {Y,2}; предположим, 
что л'(У) = s и n'(Z) = 1 - 5 . Будем считать также, что выбор игроком 2 стра
тегии R с вероятностью р и стратегии L с вероятностью 1 - р максимизирует 
его ожидаемый выигрыш в информационном множестве {Y,Z\. Он задается 
выражением

Е(У,7) = 4дх0 + (1 - д)х2] + (1 - 5)[д xl + (1 — /?) х 2] =

= 2-(1 + s)p.

Ясно, что максимум функции Е( Y,Z) соответствует значению р = 0. Следо
вательно, игрок 2 может увеличить свой ожидаемый выигрыш при отклонении 
от своего профиля стратегий (л2(/?) = 1 и л2(Л) = 0). Поэтому совершенное 
в подыграх равновесие ({a},{T,R}) не может быть секвенциальным равно
весием, так как игроку 2 выгодно сменить стратегию в информационном 
множестве {У,2}. ■

Упражнения
1. Убедитесь, что в динамической игре с несовершенной информацией, 

представленной на рис. 8.10, нет равновесий по Нэшу в чистых стра
тегиях.

2. Рассмотрим динамическую игру с несовершенной информацией, пред
ставленную на рис. 8.11. Убедитесь, что профили стратегий ({/>}, {Г, Z}) 
и ({«},{Т, R}) являются совершенными в подыграх равновесиями. По
кажите, что других равновесий по Нэшу в чистых стратегиях нет.

3. Рассмотрим динамическую игру, представленную на рис. 8.7. Проверь
те, что пара (л,ц), где

л(й) = л(0 = л(А) = 0, п(т) - л(Е) = 1 , 
и

ц(5) = 1 и ц(С) = 0,
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4. Рассмотрим игру из рис. 8.12. Покажите, что пара (л,ц), где профиль 
поведенческих стратегий п имеет вид

тг(а) = л(Т) = л(А) = л(7?') = 0,

п(Ь) = л(В) = л(£) = л(Г) = 1,

а ожидания ц удовлетворяют соотношениям

pW = p(£) = p((7) = 0 и ц(Г) = ц(Г) = И(Я) = 1,

— секвенциальное равновесие.
5. Рассмотрим динамическую версию игры «Орел или решка»1, изобра

женную на рис. 8.13.

1 Другие варианты названия игры «Орлянка», «Угадай монетку». — Примеч. пер.

(а) Покажите, что в игре существует только два равновесия по Нэшу 
в чистых стратегиях (N, D') и (D, D').

(Ь) Предположим, что игрок 1 выбирает Nс вероятностью а, а игрок 2 
выбирает N' с вероятностью р; т.е. профиль поведенческих стра
тегий данной игры — это пара (а,р). Кроме того, пусть ожидания 
ц на информационном множестве I - {Ь,с} порождаются профилем 
(а,Р); т.е. ц(с) = а и ц(/>) = 1 - а . Покажите, что пары ((а,0),ц) — все 
секвенциальные равновесия в игре.

6. Рассмотрим игру «Говорить правду» («Truth telling»), представленную 
на рис. 8.14. Покажите, что профиль стратегий (G,T,{b,d'}) является 
равновесием по Нэшу, которое можно реализовать как секвенциальное 
равновесие.

7. Вернемся к игре на рис. 8.14. Предположим, что игрок 2 при низках 
затратах может выяснить, правду ли говорит игрок 1. Изменит ли это 
характер равновесия? Поясните. [Подсказка: теперь это игра с совер
шенной информацией.]

8. Рассмотрите динамическую игру с совершенной памятью. Предпо
ложим, что узел N — одноэлементное информационное множество, 
т.е. {N} — информационное множество. Покажите, что если N имеет
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наследника в информационном множестве Т, то все узлы множества I 
также должны быть наследниками N.

9. Докажите теорему 8.9. То есть покажите, что любое секвенциальное 
равновесие является совершенным в подыграх равновесием в том смыс
ле, что ограничение равновесия на подыгру остается секвенциальным 
равновесием в этой подыгре.

8.6. Совершенное байесовское равновесие
После того как мы рассмотрели понятие секвенциального 

равновесия, переходим к обсуждению несколько более слабой концепции 
равновесия, а именно концепции совершенного байесовского равновесия 
для игр с несовершенной информацией. Как мы увидим, различие между 
концепциями секвенциального равновесия и совершенного байесовского 
равновесия состоит в том, что последнее не требует проверки согласованнос
ти ожиданий1. Но основная идея секвенциальной рациональности, согласно

1 Точнее, не требует проверки согласованности ожиданий со стратегиями на инфор
мационном множестве вне равновесного пути. Но на информационных множествах на 
равновесном пути (т.е. информационных множествах, которые при данном равновесном 
профиле стратегий достигаются с положительной вероятностью) такая согласованность 
обеспечивается собственно статусом этого профиля стратегий (как равновесного по Нэшу) 
при любом равновесном по Нэшу профиле стратегий. Либо, что эквивалентно, тем фактом, 
что в своих информационных множествах игроки делают «наилучшие» для себя выборы 
(см. далее). — Примеч. ред.
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Рис. 8.15

которой ожидания на информационных множествах определяются правилом 
Байеса для условных вероятностей, при этом сохраняется. Исследуем различия 
между двумя понятиями на примере динамической игры из примера 8.6.

Уже отмечалось, что у этой динамической игры есть две равновесные 
точки, (5,R) и (m,L). Кроме того, мы обращали внимание на то, что рав
новесие по Нэшу (те, А) является намного более обоснованным, поскольку 
если мы используем идею секвенциальной рациональности, воплощенной 
в концепции секвенциального равновесия, то получим именно это равно
весие. Другое равновесие (s,R) не было бы логичным. Теперь рассмотрим 
ситуацию, в которой структура ожиданий на информационных множествах 
по-прежнему порождается профилем поведенческих стратегий, однако не
обязательно вполне смешанным профилем поведенческих стратегий. Далее, для 
каждого такого профиля поведенческих стратегий тг пусть ця обозначают 
ожидания на информационных множествах, порожденные профилем п. 
В игре на рис. 8.15 для профиля поведенческих стратегий (s,R), в силу того 
что информационное множество {B,Q никогда не достигается, можно ут
верждать, что любые ожидания во множестве {В, С} были бы согласованы с 
профилем стратегий (s,R), если это информационное множество когда-либо 
будет достигнуто (например, в результате ошибки). Но так как игрок 2 всегда 
выбирает L в случае достижения информационного множества {В,С], игро
ку 1 следует выбирать те, а не 5. Таким образом, в этой игре секвенциальная 
рациональность исключает равновесие (s,R), поскольку выбор s никогда 
не является рациональным. Суть примера состоит в том, чтобы исключить 
неправдоподобные равновесные точки.

Логично было бы утверждать, что данная игра — это игра, в которой L 
доминирует R вне зависимости от ожиданий игрока 2 на информационном 
множестве {В,С\. С другой стороны, рассмотрим вариант игры, изображенный 
на рис. 8.16. В этом случае, если ожидания на информационном множестве 

1 2{В,С} будут заданы неравенствами ц(С)>у и ц(5)<у, то выбор игрока 2 

будет рациональным, если он выберет R, а не L. В этом случае поведенческая 
стратегия (s,R) уже не является неправдоподобной и секвенциально рацио
нальна. В самом деле, можно проверить, что (s,R) теперь также является
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Рис. 8.16

секвенциальным равновесием1. Это указывает на то, что идея секвенциаль
ной рациональности довольно сильна сама по себе и нет необходимости 
дополнительно требовать согласованности оценок, для того чтобы исключать 
неправдоподобные равновесия2.

1 Точнее, поведенческая стратегия ($,Я) вместе соответствующими ожиданиями 
ц(С) > у,ц(С) + р,(В) = 1 — секвенциальные равновесия (поскольку секвенциальные рав
новесия — это пара: стратегии и ожидания). — Примеч. ред.

2 В дополнение к замечанию в сноске 1 на с. 447 заметим также, что секвенциальная 
рациональность на равновесном пути фактически подразумевается концепцией равновесия 
по Нэшу. Точнее, справедливо утверждение: профиль (поведенческих) стратегий является 
равновесием по Нэшу тогда и только тогда, когда найдется система ожиданий, согласован
ная с профилем стратегий на равновесном пути (так называемая слабая согласованность 
ожиданий и стратегий); профиль стратегий секвенциально рационален на информацион
ных множествах на равновесном пути. Таким образом, концепция совершенного байесов
ского равновесия требует дополнительно, чтобы профиль стратегий был секвенциально 
рациональным и на информационных множествах вне равновесного пути, а концепция 
секвенциального равновесия — еще, кроме того, чтобы ожидания были согласованы С 
профилем стратегий на всех информационных множествах (согласованности ожиданий и 
стратегий). — Примеч. ред.

При определении понятия секвенциального равновесия мы показали, 
как профиль поведенческих стратегий л = (л1,д:2,...,ля) для заданной дина
мической игры п лиц индуцирует вероятности достижения каждого узла на 
дереве игры. Следовательно, при заданном профиле поведенческих стратегий 
каждому узлу соответствует априорная вероятность его достижения начиная 
с корня дерева игры, и эта вероятность может быть нулевой. Для заданного 
профиля поведенческих стратегий л будет обозначать эту априорную вероят
ность достижения узла Nr через it(Nr).

Рассмотрим информационное множество I = {Ni,N2,...,Nl}. Если ве
роятность достижения некоторого узла в Т положительна, то при достиже
нии информационного множества Т скорректированные ожидания игрока, 
которому принадлежит ход в этом информационном множестве, задаются 
теоремой Байеса. То есть 

P(7Vr|Z) =
л(7Уг)

для каждого г = 1,...,/.
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Если вероятность достижения 1 равна нулю, когда игроки используют 
профиль поведенческих стратегий л, то вероятность достижения какого-либо 
узла из 1 также равна нулю. В этом случае при достижении 1 игрок, делаю
щий ход в этом информационном множестве, может иметь любые ожидания 
относительно узлов в X.

Определение 8.14. Пусть л — профиль поведенческих стратегий в динамиче
ской игре п лиц. Тогда л порождает систему ожиданий ц" на информационном 
множестве Т = {Ni,N2,...,Nесли для любого Nr, содержащегося в данном 
информационном множестве, априорная вероятность достижения Nr, величина 
л(Л^) >0, задается выражением

Если априорные вероятности n(Nr) = 0 для всех узлов Nrel, то ожидания в 
I — произвольное вероятностное распределение.

Ясно, что это является обобщением понятия ожиданий, согласованных 
с профилем поведенческих стратегий, при рассмотрении не только вполне 
смешанных стратегий, а всех поведенческих стратегий. Теперь мы подошли 
к основной идее концепции равновесия, которую собирались обсудить в 
этом разделе.

Определение 8.15. Совершенное байесовское равновесие динамической игры 
п лиц — это пара (л‘,ц*),  где п — профиль поведенческих стратегий, а 
ц*  — ожидания, такие что

(1) ожидания у*  порождены п;
(2) ни один из игроков не может получить выгоды путем отклонения от л*  

в каких-либо его информационных множествах, в то время как профили 
поведенческих стратегий остальные игроков и ожидания ц*  неизменны. 
То есть для любого игрока i и любого информационного множества Т, 
принадлежащего игроку i, выполнено

Et (I, (л!,, л* ), ц ) > Е, (Т, (л*_ ;, л), ц’)

для всех профилей поведенческих стратегий л игрока i.
Понятие совершенного байесовского равновесия, таким образом, содер

жит все те элементы, которые хотелось бы видеть в концепции равновесия, 
включающей все основные элементы секвенциальной рациональности. Таким 
образом, по ходу динамической игры участники корректируют свои ожидания 
в каждом информационном множестве, которого они достигают, и в каждом 
из информационных множеств они действуют оптимально.

Вернемся к игре примера из 8.13. Мы уже показали, что совершенное в 
подыграх равновесие необязательно является секвенциальным равновесием, 
но секвенциальное равновесие всегда совершенно в подыграх. Теперь про
иллюстрируем эти факты для совершенного байесовского равновесия.
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Рис. 8.17

Пример 8.16. Рассмотрим динамическую игру с несовершенной ин
формацией, изображенную на рис. 8.17. Напомним, что у этой игры есть 
единственная собственная подыгра, которая начинается в узле X, и профили 
стратегий ({/>},{Г, £}) и ({а},{T,R}) — совершенные в подыграх равновесия. 
Мы утверждаем, что профиль стратегий ({b},{T,L}) — единственное совер
шенное байесовское равновесие в этой игре.

(1) Для начала заметим, что при любых ожиданиях на информационном 
множестве {Y,Z\ оптимальным выбором игрока 2 является стратегия £, 
поскольку она доминирует R в обоих узлах, Y и Z.

(2) Тогда, если очевидно, что игрок 2 в информационном множестве {Y,Z} 
выберет L, игроку 1 следует выбирать b в узле X.

(3) Но это означает, что игрок 2 должен выбирать Тв узле О, корне дерева 
игры.

(4) Эта последовательность оптимальных выборов в каждом из информа
ционных множеств игры показывает, что профиль стратегий ({Ь},{Т, £}) 
совместно с системой ожиданий ц = {(ц(%) = 1), (ц(К) - 0,p(Z) = 1)} об
разуют совершенное байесовское равновесие рассматриваемой дина
мической игры.

Заметим теперь, что профиль стратегий ({а},{Т,R}), который является 
совершенным в подыграх равновесием, совершенным байесовским рав
новесием не будет, так как в информационном множестве {Y,Z} игрок 2 
увеличил бы свой выигрыш, выбрав £, при любых ожиданиях относительно 
узлов Y и Z. ■

Некоторые важные свойства совершенного байесовского равновесия могут 
быть резюмированы в следующем утверждении.

Теорема 8.17. Любая динамическая игра п лиц с несовершенной информацией 
и совершенной памятью имеет совершенное байесовское равновесие. Если ди
намическая игра содержит собственные подыгры, то совершенное байесовское 
равновесие является совершенным в подыграх равновесием.
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Этот результат следует из существования тесной связи между секвен
циальной точкой равновесия и точкой совершенного байесовского равно
весия. На самом деле должно быть понятно, что любое секвенциальное рав
новесие также является совершенным байесовским равновесием. Детальное 
доказательство предоставляется читателю в качестве упражнения.

Упражнения
1. Рассмотрим динамическую игру, изображенную на рис. 8.7. Проверьте, 

что пара (п,ц), где

п(Ь) = л(7) = л(А) = 0, л(/л) - л(£) = 1 
и

ц(В) = 1 и ц(С) = 0,

— совершенное байесовское равновесие.
2. Рассмотрим игру, представленную на рис. 8.18. Покажите, что пара 

(л,ц), где профиль поведенческих стратегий п задан как

п(а) = л(Г) = л(Л) - n(R') = 0,

п(Ь) = п(В) = я(£) = n(L') = 1,

а ожидания ц удовлетворяют соотношениям

ц(Х) = ц(£) = ц((7) = 0 и р(У) = И(П = И(Я) = 1,

— совершенное байесовское равновесие.
3, Рассмотрим динамическую игру «Орлянка», изображенную на 

рис. 8.19.
(а) Покажите, что в игре нет равновесий по Нэшу в чистых стратегиях.
(Ь) Покажите, что единственным совершенным байесовским равно

весием в этой игре является единственное равновесие по Нэшу в 
смешанных стратегиях.

Рис. 8.18
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Рис. 8.19

d (-1,1)

е (1,-1)

/(1-D

g(-l,D

4. Рассмотрим игру «Говори правду» («Truth telling»), изображенную на 
рис. 8.20. Покажите, что профиль стратегий (G,T,{b,d'\) — равновесие 
по Нэшу, и его можно реализовать как совершенное байесовское рав
новесие. Найдите систему ожиданий, порождаемую данным профилем 
стратегий.

5. Вернемся к игре на рис. 8.20. Предположим, что игрок 2 при низках 
затратах может выяснить, правду ли говорит игрок 1. Изменит ли это 
структуру равновесия? Поясните. [Подсказка: теперь игра оказывается 
игрой с совершенной информацией.]

6. Предположим, что динамическая игра обладает свойством совершен
ной памяти, и пусть узел Nобразует одноэлементное информационное 
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множество, т.е. {N} — информационное множество. Покажите, что 
если N имеет потомка в информационном множестве I, то все узлы 
множества I являются потомками N.

7. Покажите, что любое секвенциальное равновесие является совер
шенным байесовским равновесием. [Подсказка: покажите, что если 
{л”} — последовательность вполне смешанных профилей стратегий, 
таких что л” —> л в каждой узле динамической игры, то система ожи
даний ц" -э ця на каждом информационном множестве. Далее вос
пользуйтесь тем фактом, что в динамической игре выбор в каждом из 
информационных множеств должен быть оптимальным.]

8. Докажите теорему 8.17. [Подсказка: воспользуйтесь упражнением 7.]

8.7. Сигналинговые игры

Важный класс динамических игр, называемых сигналин- 
говыми играми, не имеет собственных подыгр. Обычно сигналинговая игра 
включает двух участников, мы будем называть их игрок 1 и игрок 2. В начале 
игры тип игрока 1 становится известен игроку 1, но неизвестен игроку 2. После 
того как игрок 1 получает информацию о своем типе, он посылает сигнал 
игроку 2 о той информации, которую он получил. Затем игроку 2 предстоит 
принять решение на основании этого сигнала. Решение игрока 2 приводит 
к окончанию игры, и оба игрока получают свои выигрыши.

Сигналинговые игры представляются важными, потому что позволяют 
описать многие ситуации из реальной жизни. Например, когда вы заходите 
на аукцион подержанных автомобилей, то оказываетесь вовлеченными в 
сигналинговую игру с продавцом. Дилер обладает частной информацией о 
реальной стоимости машины и посылает сигнал покупателю через объявля
емую им цену. Покупатель (игрок 2) затем решает, купить или не покупать 
автомобиль, руководствуясь объявленной ценой. Рисунок 8.21 отражает 
сигналинговую игру, в которой игрок 1 имеет возможность выбора из двух 
сообщений, а игрок 2 выбирает одно из двух возможных действий.

В начале игры оба участника знают, что вероятность игрока 1 быть типом 
Г] равна р и типом /2 соответственно 1 - р. Однако игрок 1 узнает свой тип, 
а игрок 2 не получает подобной информации. Затем игрок 1 выбирает одно 
из двух сообщений {тх,т2}. После получения сообщения игрок 2 выбирает 
одно из двух возможных действий {а!, аг}. Выигрыши игроков зависят от типа 
игрока 1, выбранного игроком 1 сигнала и выбранных игроком 2 действий. 
Таким образом, выигрыш игрока z, i = 1,2, задается функцией uj(tk,ms,al), 
где ms — выбор игрока 1, tk — его тип и а, — выбор игрока 2.

На этапе, когда ход принадлежит игроку 2, он делает выбор, находясь либо 
в информационном множестве {К,И}, либо в информационном множестве 
{Л", У}. Очевидно, что выбор будет зависеть от ожиданий, сформированных 
игроком 2 в этих информационных множествах. Как уже отмечалось, ожи-
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Природа

(ui(ti,mi,a2),U2(/i,mi,a2))

(ui(ti,m2,ai),U2(ti,m2,ai))
2

(ui(ti,m2,a2),U2(ti,m2,a2))

(ui(t2,m2,ai),U2(.ti,m2,ai))

a2 (ui(t2,m2,O2),U2(ti,m2,a2))

Рис. 8.21

02

ai

(ui(t2,mi,a2),U2(t2,mi,a2))

дания игрока на информационных множествах зависят от рассматриваемого 
профиля поведенческих стратегий. Так, рассмотрим профиль поведенческих 
стратегий п = {(/и, в А,т2 в /?),(• в {K,FK},« в {X,У})}. Согласно такому профи
лю стратегий, игрок 1 выбирает mlf когда узнает, что его тип и выбирает 
т2, если его тип t2. Стратегией игрока 2 может быть что угодно. Этот профиль 
стратегий, как и любой другой, порождает ожидания на информационных 
множествах игрока 2. Сначала отметим, что вероятности достижения узлов 
V,W,X,Y при данном профиле поведенческих стратегий л равны

n(K) = pxl = />, n(W) = Q-p)xO = Q 
и

п(Х) = р х 0 = 0, л(У) = (1 - р) х 1 = 1 - р.

Следовательно, если будет достигнуто информационное множество 
Т1 = {K,m}, то условные вероятности достижения узлов V и РИ составят

" /WI'>=77o=0'
Аналогично, если достигнуто информационное множество 12 = {X,Y}, то 

условные вероятность достижения узлов X и Y составят

^1Ь)=о7^)=о -
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Таким образом, профиль л порождает следующие ожидания на инфор
мационных множествах Т, и Т2:

Ц’,(К) = 1, |TW) = 0, ря(Х) = 0, рл(Г) = 1.

Альтернативный способ вычисления ожиданий — использование форму
лы Байеса. Поведенческая стратегия игрока 1 задает условные вероятнос
ти того, какое сообщение выберет игрок 1, если реализуется его
тип tk. Учитывая условные вероятностей ц(/и5 |/А), игрок 2 корректирует свои 
априорные ожидания ри 1 — р на информационных множествах {V, IV} и 
{X, У} согласно формуле Байеса. Таким образом, с учетом профиля поведенче
ских стратегий л, если игрок 2 замечает, что достигнуто информационное 
множество {V, W}, то он по формуле Байеса корректирует ожидания того, 
что игрок имеет тип t{, следующим образом:

Р(А |{^, ^}) =-------7........ = 1 .рхц(/и1|/1) + (1-р)хц(>и1|/2)

Аналогично, скорректированное ожидание относительно типа t2 задается 
как

р(Г2 *П)  = 71-----Ы = о .
(1 - р) х 1/,) + р х p(W[ |/2)

Тогда скорректированные ожидания игрока 2 на информационном мно
жестве {V, W} можно записать в виде

ц”(К) = р(г, |{К,IV}) х b} (А) = 1, иЖ) = НИ, ИД) х bt {В) = 0 .

Поскольку ожидания на информационных множествах можно находить, 
используя формулу Байеса, процесс корректирования ожиданий по мере до
стижения информационных множеств называют байесовской корректировкой 
{изменением ожиданий в соответствии с новыми данными) или корректировкой 
ожиданий по формуле Байеса. Отсюда ясно, почему такое равновесие назы
вается совершенным байесовским равновесием.

Описанная ранее сигналинговая игра может быть обобщена на случай 
любого конечного числа типов игрока 1, конечного числа возможных со
общений, которые может послать игрок 1, и конечного числа действий, 
которые может предпринять игрок 2. Таким образом, сигналинговая игра 
включает конечное множество Т, возможных типов игрока 1, конечное 
множество Л/ сообщений, из которых может выбрать игрок 1, и конечное 
множество А действий, из которых может выбрать игрок 2. Динамическая 
игра разыгрывается так же, как и изображенная на рис. 8.21 сигналинговая 
игра. Игрок 1 узнает свой тип, например tk. Затем он выбирает сообщение 
т,. из множества М, после чего игрок 2 выбирает действие а, из множества А. 
Результирующие выигрыши участников имеют вид и u2(tk,ms,at).
Заметим, что игрок 1 может выбрать смешанный сигнал путем рандомизации на 
множестве М, подобным же образом игрок 2 может использовать смешанный 
профиль поведенческих стратегий путем рандомизации на множестве А.
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Пример 8.18. Рассмотрим сигналинговую игру, изображенную на рис. 8.22. 
Априорная вероятность того, что игрок 1 является игроком типа равна 0,5.

Начнем поиск совершенного байесовского равновесия с изучения опти
мальных выборов игрока 2. Если на информационном множестве 
ожидания задаются соотношениями Prob.(K) = р и Prob.(lC) = 1 - р , то ожи
даемый выигрыш игрока 2 при выборе действия ах равен

Еи2(ах |р) = Зр +1 - р -1 + 2р, 

а при выборе действия а2 равен

Еи2(а2 |р) = 0 + 2(1 - р)~2-2р .

Следовательно, игрок 2 выберет действие ах, если 1 + 2р>2-2р или р > , 

ему будет безразлично, что выбрать, при р ~ , и он выберет действие а2, 

если р < . Таким образом, выбор игрока 2 как функция его ожиданий на 

информационном множестве Тх имеет вид

*2’(Ш =

1 
ах, если Р>-^, 

5е[0,1], если Р=~^, 

1 
а2, если р <-j,

Рис. 8.22
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где s — вероятность выбора ах. Аналогично оптимальный выбор игрока 2 
как функция его ожиданий в информационном множестве 12 = {X,Y} за-
дается как

1 если q< у,

b2(T2\q) = - re[0,1], если = у,

а2, 1 если

где Prob.(2O = <7 иг — вероятность выбора ах.
Заметим, что игрок I имеет следующие чистые стратегии:
выбрать /и, в обоих узлах, А и В,
выбрать т2 в обоих узлах, А и В,
выбрать т} в узле А и т2 в узле В,
выбрать т2 в узле Л и и, в узле В.
Смешанная стратегия игрока 1 имеет вид пары вероятностей (vA,vB), где 

vA — вероятность выбора /и, в узле А и vB — вероятность выбора тх в узле В.
Рассмотрим каждую из этих стратегий игрока 1. Если стратегия игрока 

предписывает выбор тх в обоих узлах, то это порождает ожидания на ин
формационных множествах игрока 2. В этом случае скорректированные 
ожидания игрока 2 на информационном множестве 1Х имеют вид

Ожидания на информационном множестве Т2 ={X,Y} не определены, по
скольку вероятность достижения любого из узлов в Т2 равна нулю. В этом 
случае игрок 2 выберет Ь* 2 (Тх |р = 0,5) = ах. Тогда выигрыш игрока 1

ux(tx,mx,ax) -1, если его тип tx, и ux(t2,mx,ax) = 3, если его тип t2.

Следовательно, ожидаемый выигрыш игрока 1 при использовании данной 
стратегии

Еих(уА = l,vB = 1) = 0,х1 + 0,5x3 = 2. (8.1)

Что касается стратегии, при которой игрок 1 выбирает т2 в обоих узлах, 
скорректированные ожидания игрока 2 на информационном множестве Т2,

В этом случае b2{12 \q = 0,5) = а2', так что ожидаемый выигрыш игрока 1 равен

Ещ(уА =0,гд = 0) = 0 . (8.2)

Теперь рассмотрим следующую стратегию: выбор тх в узле А и т2 — в 
узле В, или стратегию, при которой (уА = 1, vB = 0). В этом случае обновленные 
ожидания на информационных множествах игрока 2 составляют

1 При таких ожиданиях в своем информационном множестве 12 игрок 2 может выбрать и 
а2, и ах, и любую их смесь (ах с вероятностью г и аг с вероятностью (1 — г)). — Примеч. ред.
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7’(И|271) = 1 и />GV|372) = O.

В результате Z>2(2\ |р = 1) = at и b2(Z2 \q = 0) = а2. Таким образом, ожидаемый 
выигрыш игрока I1 * * * при использовании данной стратегии равен

1 Заметим, что подход авторов к анализу сигналинговой модели основан на предпо
ложении, что первый игрок выбирает свою стратегию до того момента, когда узнает свой
тип. Отсюда его ориентация на ожидаемый выигрыш вместо выигрыша для каждого типа
этого игрока, как при традиционных вариантах анализа. — Примеч. ред.

£//|(г,( = 1,гй =0) = 0,5x1+ 0,5x2 = 1,5. (8.3)

Наконец, нетрудно проверить, что ожидаемый выигрыш при использовании 
стратегии (уА = Q,vB = 1) окажется равным

Ещ(ул =0, vB = 1) = 0,5x2 = 1. (8.4)

Теперь вычислим ожидаемый выигрыш игрока 1 в случае применения 
смешанных стратегий, таких что 0 < vA < 1. В этом случае скорректированные 
ожидания игрока 2 на информационных множествах I, и 12 имеют вид

Р(Г|Т|) = —V-4— и P(Jf|Z2) = —■
Va+vb 2

Рассмотрим пять возможных случаев.

Случай I. vA > vB > 0.
Тогда, поскольку vA > то

Р(И|Т,) = ^>1, Р(Х|Т2) = ^<1.

Таким образом, ожидания игрока 2 в информационных множествах Тх 
и Т2, заданные ри q, таковы, что игрок 2 выберет а, в обоих информацион
ных множествах.

Следовательно, при реализации t, ожидаемый выигрыш игрока 1 составит

Глх1 + (1-Ул)х1 = 1,
а при реализации /2

3 х vB + 3 х (1 - vB) = 3 .

Ожидаемый выигрыш игрока 1 в этом случае равен

EuSva,vb) = 0, 5x1 + 0, 5x3 = 2. (8.5)

Случай II. <vA <vB.

В этом случае выполняется
Р(И|Т,) = ^>|, P(X\I2) = q>±.

Тогда ожидания игрока 2 на информационных множествах 2, и Т2, задан
ные р и q, таковы, что игрок 2 выберет в и а2 в 12.
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Следовательно, при реализации ожидаемый выигрыш игрока 1 составит 

глх1 + (1-ул)х0 = ул, 

а при реализации t2
3xvB + (1 - vfi) хО = 3vg .

Ожидаемый выигрыш игрока 1 в этом случае равен

Eul(vA,vB) = Q,5xvA +0,5x3vB <2. (8.6)

Случай III. vA < .

Тогда
Р(У\1х) = р<±, P(X\I2) = q>j.

Ожидания игрока 2 на информационных множествах 2) и 12, заданные р 
и q, таковы, что игрок 2 выберет й2 в1, и а, в Т2.

Следовательно, при реализации 1, ожидаемый выигрыш игрока 1 составит 

vA х 2 + (1 - vA) х 0 = 2va , 
а при реализации /2

2х v„ +(1 - v„)x0 = 2v„.

Ожидаемый выигрыш игрока 1 в этом случае равен 

) = 0,5х2vzl +0,5х2уг = vA +vB < 1 (8.7)

Случай IV. vA=jVB,vA >0.

В этом случае выполнено

',(ир|) = РЦ. Р(Гр2) = 9 = ^^-.

Тогда <7>у- Таким образом, ожидания игрока 2 на информационных 

множествах I, и Т2 таковы, что игрок 2 выберет ах с вероятностью s е [0,1] 
в Тх и а2 в 12.

Следовательно, при реализации tx ожидаемый выигрыш игрока 1 составит

VA х[5 + 2(1 -5)] + (1 - vA)х0 = vA(2-s) = |vB(2- 5) ,

а при реализации t2

уй[35 + 2(1 - $)] + (1 - vs) x0 = vfi(2 + s).
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Ожидаемый выигрыш игрока 1 в этом случае равен

Ещ(уА, vb) = 0,5 ху vB(2 - s) + 0,5 х vB(2 + 5) = j(4 + s)vB < 2 . (8.8)

Наконец, рассмотрим последний случай.

Случай V. 0 < = vB < 1.
Здесь имеем

P(K|Z,) = /7 = 1, P(X\T2) = q = ±.

Ожидания игрока 2 на информационных множествах I, и Т2 таковы, что 
игрок 2 выберет а} в Z, и а, в Т2 с вероятностью г е [0,1].

Следовательно, при реализации ожидаемый выигрыш игрока 1 составит

vA X 1 + (1 - vA) X г = г + (1 - г) х vA ,
а при реализации t2

vB х 3 + (1 - vB) х 3 х г = 3 х г + 3(1 - г) х vB.

Ожидаемый выигрыш игрока 1 в этом случае равен

Eui(.vA,vB) = 2(r + (l-r)vA')<2. (8.9)

Если сравнить ожидаемый выигрыш игрока 1 при использовании различ
ных стратегий, как чистых, так и смешанных, то из формул (8.1)—(8.9) видно, 
что наибольший ожидаемый выигрыш составляет 2. Данный ожидаемый 
выигрыш соответствует стратегиям

(!) vA — vB =1.
(2) vA > vB > 0.
Для подтверждения того, что эти стратегии являются частью совершенного 

байесовского равновесия, необходимо удостовериться, что игрок 1 не сможет 
получить выгоды при отклонении от любой из них в своих информационных 
множествах, т.е. в узле А или узле В.

Заметим, что при использовании поведенческой стратегии vA=vB=\, 
если реализуется тип то выбор vA ■= 1, т.е. выбор тх в узле А, приносит 
ожидаемый выигрыш в размере 1. Это наилучшее из того, что может ожидать 
игрок 1 при данных скорректированных ожиданиях и порождаемой ими при 
этом оптимальной стратегии игрока 2. Аналогично при реализации типа t2 и 
достижении узла Дожидаемый выигрыш игрока 2 составляет 3, что является 
наибольшим из возможных выигрышей. Таким образом, игроку 1 невыгодно 
отклоняться ни в одном из узлов А или В.

При использовании игроком 1 поведенческой стратегии vA > vB > 0 в 
случае реализации типа выбор тх в узле А с вероятностью vA приносит 
ожидаемый выигрыш в размере 1. Это наилучшее из того, что может ожи
дать игрок 1 при данных скорректированных ожиданиях и порождаемой 
ими оптимальной стратегии игрока 2. Аналогично при реализации типа t2 и 
достижении узла В ожидаемый выигрыш игрока 2 составляет 3, что являет
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ся наибольшим из всего, что он может получить. Таким образом, игроку I 
невыгодно отклоняться ни в одном из узлов А или В.

Следовательно, совершенные байесовские равновесия сигналинговой 
игры (рис. 8.22) имеют вид

(1) (Ь\ц), где ^U)(W1) = 1, Ь*(В)(т 2) = 1, ц‘2(И|Т,) = 1, ц* 2(й/|Т2) = О, 
№) = «., 62*(1 2) = а1;

(2) (S,p), где Ф(Л)(ст,)>^(Д)(/и2)>0, ц2(И|Т1)>|, ц2(2Г|22)<1, 
^(Z1) = a„ b2(I2) = a}. ■

Интересное свойство совершенного байесовского равновесия, которое вы
является при определении равновесных точек в предыдущем примере, — это 
то, что ожидания на информационных множествах игрока 2 определяются 
стратегиями игрока 1. Причина в том, что выборы игрока 1 определяет ве
роятности, с которыми достигаются те или иные узлы в информационных 
множествах игрока 2. В результате изменения стратегии игрока 1 вели бы к 
соответствующим изменениям в ожиданиях игрока 2.

8.8. Приложения
Мы увидели, что как концепция секвенциального равно

весия, так и концепция совершенного байесовского равновесия являются 
подходящими для нахождения равновесия в динамических играх даже в том 
случае, если они не имеют подыгр. В данном разделе мы будем использовать 
обе концепции секвенциального и совершенного байесовского равновесия 
при решении некоторых интересных динамических игр, которые возникают 
в приложениях.

Пример 8.19 (финансирование проекта). Предприниматель Е (игрок 1), 
заинтересованный в финансировании некоего рискованного проекта, не 
может финансировать его за счет собственных средств. Известно, что про
ект рентабелен, однако только предприниматель точно знает его ценность 
(стоимость). Предприниматель знает, что после вложения I долл, проект 
может иметь высокую (й) или низкую (/) стоимость. Поскольку он не име
ет собственных средств для финансирования, ему для этого нужно найти 
венчурного капиталиста (инвестора). В обмен на инвестирование проекта 
предприниматель может предложить капиталисту доля в стоимости будущего 
предприятия — пакет акций е, где 0 < е < 1.

Будем предполагать, что действие проходит в течение двух периодов. В пе
риоде 1 осуществляется инвестирование, а в периоде 2 реализуется отдача от 
инвестиций. Норму прибыли на инвестированный капитал i можно считать 
равной текущей ставки процента или альтернативной стоимости капитала.

Венчурный капиталист С, или игрок 2, может либо принять предложение 
о пакете акций е, либо отклонить его. На момент сделки игрок 2 знает лишь 
то, что стоимость проекта может оказаться высокой, h долл., с вероятностью 
р и низкой, / долл., с вероятностью 1 - р. Число р — выбор природы и рас
сматривается игроками как параметр. Таким образом, венчурный капиталист
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принимает решение о том, принять предложение или отказаться от него,
основываясь на величине е и знаниях о шансах успеха данного проекта. Сле
довательно, игра включает двух участников, вовлеченных в сигналинговую 
игру, в которой предприниматель (отправитель сигнала) посылает сигнал е, 
а инвестор (получатель сигнала) реагирует на получаемый сигнал.

Это (сигналинговая) игра с несовершенной информацией и без (собствен
ных) подыгр. Она изображена на рис. 8.23. Если 

то венчурный капиталист (игрок 2), который знает, что проект будет иметь 
высокую стоимость h с вероятностью р и низкую стоимость / с вероятностью 
1 — р, примет предложение е только в том в случае, если

р(е/г-/) + (1 - р)(е/-/) > (1+ /)/. (*)

То есть, когда игрок 2 должен сделать выбор в своем информационном 
множестве, он осознает, что находится в узле X с вероятностью р и в узле Y 
с вероятностью 1 - р. При данных ожиданиях принятие предложения будет 
рациональным только в том случае, если е удовлетворяет соотношению (*).  
Более того, при данной информации у игрока 2 его ожидания секвенциаль
но рациональны. Зная это, предприниматель (игрок 1) предложит игроку 2 
величину е, удовлетворяющую соотношению (*).  Это приводит к секвен
циальному равновесию, в котором

(1) ожидания венчурного капиталиста С (игрок 2), в узлах информаци
онного множества — это р и 1 - р соответственно;

(2) предприниматель Е (игрок 1) предлагает долю (в стоимости) компа
нии е чуть большую, чем минимальный пакет е < 1 такой, что (*)  
к z * (2 + 0^ ч.обращается в равенство (е - л

(3) венчурный капиталист С (игрок 2) принимает предложение е, по
скольку это является секвенциально рациональным; см. упражнение 1 
в конце раздела.

~ _ » (2 + z)/ , ,
Таким образом, при е = р)/ < пРоект °Удет финансироваться,

и инвестор получит пакет акций е чуть больший, чем е. ■
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В полученном решении сигнал е не дает никакой информации о ценности 
проекта (том, будет ли он стоить (/г) или (/)). Предлагаемый предпринима
телем пакет акций е, следовательно, должен быть больше, чем тот пакет, 
который венчурный капиталист согласился бы принять, зная, что проект 
стоит h. Это так потому, что если инвестор знал, что проект стоит h, то он 
согласился бы на долю в (капитале) компании eh, удовлетворяющую

- / > (1 +/)/ ;

если бы он знал, что проект стоит I, то согласился бы на долю в компании 
е„ удовлетворяющую

е,/-/>(1+ /)/.

Поскольку предприниматель заинтересован предложить венчурному капи
талисту минимально возможный пакет акций, то он всегда бы хотел сообщать 
капиталисту, что проект стоит h. Венчурный капиталист понимает это и не 
поверит сигналу от предпринимателя о стоимости проекта1.

1 Точнее, поверил бы только сигналу о низкой стоимости проекта, но такой сигнал 
он не получит. — Примеч. ред.

Пример 8.20. В примере 8.19 мы видели, что финансирование проекта 
происходит при условии, что параметры удовлетворяют определенным со
отношениям. Однако если 

и
ХсЛ-/) + (1-р)(е/-/)<(1 + /)/, (**)

то решение из примера 8.19 не будет работать, поскольку игроку 2 выгоднее 
отклонить любые предложения. Жаль, ведь проект не будет финансировать
ся, хотя должен бы быть профинансирован, если стоит h. Получается, что 
в этом случае (и это можно проверить см. упражнение 3 в конце раздела) 
секвенциальное равновесие в этой сигналинговой игре следующее.

(1) Венчурный капиталист С (игрок 2) ожидает, что проект стоит h с 
вероятностью р.

(2) Игрок 2 отвергает любое предложение о пакете акций е, удовлетворя
ющем (**).

(3) Предприниматель Е (игрок 1) предложит е, удовлетворяющее
(a) e(h - /) > (1 + i)I, если проект стоит h долл., и
(Ь) е = 0, если проект стоит / долл.

Единственный способ профинансировать проект в этом случае — это 
когда предприниматель предложить капиталисту дать ему взаймы I долл, 
в случае, если он знает, что проект стоит h, и обязуется вернуть капиталисту 
а(А-/) долл., где а(й-/) удовлетворяет:

a(h -/)>(! + /)/ •
Поскольку капиталист в этом случае будет уверен, что предприниматель 

сделает такое предложение только тогда, когда знает, что проект стоит h, он 
согласится на такое предложение. ■
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Следующий пример — версия моделей, изученных в работе Крепса и 
Уилсона [47] и Милгрома и Робертса [59]. Он анализирует динамическую 
игру, которая может быть представлена как сигналинговая игра, где уко
ренившаяся (в отрасли) фирма принимает решение о том, «усложнить ли 
жизнь» новичку-конкуренту (начать пиратствовать, мародерствовать после 
его входа в отрасль) или смириться со входом и приспособиться.

Пример 8.21 (игра «Сдерживание входа»)1. Имеются две фирмы. Фирма 1 
уже присутствует на рынке в течение некоторого периода времени, а фир
ма 2 только входит на этот рынок. На первой стадии игры фирма 1 выбирает 
между Мародерствовать и Приспособиться. В случае выбора Мародерствовать, 
выигрыш фирмы 2 составит и% <0 . При выборе Приспособиться выигрыш 
составит it}, причем

1 Альтернативные названия игры: игра входа, игра «Предоставление входа».

и" >0 >и?.

Фирма 1 может быть одной из двух возможных типов: нормальной или 
агрессивной. Эта информация доступна лишь самой фирме 1, т.е. тип фир
мы 1 представляет собой частную информацию этой фирмы. Фирме 2 лишь 
известно, что фирма 1 с вероятностью р нормальная и с вероятностью 1 - р 
агрессивная. Если фирма 1 нормальная, то при ее выборе Приспособиться 
выигрыш фирмы 2 на первой стадии игры равен и", а выигрыш фирмы 1 
равен и", где

и“ > и'.

Если фирма 1 агрессивная, то при выборе Мародерствовать она получает 
высокий выигрыш г и всегда предпочитает стратегию Мародерствовать.

На второй стадии игры фирма 2 принимает решение Остаться или Уйти. 
В случае выбора Уйти фирма 1 остается единственной фирмой на рынке и 
пользуется привилегиями монополии. Тогда ее выигрыш на второй стадии 
игры равен и'", где

и"1 > и".

Выигрыш фирмы 2 на второй стадии игры, в случае если фирма 1 выбрала 
Приспособиться на первой стадии и фирма 2 играет Остаться, составит zz“. 
Следовательно, фирма 2 получает выигрыш в размере и“ на обеих стадиях 
игры. Тогда при дисконтировании выигрыша на второй стадии по ставке 
дисконтирования 5 выигрыш фирмы 2 в случае, когда фирма 1 является обыч
ной, и выбирает Приспособиться на первой стадии игры, а фирма 2 выбирает 
Остаться на второй стадии, равен

zz" + 3z/“.

Выигрыш фирмы 1 в этом случае имеет вид

ZZj + о щ .
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Рис. 8.24. Игра «Сдерживание входа»

Выигрыш фирмы 1 в том случае, если она является нормальной, выбирает 
Мародерствовать на первой стадии игры, а фирма 2 выбирает Уйти на вто
рой стадии, составляет

< +5//Г,

при этом выигрыш фирмы 2 оказывается равным

zzf + 0 х 8 = z/f .

Рисунок 8.24 иллюстрирует сигналинговую игру между двумя фирмами. На 
нем указаны выигрыши фирм для всевозможных исходов игры. Сигнал о 
типе фирмы 1 подают действия фирмы 1 на первой стадии игры. Наблюдая 
ее действия на первой стадии, фирма 2 корректирует свои ожидания о типе 
фирмы 1 и затем соответствующим образом выбирает свои действия. Начнем 
анализ игры с поиска оптимальных выборов фирмы 2 в ее информацион
ных множествах = {К, IC} и Т2 = {Х.Х}. В информационном множестве Т2 
единственные приемлемые ожидания фирмы 2 задаются как

И(Х) = 1, ц(У) = 0.

Это так в силу того, что фирма 1 всегда выбирает Мародерствовать, если 
является агрессивной, поэтому узел /никогда не достигается. Таким образом, 
оптимальный выбор фирмы 2 в информационном множестве Т2 — это

д2*(У 2) = Остаться.
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В информационном множестве фирма 2 выберет Остаться, если 

ji(K)(zz2₽ + 5zz") + p(B<)(z/f + 5 z/f) > z/f,
т.е. если

В(И) -и' 
ц(^)~ и° ’

И она выберет Уйти, если
Р(И) ,
И(^) zz“ ‘

Таким образом, оптимальный выбор фирмы 2 как функция от ожиданий 
= q и ц(У) = 1 - q составляет

Остаться, если 9 ; ~«2
1-9 и“

*2*СШ  = ’ re [0,1], если 9 = 
1-9 и?

Уйти, если 9 , ~иР2
1-9 и°

где г — вероятность выбора Остаться.
Для фирмы 1 необходимо рассмотреть следующие поведенческие стра

тегии.
(1) Мародерствовать, если нормальная.
(2) Приспособиться, если нормальная.
(3) Рандомизировать на множестве {Мародерствовать, Приспособиться}, 

если нормальная.
Исследуем каждую из этих поведенческих стратегий, чтобы понять, какая 

из них приносит наибольший ожидаемый выигрыш фирме 1.
(1) Мародерствовать, если нормальная. В этом случае ожидания, порождае

мые на информационном множестве - {К, РИ}, имеют вид ц(К) = р и
p(Bz) = 1 - р. Учитывая оптимальный отклик *̂(2,  |р) фирмы 2, имеем 
следующий ожидаемый выигрыш фирмы 1

и? +Ъи“,
р -и% если > ——,

\~Р и°

Еих = г(и? + 5«f) + (1 -r)(wf + §«"), если Р _ ~«2 
\~Р и° '

(8.10)

,,Р I с ,,/и Wj 4“ О Wj , Р если ————— < —- 
\~Р и°

ц(И) _ -и% 
ц(ИО г,«1 При оба выбора для нее одинаково (не)привлекательны, как и любая

лотерея на этих выборах. Поэтому наилучшие выборы при таких ожиданиях — все множество 
лотерей (г,1 — г); г е [0,1], где г — вероятность выбрать действие Остаться. — Примеч. ред.
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(2) Приспособиться, если нормальная. В этом случае ожидания, порож
даемые на информационном множестве Z2 = {X,Y}, — это |i(JV) = l. 
Учитывая оптимальный отклик Ь2(Т2) фирмы 2, получаем следующий 
ожидаемый выигрыш фирмы 1

Ей, = и,р + 8и". (8.11)

(3) Рандомизировать на множестве {Мародерствовать, Приспособиться}, если 
нормальная. Пусть z = Pmb.(Приспособиться), тогда скорректированные 
ожидания на информационном множестве 2", задаются выражениями

P(VIT,) = , P(W\T,) = , 1-j> .
1 \~p + zp 1 X-p + Zp

Ожидаемый выигрыш фирмы 1 при скорректированных ожиданиях со
ставляет

z[uf +5u,e] + (l- г)[«1Я + 8w,a], если > ——,
1~Р и2

4r(Mf+8M1a) + (l-r)(Mf+8<)] + zp
Еи,={ если-т^—= ——, (8.12)

+ (1 -z}[ua, +8wf], 1-Р иа2

z[u,p + 8 и,] + (1 - z)[и, + 8 ], если
1 1 1 1 1 -р и2

Рассмотрим два случая.

Случай I. и}’ + 8 z/f < и" + 8 и".
В этом случае из (8.10), (8.11) и (8.12) следует, что фирма 1 выберет 

Приспособиться, если нормальная. Тогда фирма 2 выберет Остаться, после 
того как будут скорректированы ожидания от типа фирмы 1. Единственное 
совершенное байесовское равновесие задается парой (л’,р*) , где

Ь, (А) = Приспособиться, Ь*,  (В) = Мародерствовать,

P2(W\T,) = X, ц* 2(Ж) = 1,

b2(I,) = Уйти, Ь2(Т2)= Остаться.

Случай IL uf +8 и, > и, + 8 и".
Тогда: р
(1) Если <——, то из (8.10) и (8.11) следует, что фирма 1 выберет

1 - Р и2
Мародерствовать, если нормальная. Следовательно, фирма 2 выберет 
Уйти. В этом случае единственное совершенное байесовское равно
весие имеет вид

б*(А)  = Мародерствовать, Ь*(В)  - Мародерствовать, 

p2{W\Т,) = X - р, ^\Т,) = р,

Ь2(Т,) = Уйти, Ь2(Т2) - Остаться.
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Ожидания на информационном множестве 12 не определены1, по
скольку оно не достигается, если фирмы придерживаются равновесных 
стратегий.

1 Не определены равновесным профилем стратегий, но тем не менее должны быть 
определены в соответствии с концепцией равновесия. Проделанный ранее анализ пока
зывает, что с таким равновесием совместимы любые ожидания на этом множестве (т.е. в 
соответствии с выигрышами, которые получают игроки, при любых ожиданиях фирмы 2 
она выбирает Остаться; проделанный анализ при этом показывает, что и выбор фирмы 1 
тогда секвенциально рационален). — Примеч. ред.

р —и?
(2) Если -j----- = —, то из (8.10) следует, что фирма 1 получает больший

1 - Р и2
выигрыш при выборе Мародерствовать, если 

г (z/f + 8 wf) + (1 - r)« + 8 и{") > и“ + 8 и".

Поскольку +8Mj"' > и" + 8uf, то существует г >0, такое что 

r(u^ + 8wf) + (1 — г )(zzf + &и'") = их +8//", 

так что для всех г < г имеем

г (z/f + 8 О + (1 - r)(z/f + 8 и'") > < + 3 и“.

В этом случае существуют совершенные байесовские равновесия, при 
которых фирма 2 рандомизирует на стратегиях Остаться и Уйти. Эти 
равновесия задаются выражениями

Ь*  (Л) = Мародерствовать, Ь'(В) = Мародерствовать, 

p2(W\Ix) = \-p, ^2(V\Tx) = p, 

Ь2(ТХ) (Остаться) = г, Ь2(1Х) (Уйти) = 1 - г, и Ь2(12) = Остаться, 

где 0 < г*  < г .
П —уР

(3) Если ----- >——, то из (8.10), (8.11) и (8.12) следует, что фирма 1
1 - Р и°

будет рандомизировать на Мародерствовать и Приспособиться, когда 
является нормальной с вероятностью z = Prob.(Мародерствовать) < 1, 
так что выполняется

л DZP .. -«2 
1 - Р U" ’ 

тогда ожидаемый выигрыш фирмы 1 составит

Z[r« + Swf) + (1 - r)(uf + 8z<)] + (1 - z)l< + SwfJ.

Как и в (2), из этого далее следует, что существует г >0, такое что 

+ 8 <) + (1 - r)(z/f + 8 и'х")] + (1 - z) [< + 8 и“ ] = < + 8 и°,

так что для всех г < г имеем

z[r« + 5«f) + (1 - r)(ux + 8 zzj")] + (1 - z)[< + 8]> wf + 8z/j’ .
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Таким образом, мы получили множество совершенных байесовских 
равновесий, при которых фирма 1 рандомизирует на Мародерствовать 
и Приспособиться, а фирма 2 рандомизирует на стратегиях Остаться 
и Уйти. Эти равновесия имеют вид

Ьх (Л) (Мародерствовать) = z, b"(B) = Мародерствовать,

иЖ) = 1,

Ь2(1}) (Остаться) = г, и Ь2(12) = Остаться, 

где 0 < г*  < г.

1 Spence А.М. Job market Signaling // Quarterly Journal of Economics. 1973. Vol. 87. 
P. 355-374.

Единственное совершенное байесовское равновесие, полученное в слу
чае I, таково, что нормальный тип фирмы всегда адаптируется, а агрессивный 
тип всегда мародерствует. То есть в этом равновесии два различных типа 
действуют по-разному, и фирма 1 играет так, чтобы раскрыть свой тип пол
ностью. Такое совершенное байесовское равновесие называется разделяющим 
равновесием. В случае 11(2) в единственном совершенном байесовском равно
весии фирма 1 вне зависимости от своего типа всегда мародерствует. Таким 
образом, действия фирмы 1 не выявляют ее тип, и поэтому такое равновесие 
носит название объединяющего равновесия. Совершенные байесовские равно
весия в случае П(3) не являются ни разделяющими, ни объединяющими, и их 
часто называют гибридными равновесиями. Заметим, что в случае отсутствия 
какой-либо неопределенности относительно типа фирмы 1 в динамической 
игре, если фирма нормальная, то единственным равновесием было бы рав
новесие, в котором фирма 1 всегда адаптируется. Таким образом, именно 
неопределенность, которая есть у фирмы 2 относительно того, какого типа 
фирма 1, приводит к тому, что фирма 1 действует по-разному, и в некоторых 
случаях мародерствует, даже когда она нормальная. ■

Теперь обратим внимание на еще один пример сигналинговой (сигналь
ной) игры.

Пример 8.22 (сигналинг на рынке труда). Представленная здесь игра 
мотивирована работой Спенса1. В этой динамической игре природа раскры
вает тип индивида (только) этому индивиду, который, следовательно, знает, 
является ли он высоко одаренным (индивидом с высоким способностями, 
высокопроизводительным, индивидом типа h) или нет (индивид с более 
низкими способностями, низкопроизводительный индивид, индивид типа I). 
Фирма F (игрок 1) должна решить, какую зарплату предложить индивиду, 
но при этом не знает его типа и наблюдает лишь уровень его образования е. 
Таким образом, фирма должна предложить зарплату w(e), основываясь на 
уровне образования е. Индивид (игрок 2) выбирает уровень образования е и 
выходит на рынок труда. Общеизвестно, что половина всех индивидов — ин
дивиды типа h и оставшаяся половина — индивиды типа /.
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В анализе будем рассматривать только линейные контракты относительно 
заработной платы (договоры о заработной плате). В частности, предположим, 
что зависимость зарплаты от уровня образования имеет вид w(e) = те + 0,1, где 
т — неотрицательное вещественное число. Величину 0,1 можно трактовать 
как зарплату индивида с нулевым уровнем образования.

Предположим, что при любом заданном уровне образования индивид 
типа h более продуктивен, чем индивид типа I. Более того, предположим, 
что высокопроизводительный индивид (индивид типа h) ценится фирмой 
в 2е, если имеет уровень образования е, а низкопроизводительный индивид 
(индивид типа /) ценится всего лишь в е, если имеет уровень образования е. 
Тогда прибыль фирмы задается как 2e-w(e), если индивид типа h, и как 
е - w(e), если индивид типа I.

Полезность (или выигрыш) индивида зависит как от заработной платы, 
которую он получает, так и от издержек получаемого образования. Полез
ность индивида типа h в случае, когда он получает уровень образования е, 
составляет

uh(e) = w(e)-~e2,

а полезность индивида типа / —
3 

ul(e) = w(e)--^e2.

Это означает, что для низкопроизводительного индивида получение обра
зования сопряжено с более высокими издержками, чем для высокопроизводи
тельного индивида. Таким образом, это динамическая игра с несовершенной 
информацией, которая разыгрывается следующим образом.

• Фирма, игрок 1, делает предложение относительно заработной платы 
w(-). Это предложение определяет заработную плату как функцию от 
уровня образования е. Как уже отмечалось ранее, мы предполагаем, 
что такая функция имеет вид w(e) = те + 0,1, где т — неотрицательное 
вещественное число.

• Природа раскрывает индивиду его тип.
• Индивид, игрок 2, посылает сигнал е о своем типе, который является 

выбранным уровнем образования. Сигнал е может как выявлять фирме 
тип индивида, так и не выявлять его.

• Фирма предлагает индивиду уровень заработной платы w(e).
• В свою очередь, индивид либо принимает, либо отвергает предложение, 

и оба участника игры получают выигрыши, указанные на рис. 8.25.
На рисунке изображено дерево данной сигналинговой игры между фирмой 

и индивидом. Поскольку существует бесконечно много значений т (т > 0), то 
фактически существует и бесконечно много возможностей для (положения) 
узла N (природа). Возможные узлы W — точки на луче (полупрямой) ОР. 
После достижения узла N из U природа раскрывает индивиду его тип; таким
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образом, достигается либо узел В либо узел С. Ясно, что существует беско
нечно много возможностей для узлов В и С; на рис. 8.25 они представлены 
точками на лучах (полупрямых) О'Р' и О"Р" соответственно. В узле В или 
С индивид посылает сигнал е, выбирая уровень образования, и достигается 
либо узел X, либо узел Y. И снова, поскольку е может принимать любые неот
рицательные значения, то имеем бесконечно много возможностей для узлов X 
и Y. На рис. 8.25 эти возможные положения узлов — точки на полупрямых 
EQ и ТК соответственно. Очевидно, что {X, является информационным 
множеством игрока 1. В своем информационном множестве {XX игрок 1 
делает предложение w(e), что приводит игру либо в узел V, либо в узел И< 
Здесь последний выбор игрока 2 завершает игру.

В этой сигналинговой игре игрок 2 (индивид) посылает сигнал, а именно 
свой уровень образования е. Игрок 1 (фирма) является получателем сиг
нала е и отвечает на него, предлагая заработную плат w(e). В такого рода 
сигналинговых играх решение зависит от функции зарплаты w(-). Перейдем 
к решению игры.

Вначале точно опишем функции выигрышей и стратегии игроков. Будем 
использовать сокращения А для «принятия» и R для «отказа». Ясно, что 
стратегией игрока 1 является функция w(-), которая в данном случае пол
ностью определяется числом т; т.е. стратегия игрока 1 (фирмы) — просто 
вещественное число т > 0. Стратегия игрока 2 (индивида) состоит из пары 
({е;,ел},5), такой что

(1)5 — функция, определенная на узлах И и И7 на полупрямых FG и SM 
соответственно, которая «выбирает» А или R;
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(2) eh — функция, которая отображает узлы В на полупрямой О'Р' на 
узлы X на полупрямой EQ. Поскольку узел В на полупрямой О'Р' 
полностью определяется узлом N (т.е. числом т), то eh является ве
щественнозначной функцией, т.е. eh=eh(m) или ел: [0,[0,°о);

(3) аналогичным образом е, отображает узлы С на полупрямой О"Р" 
на узлы Y на полупрямой ТК. Поэтому имеем е^е^т) или 
et: [0,оо) —> [0,°°).

В терминах этих определений выигрыши игроков имеют вид 

»i(w,({e/„e/},s)) =

у [2еЛ (т) - meh (т) - 0,1] +у fc/ (т) - те, (т)—0,1], если s(V) = s(W) = Л,

у [2еЛ (т) - meh (т) -0,1], если s(V) = A, s(W) = R,

у[е;(/и)-/ле/(/я)-0,1], если5(И) = R,s(W) =А,

0, если5(И) = 5(1Г) = А,

0, если s(W) = R
и

u,’(m,({eh,el},s)) = -
meh (т) - у eh (m)2 + 0,1,

0,

если s(K) = А, 

если s(V) = R.
Две формулы для выигрышей игрока 2 отражают два типа индивидов. 

Выигрыш фирмы, конечно же, ее ожидаемый выигрыш.
Как уже упоминалось, игра начинается с того, что игрок 1 предлагает зар

платный контракт (функцию зарплаты) w(-), имеющий вид w(e) = те + 0,1. 
Игрок 2 отвечает на это предложение выбором уровня образования, который 
максимизирует его полезность. Если у индивида (игрока 2) высокие способ
ности, то он выберет уровень образования, максимизирующий функцию

1 7 е2z//,(e) = w(e)-ye =/ие--у + 0,1 .

Нетрудно проверить, что максимум данной функции достигается при 
u'h(e) = m-e = 0. Это условие определяет оптимальную стратегию игрока 2 
типа h, которая имеет вид е,*(/и)  = т .

Максимальное значение uh(e) тогда равно uh(m) = —у-+ 0,1 >0, откуда 

следует, что стратегия s*  игрока 2 в узле Идолжна быть А, т.е. з’(И) = А.
Если у индивида более низкий уровень способностей, он максимизирует 

z/Де) = w(e)-ye2 = те-^е2 +0,1.
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Снова легко проверить, что максимум функция выигрыша достигает, когда 

и'^е) = т-~е = 0 (выполняется условие первого порядка). Следовательно, в 

этом случае оптимальная стратегия игрока 2 типа /, имеет вид

е, (т) = —т.
3 (2 \ т2

Максимальное значение ut(e) теперь равно wJ у/я 1 = —+ 0,1 >0, от

куда следует, что стратегия 5*  игрока 2 в узле Wдолжна также быть А, т.е. 
s‘(W) = A.

Фирма (игрок 1) предвидит выборы уровней образования игрока 2. Од
нако в силу того, что она не обладает информацией о типе игрока 2, ей 
следует выбирать т исходя из максимума ожидаемого выигрыша. Так как 
половина всех индивидов имеют тип h, а другая половина — тип /, игрок 1 
ожидает, что он находится в узле X (см. рис. 8.25) с вероятностью 1/2 и в 
узле Те вероятностью 1/2. Таким образом, ожидаемый выигрыш фирмы в 
информационном множестве {X, У} равен

Е(т) = у \2е](т) - те] -0,1] + у [е,(т) - те](т) - 0,1].

2Поскольку фирма знает, что е](т) = т и е](т) = -^т ожидаемый выигрыш 
может быть переписан в виде

1 1/77 л 1 / Я $ \
Е(т} = — (2т-т2 -0,1) +у -^т-^-т2 -0,1 = у у/л-у/я2 -0,2 .

£ \ -J J At \ J J /

Очевидно, что данная функция достигает максимума, когда Е'(т) = у -—/и = 0, 

или т =у = 0,8 .
Следовательно, решением игры является профиль {т ,({е],е]},8*У),  такой что

w‘=0,8, е*(/л)  = у/л, е](т) = т,1л

5*(Ю  =
А,

R,

если w(e)-ye2 >0,

1 2если w(e)-ув <0
и 5*(Ж)  = -

3
А, если и’(е)-у-е2 >0,

3
R, если w(e)-y-e2 <0.

Другими словами, это означает следующее. Игрок 1 предлагает функцию 
заработной платы vv(e) = 0,8е + 0,1, а игрок 2 соглашается и получает уровень 

2 16
образования eh = 0,8, если имеет тип h, и е, = у х 0,8 = -у- = 0,533, если имеет 

тип /. Кроме того,
(1) ожидаемый выигрыш игрока 1 составляет £(0,8) = 0,433;
(2) выигрыш игрока 2 равен мЛ(0,8) = 0,42, если он имеет тип h, и 

/ 1 6 \it/ ( -у-= 0,313, если его тип I.
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Рис. 8.26. Функция заработной платы

По построению понятно, что («*,({£/ ’(/и),eA(w)},s*))  образует равновесие 
по Нэшу. Оставим в качестве упражнения проверку того, что данный профиль 
стратегий также является секвенциальным равновесием1. ■

1 Заметим снова, что это профиль стратегий и соответствующие ожидания. — Примеч. ред.

В рассмотренном примере полученное решение разделяет два типа ин
дивидов в том смысле, что

2
е, = jx0,8 = 0,533 <еА = 0,8.

Таким образом, ориентируясь на выбранный уровень образования, фирма 
в состоянии различить эти два типа индивидов. По этой причине данный 
тип секвенциального равновесия в сигналинговых играх называют разделя
ющим равновесием.

В следующем примере мы получим равновесие, при котором оба типа 
индивидов выбирают один и тот же уровень образования. В таком случае 
равновесие называют объединяющим.

Пример 8.23 (еще раз о сигналинге на рынке труда). Вернемся к сигналин- 
говой игре на рынке труда, изображенной на рис. 8.25. Отличие от преды
дущего примера состоит в том, что зарплатный контракт теперь не является 
линейной функцией вида w(e) = те + 0,\. Вместо этого будем рассматривать 
в качестве зарплатных контрактов следующие кусочно-постоянные «двух
ступенчатые» предложения

w(e) =
0, еслиесё,

w, если е > е.
Таким образом, контракт имеет «переключение» на уровне образования 

ё>0, как иллюстрирует рис. 8.26. Фирме необходимо определить запуска
ющее значение е и уровень зарплаты w .

Предположим, что в этой игре прибыль фирмы составит 1,5е - w(e), если 
индивид высокопроизводительный, и е - w(e), если он низкопроизводитель
ный. Также общеизвестно, что одна четверть всех индивидов имеют тип h и 
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три четверти имеют тип I. Функции полезностей высокопроизводительных 
и низкопроизводительных индивидов имеют вид

uh(e) - w(e)- — е2 и и1 (е) - w(e) - е2.

Как и в предыдущем примере, игра начинается с предложения заработной 
платы (функции зарплаты) ы(-). Игрок 2, индивид, после того как обнаружит 
свой тип, отвечает на предложение выбором уровня образования е. Затем 
фирма предлагает индивиду заработную плату w(e), а тот решает, принять 
или отвергнуть это предложение. Если индивид оказывается высокопро
изводительным, он выберет е так, чтобы максимизировать свою функцию 
полезности

иЛ(е) = ы(е)--|е2.

Л О А ООн выберет е = е , если w--^e > 0, и примет предложение, в противном 

случае он выберет е = 0.
Если игрок 2 обнаружит, что является низкопроизводительным индивидом, 

то выберет значение е, максимизирующее его функцию полезности

z/z(e) = w(e)-e2.

Он выберет е= е, если w-e2>0, и примет предложение, в противном 
случае он выберет е = 0 и отклонит предложение.

Зная все это, фирма предложит функцию зарплаты, максимизирующую 
ее ожидаемый выигрыш. Ее ожидаемый выигрыш в информационном мно
жестве {X, Y} имеет вид

1 3E(w) = j[1,5е - w(e)] + -[е - w(e)].

Поскольку функция зарплаты устроена так, что принимает значение 0 или 
, _ , — 3 2 /некоторое фиксированное w , то фирма назначит w = у е (т.е. установит зар- 

3 _плату на уровне чуть выше, чем е2) или w - е2. Рассмотрим два случая.

г. м Т — 3 2Случаи I. .
2 __ з

Отсюда следует, что е = у>/3й. Поскольку е2 > -^е2 - w(e), то z/z(e) = 

= w(e) - е < 0 , следовательно, индивид типа / отклонит такое предложение. 
В этом случае ожидаемый выигрыш фирмы составит

E(w) = у х у >/3^ - = у (л/з¥ - w).

if 7з
Дифференцируя, получим Z7'(w) = yl -1 . Решая уравнение

E'(w) = 0, находим точку максимума ожидаемой полезности: ы = 
34 = 0,75.
4
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Отсюда следует, что е= 1. Ожидаемая прибыль фирмы при такой зарплате 
имеет вид

£(w) = lgxl-|j = 0,1875. (*)

Случай II. w = е2.
3В этом случае е = Jw и, поскольку е2 > —е2, индивид любого типа примет 

предложение.
Следовательно, ожидаемая прибыль фирмы составит

173 _
4l2x^ w 2.Vw - w.

О
9

Дифференцируя, получаем E'(w) = —=■ -1. Решая уравнение E'(w) = 0, 
16vw д

находим точку максимума функции ожидаемой полезности: = —г, отку-
16

_81 л 9да w= 2^- = 0,3164. Отсюда следует, что е>е = -^, и ожидаемая прибыль 

фирмы равна
9 9 ( 9 А2 81и =^=°-з1и-

Поскольку прибыль в этом случае превосходит прибыль в (*),  то фирма бу

дет предлагать контракт _ 81 л 9
w = = 0,3164. Отсюда следует, что е = -т-г = 0,5625 ,

256 16
и кроме этого, выбор индивида е = 0,5625 приносит индивиду максимум 
полезности независимо от его типа.

Таким образом, получено следующее равновесие.
• Игрок 1, фирма, предлагает зарплатный контракт

w(e) =
0, если е < 0,5625, 
0,3164, если е > 0,5625.

• Индивид принимает предложение вне зависимости от своего типа и 
выбирает уровень образования е = 0,5625 .

• В информационном множестве {ХИ фирма предлагает заработную 
плату w - 0,3164.

• Индивид принимает предложение независимо от того, к какому типу 
он принадлежит.

Можно проверить, что это дает секвенциальное данное равновесие с 
1 3системой ожиданий ц(Х) = и ц(У) = .

В рассмотренном примере оба типа индивидов выбирают один и тот же 
уровень образования. Следовательно, мы имеем дело с объединяющим рав
новесием, поскольку сигнал (т.е. уровень образования) не позволяет выявить 
тип индивида. Стоит также отметить, что фирме выгодно трудоустроить 
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оба типа индивидов за одинаковую заработную плату. Отсюда возникает 
интригующий вопрос: может ли что-то выиграть индивид с высокими спо
собностями? ■

Далее рассмотрим игру торга, в которой дисконтирующий множитель 
игрока 2 может принимать одно из двух значений: 8Л с вероятностью ph и 8, 
с вероятностью 1 - ph. Предполагается, что

0<8,<8а<1.

Это игра торга с несовершенной информацией. Это игра торга, в которой 
предложения и контрпредложения делаются в течение трех периодов; если 
стороны не сумели достичь соглашения, то после третьего периода игра 
заканчивается, и участники получают выигрыши (0,0). Дерево игры изоб
ражено на рис. 8.27.

Пример 8.24 (трехпериодная игра торга). Найдем совершенное байесовское 
равновесие игры. В периоде 3 игрок 2 любого из двух типов (h или Г), примет 
предложение s3л < 1, но близкое к 1 (т.е. .s3л ~ 1), поскольку отказ приведет к 
нулевому выигрышу. Следовательно, в периоде 3 игрок 1 предложит 53, = 1 
(на самом деле сделает предложение $31 меньшее, но очень близкое к 1, и 
оба типа согласятся на это предложение). В этом случае выигрыш игрока 1 
равен 8] , а игрок 2 получит 0 (или несколько больше, чем 0). Таким образом, 
оптимальная стратегия в начале периода 3 имеет вид

5ЗЛ~1 и b2(3l/i) = b2(3[/) = Принять.

Предвидя такое предложение в периоде 3, во втором периоде игрок 2 
(типа h или /) предложит (как и в случае совершенной информации) s2, = 8,, 
и игрок 1 согласится на это предложение. Следовательно, оптимальная стра
тегия в начале периода 2 составляет

s2 ] = 8, и Ь*(2)  = Принять.

В этом случае игрок 2 получает выигрыш

8Л(1 -8,), если относится к типу h, и

8,(1 -8J , если относится к типу I.

В периоде 1 игрок 1 должен предложить как минимум 51Л = 1 — 8,(1 -8,), 
тогда игрок 2 получит как минимум

^1,2 = — );

в противном случае игрок 2 отклонит предложение независимо от своего 
типа. Если игрок 2 отклонит предложение игрока 1 в периоде 1, то игра 
перейдет ко второму периоду.

Если игрок 1 предлагает l-S^l-Sj) в периоде 1, то игрок 2 согласится, 
если его тип I, и откажется, если его тип h. Если игрок 2 имеет тип h и от
клонит предложение 1-8,(1-8]), то игра перейдет в период 2, где игрок 2
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предложит $2Д =5, игроку 1. Таким образом, игрок 1 получит 
Следовательно, если игрок 1 предлагает 1 - 8/(1 - 8,) игроку 2 в первый период, 
ожидаемый выигрыш игрока 1 равен

Р& +(1-л)[1-5/(1-81)].

Если игрок 1 предложит 1 - 3А(1 -8,) игроку 2 в первый период, то игрок 
примет предложение независимо от его типа. Поэтому игрок 1 максимизирует 
ожидаемый выигрыш в первом периоде, когда он:

• предлагает 51( = 1-8,(1-8,), если

Р& + (1 - рА)[1 - 8/(1 - 8,)] > 1 - 8„(1 - 8,), и

• предлагает s,л = 1 -8Л(1 -8,) в противном случае.
Таким образом, делаемое в равновесии предложение может быть таким, 

при котором игрок 2 (типа А) отклонит предложение и игра перейдет в пе
риод 2, или таким, при котором оно достаточно привлекательно для того, 
чтобы оба типа игрока 2 на него согласились. Предложение игрока 1 в первом 
периоде обеспечивает максимум его ожидаемого выигрыша.

Из наших рассуждений вытекает следующий результат.

Предложение 8.25. В трехпериодной игре торга с несовершенной информацией, 
в которой выигрыш при несогласии составляет (0,0), существует совершенное 
байесовское равновесие со следующими стратегиями.

Стратегия игрока 1
• Период 1: Предложить 5,‘д =1-8/(1-81), если

Л8?+(1-^)[1-8,(1-81)]>1-8Л(1-81);

иначе предложить s, t = 1 - 8Л (1 - 8;).
• Период 2\ Принять, если s* 2, = 8,.
• Период 3: Предложить s’ t ~ 1. Скорректированные ожидания игрока 1 

имеют вид'.
Игрок 1 ожидает, что игрок 2 имеет тип h, если его предложение в пери
оде 1 было s’, = 1 -8Z(1 -8[), и игрок 2 его отверг. Игрок 1 ожидает, что 
игрок 2 имеет тип h с вероятностью ph, если в периоде 1 он предложил 
.Sj'j = 1 - 8Л(1 - 81), и игрок 2 согласился.

Стратегия игрока 2
• Период Г. Отклонить Sj", = 1 -8Д1 -8J , если он имеет тип h, в против

ном случае принять.
• Период 2'. Предложить 5^ = 8, независимо от типа.
• Период 3: Принять, если sjj = 1.
Совершенное байесовское равновесие, возникающее, когда

А,8?+(1-Л,)[1-8/(1-81)]>1-8/,(1-81), 
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является разделяющим равновесием, поскольку тип / игрока 2 сразу же согла
шается на предложение 5ц = 1 — S,(1 — 8j), но тип h игрока 2 отказывается от 
него. Другое совершенное байесовское равновесие является объединяющим 
равновесием, при котором игрок 1 предлагает 5ц = 1 -Зл(1 -3,), и оба типа 
соглашаются, при этом игрок 1 не изменяет своих ожиданий относительно 
типа игрока 2.

Рассмотрим далее игру торга, в которой тип одного из участников из
вестен только ему, а число периодов предложений и контрпредложений не 
ограничено. Это динамическая игра с бесконечным горизонтом и несовершенной 
информацией.

Пример 8.26 (игра торга с бесконечным горизонтом и несовершенной 
информацией). Как и ранее, игра с бесконечным горизонтом может трак
товаться в качестве игры с конечным горизонтом, в которой выигрыши в 
заключительном периоде являются выигрышами продолжения (дополни
тельными выигрышами, сверх полученных в игре).

В игре на рис. 8.28 выигрыш продолжения имеет вид (хЛ,1- xh), если 
игрок 2 имеет тип h, и (x^l-xj, если его тип /. Если игрок 1 не смог уз
нать что-либо о типе игрока 2 до третьего периода, у него нет возможности 
выяснить, будет ли его выигрыш продолжения равен xh или xt. Однако если 
игрок 1 пришел к достоверному заключению о типе игрока 2, то у него будут 
и уверенные ожидания о выигрышах продолжения.

Если игрок 1 знает, что игрок 2 имеет тип h, то (в соответствии с теоре
мой 6.38) его равновесный выигрыш продолжения составит

_ !-A
Xh 1-5,5Л-

Аналогично, если игрок 1 знает, что игрок 2 имеет тип I, то его равно
весный выигрыш продолжения будет равен

_ !-5/
Х‘ 1-8Д'

Из неравенств 0 < 3, < 3Л < 1 следует, что 0 < xh < х, < 1 (почему?). Отсюда 
получаем неравенство

3,(1-31х/)<3А(1-3|хА).

Следующий результат показывает, что существует совершенное байе
совское равновесие, при котором игрок 1 в начале торгов предлагает либо 
xh= тЬгз- ’ либ° 1 “ 5'^ ” 5,Х") ’

Предложение 8.27. Рассмотрим игру торга с бесконечным горизонтом и 
несовершенной информацией, такую что:

(1) игрок 1 имеет дисконтирующий множитель в]!
(2) игрок 2 имеет дисконтирующий множитель 3А с вероятностью ph и 3, 

с вероятностью 1 - ph, где 0 < 3, < 3Л < 1.
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Тогда в игре существует совершенное байесовское равновесие, при котором 
игрок 1 предлагает

5* = fl-5,(1-5jA:a), если ph8lxh +(1 -/?,,)[!-8,(1-SjX,,)] >хА,
1,1 К, если л!8!х„+(1-^„)[1-8,(1-8|х,,)]<хА.

Доказательство. Заметим, что

1-8,(1-8,хА)>хА.

Игрок I предлагает 1 — 8, (1 — 8,.хй): Если игрок 1 предложит ,\н=1- 
— 5/(1 — 8jXa ), то игрок 2 типа h отвергнет предложение в периоде 1 и сделает 
контрпредложение s2, = 3,хА в периоде 2. Игрок 1 примет контрпредложение, 
поскольку теперь ожидает, что игрок 2 имеет тип h. В этом случае игрок 2 
получает выигрыш 8Л(1 — 3jXA) > 8,(1 — 8,хл), если отвергнет предложение в 
периоде 1, и получает 8,(1 -8,хА), если согласится в периоде 1. Таким обра
зом, если игрок 2 имеет тип h, то отклонит это предложение, и игра перейдет 
ко второму периоду.

Если игрок 2 имеет тип /, но, притворившись типом h, отклонит предло
жение в периоде 1, то в периоде 2 он предложит s2i =31хА, и игрок 1 при
мет это предложение, если он ожидает, что имеет дело с типом h игрока 2. 
Тогда выигрыш игрока 2 составит 3,(1 -SjX,,). Однако игрок 2 получил бы 
такой же выигрыш, приняв предложение в первом периоде. Таким образом, 
игрок 2 типа / должен принять предложение = 1 — 8,(1 — SjX,,) игрока 1 в 
первом периоде. В этом случае ожидаемый выигрыш игрока 1 составляет 
p^+a-^Hi-sxi-^x,,)].

Игрок 1 предлагает х, такой что 1-3,(1-31хА)>х>хА: Игрок 2 типа h 
должен отказаться от такого предложения в периоде 1. Во втором периоде 
он сделает контрпредложение 3,хА. Игрок 2 типа / будет подражать игроку 2 
типа h, так как в этом случае он получит 3,(1 - 8^,,) > 1 - х . Ожидания игрока 1 
относительно типа игрока при этом не изменятся (т.е. он будет ожидать, что 
тип игрока 2 либо h, либо I), но он согласится на контрпредложение. Его 
выигрыш составит 8,х,, < хА.

Игрок 1 предлагает хА: Оба типа игрока 2 согласятся. Ожидания игрока 1 
относительно типа игрока 2 остаются такими же. Выигрыш игрока 1 равен хА.

Игрок 1 предлагает s,j = х > 1 - 8,(1 - 8,х,;) > х,,: Оба типа игрока 2 отверг
нут предложение и сделают контрпредложение 8lxh в периоде 2. Игрок 1 
согласится на контрпредложение, если хА > ph8ixh + (1-/’Л)[1-8,(1-8,х,1)]. 
Если же ph8xxh +(l-jp,I)[l-3,(l-31xA)]>xA, то игрок 1 отклонит предложение 
игрока 2 и сделает контрпредложение 8,(1 -3,(1 -31хА)). Игрок 2 согласится 
в случае, если его тип /; в противном случае он откажется и сделает контр
предложение 3^хА в периоде 3. Игрок 1 согласится. Выигрыш игрока 1 со
ставит max{81(p,)81xA + (1 - рА)[1 - 8,(1 - 3|хА)]),31хА}.

Из сделанных наблюдений вытекает, что для максимизации ожидаемого 
выигрыша в первом периоде игрок 1 предложит
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=.11_5А1-5Л)> если ph^xh +(1 -pA)[I-8,(1 -3jXA)] > xh, и
К, если/^Sfx,, + (1-л)[1-8,(1-81х,,)]<х„.

Возникает очевидный вопрос, существует ли равновесие, в котором иг- 
1 1-8, „року 1 разумно сделать предложение х, =-:—Заметим, что поскольку 

1 -5Д
ph >0, то если подобное предложение будет отвергнуто, игрок 1 не сможет 
скорректировать свои ожидания относительно типа игрока 2, так как игро
ку 2 типа I выгодно притвориться игроком типа h. Игрок 1 понимает, что 
ему необходимо предоставить более выгодное предложение игроку 2, если 
он является типом h, и тип /, таким образом, получит выгоду, играя в этих 
ситуациях как тип h. Минимальное предложение игроку 2, которое приво
дим к различному поведению его типов, — это st I = 1 -8,(1 — 8,хЛ). Что мы 
и видели в совершенном байесовском равновесии, описанном в предложе
нии 8.27. По мере того, как ph приближается к нулю, игрок 1 может увеличить 
свой выигрыш, сделав в первом периоде предложение, которое, подобно 
5)! = 1 -8,(1 -8,хЛ), ведет к различным откликам разных типов игрока 2, но 
такое предложение всегда будет больше, чем х,. В этом случае возможны 
отсрочки в достижении соглашения. Совершенное байесовское равновесие, 
которое имеет место в этом случае, является разделяющим равновесием.

В этом предложении были описаны лишь исходы совершенного байесов
ского равновесия; стратегии и ожидания игроков детально не описывались, 
хотя и были использованы при обосновании того, почему те или иные исходы 
представляют собой совершенное байесовское равновесие. Приведенная в 
доказательстве предложения 8.27 аргументация опирается на тот факт, что 
выигрыши продолжения после трех периодов игры выглядят так же, как и 
выигрыши в начале динамической игры торга. Таким образом, если игрок 1 
уверует, что игрок 2 имеет тип h, то выигрыш продолжения в игре торга со
ставит хЛ. Кроме того, необходимо отметить, что в совершенном байесовском 
равновесии игрок 2 типа / заключит более выгодную сделку в случае частной 
информации по сравнению со случаем совершенной информации, в то вре
мя как игрок 2 типа h выгод не получит; более того, возникнут некоторые 
(незначительные) потери, поскольку присутствует отсрочка в достижении 
соглашения. ■

Рассмотрим пример, описывающий простую версию переговоров по за
ключению контракта о рукописи, в котором дисконтирующий множитель 
автора рукописи не известен издателю и может принимать одно из двух 
значений.

Пример 8.28 (контракт на рукопись). Издатель (игрок 1) ведет переговоры 
с автором (игрок 2). Издатель начинает процесс торга с некоторого предло
жения автору. В подобных случаях контракт зачастую имеет форму процента 
от объема продаж, выплачиваемого автору. Предложение может находиться в 
пределах 0% и 30%, причем предложение в 30% от объема продаж означает, 
что издатель остается без прибыли. В этом случае доля пирога (прибыли), 
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получаемая издателем, равна нулю, и вся прибыль уходит автору. С другой 
стороны, контракт с 15% от объема продаж предполагает, что пирог они 
делят поровну.

Как только издатель сделал предложение, автор может принять его или 
отклонить, вернувшись с контрпредложением. Такой процесс предложений 
и контрпредложений может в принципе длиться любое число периодов с 
типичным временем для ответа в одну неделю между предложениями. То 
есть процесс торга (о контракте на рукопись) описывается динамической 
игрой торга с возможностью для многих предложений и контрпредложений. 
Динамическая игра торга начинается с того, что издатель, которого мы счи
таем игроком 1 (покупатель), делает предложение s,,, которое, напомним, 
представляет собой часть (долю) пирога, получаемую игроком 1. Известно, 
что дисконтирующий множитель издателя в течение семи дней (время между 
предложениями) составляет 5 = 0,9. У издателя, однако, нет уверенности от
носительно дисконтирующего множителя автора, но он знает, что тот может 
быть относительно терпеливым с дисконтирующим множителем 5 = 0,85 или 
ненавидеть всякий торг, имея при этом низкий дисконтирующий множитель 
8 = 0,75. Вероятность того, что автор окажется одним из двух перечисленных 
типов, равна 0,5. Следовательно, динамическая игра торга является игрой с 
несовершенной информацией, где 8Л = 0,85 и 8, = 0,75.

Решение для последовательного процесса торга, таким образом, находим, 
анализируя равновесие игры торга. Такое равновесие описано в теореме 8.27. 
Для данного примера имеем

Далее,
р„Ь}х„ + (1-01 -5,(1 -8Л)1 =

= j х (0,9)2 х 0,63829 +1[1 - 0,75(1 - 0,85 х 0,63829)] =

= 0,58696.

Поскольку эта величина меньше, чем xh = 0,63829 , предложение издателя 
(согласно теореме 8.27) в первом периоде — это

5П = хА =0,63829

доли от 30% его валовой выручки, которую он оставляет за собой (нужно 
иметь в виду, что торг идет о 30% от валовой выручки, т.е. предполагаемой 
после продаж сумме прибыли). В этом случае автор примет предложение, и 
торг завершится в первом периоде. Доля от валовых продаж, предлагаемая 
автору, равна

0,3(1 - 0,63 829) = 0,3 х 0,36171 = 0,108513.

Таким образом, вероятно, что в этом случае торг завершится (уже) в первом 
периоде, причем издатель предложит автору приблизительно 11% от валовой 
выручки, или 36,17% от ожидаемой после продаж прибыли. ■
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Заключительный пример этой главы представляет собой приложение 
концепции совершенного байесовского равновесия к анализу сговора двух 
фирм в случае, когда они имеют частную информацию о предельных издерж
ках производства. В рассматриваемой модели две фирмы разыгрывают бес
конечно повторяющуюся дуополию Курно, не зная предельные издержки 
другой фирмы. Это превращает повторяющуюся дуополию Курно в игру с 
несовершенной информацией, в которой тип (в данном случае предельные 
издержки) фирмы является частной информацией этой фирмы. Обсуждает
ся вопрос о том, как наличие частной информации изменяет равновесные 
исходы игры, а также возможен ли сговор и в такой ситуации. Модель и 
способ анализа основаны на работе [20].

Пример 8.29 (повторяющаяся дуополия по Курно с частной информацией 
об издержках). Рассмотрим игру дуополии по Курно, в которой две фирмы 
производят один и тот же товар; функция обратного спроса на него задается 
в виде

/»(?) = А-р.

Обе фирмы знают, что совместное распределение вероятностей предельных 
издержек фирм имеет вид как в табл. 8.1. Однако фирма 1 в точности знает, 
равны ли ее предельные издержки cL = 1 или сн = 2. Аналогично фирме 2 
известно значение с2.

Фирмы разыгрывают эту игру (дуополию Курно) с несовершенной ин
формацией в течение бесконечного числа периодов. Будем обозначать дис
контирующий множитель фирм через 5, где 0 < 5 < 1.

Покажем, что вектор объемов производства^,^), максимизирующий 
совокупную прибыль фирм, — совершенное байесовское равновесие этой 
игры с бесконечным горизонтом. Такое совершенное байесовское равновесие 
является объединяющим: (точные) значения предельных издержек фирм не 
выявляются, и ожидания о предельных издержках фирм с течением времени 
не меняются.

Ожидаемая совокупная прибыль фирм имеет вид

Еъ = (А - q{ - q2\qx+q2)- 0,25с L(qt + q2) - 0,25c H (<?, + q2) -

- 0,25(сд <?j + cHq2) - 0,25{cHqx +cLq2).

Таким образом, совокупный выпуск q = q{ +<?2 должен максимизировать 
совокупную ожидаемую прибыль, которая может быть записана как

Еп = (А - q)q - 0,5cLq - Q,5cHq.

Из условий первого порядка получаем

A-2q-Q,5(cL + cw) = 0,

Таблица 8.1

с, Сн

0,25 0,25
Ен 0,25 0,25

486



ГЛАВА 8. СЕКВЕНЦИАЛЬНАЯ РАЦИОНАЛЬНОСТЬ

откуда
л _ Л-0,5(сл +сн) _ 2А-сн-cL
1 2 4

Следовательно, если фирмы делят рынок поровну, то их выпуски должны 
быть равными

Я -А _ ~ СЯ ~ С1. /О loxVI - Яг ~ g • (о.1Л;

Цена на рынке в каждом из периодов тогда будет равна

- А _ 2А~сн ~cL = 2Л + ся+с£
' 4 4

При этом прибыли фирм в каждом периоде равны

л (2А + сн+с, \(2А-с„-с, \ л (2А + с„+с, }('2А-с„-с711 = [---------- С, Д--------------------f—L J И ТТ2 = f L- - С2 J----------f—

Сделаем следующее предположение:

СН CL

2

При таком предположении прибыль каждой фирмы при производстве 
z = 1,2, оказывается положительной, даже если предельные издержки фирм 
максимальны: с,- = сн .

Теперь заметим, что если фирма 1 производит q}, то прибыль фирмы 2 
(при выборе ему объема производства q2) составляет

f л 2А СН CL

с 8 Яг \Яг сгЯ1 •

Максимум прибыли достигается при значении q2, равном

Яг =■

6А + сн - 7cl
Гб

6А + cL - 7сн 
16

если с2 = cL,

если с2 = сн.

В этом случае цена равна

Р =
6 А + Ср/ + 9с; 

16
6 А + cL + 9с н

' Гб

если с2 = cL,

если с2 = сн.

Прибыль фирмы 2 определяется как
(6А + сн -Ic^2 

256
(6А + cL- 7с н )2

. 256

еслис2 = cL,

еслис2 = сн.

487



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

Так как q2 * q2 при с2 - сн и с2 - cL , фирма 2 может захотеть производить 
q2, а не q2 в том случае, когда фирма 1 производит qv Отсюда возникает 
вопрос, почему фирмы станут производить объемы {qx,q2) даже если это 
эти количества максимизируют совокупную прибыль. Следующий результат 
дает ответ на этот вопрос, и мы покажем, что ситуация, когда каждая фирма 
производит q i = 1,2, в каждом периоде является совершенным байесовским 
равновесием в игре с бесконечным горизонтом.

Предложение 8.30. Существует 8 > 0, такое что исход, при котором выпуск 
фирм составляет (qlfq2) в каждом периоде, является исходом совершенного 
байесовского равновесия игры с бесконечным горизонтом при всех дисконтиру
ющих множителях 8 > 8.

Доказательство. Докажем это утверждение, указав профиль стратегий, при 
котором ни одной из фирм невыгодно отклоняться от производства в объемах 
(qx,q2) в любом из периодов в случае, когда другая фирма придерживается 
«своей» стратегии, соответствующей этому профилю. Опишем только стра
тегию фирмы 1, поскольку стратегия фирмы 2 аналогична.

(1) Если фирма 2 в прошлом производила q2, то фирма 1 производит q,.
(2) Если фирма 2 отклоняется от производства q2, тогда фирма 1 произ

водит qx = А - cL в течение следующих Т периодов. После этого она 
производит </] =qt + ^-. Тогда фирма 2 будет производить q2 =q2- — , 

где п достаточно велико для того, чтобы (A-qi-q2)-q2>^ . Это стра
тегия наказания, при которой прибыль фирмы 2 положительна, но 
меньше, чем та прибыль, которую фирма получила бы, если бы не укло
нилась. Продолжительность стадии наказания (Т периодов) должна 
быть достаточно большой, чтобы исключить возможность получения 
выгоды от уклонения.

(3) Если фирма 1 уклоняется от стратегии наказания в течение Тпериодов, 
когда ей требуется производить qx = А - cL , то фирма 2 прибегает к 
стратегии наказания против фирмы 1, производя q2 = А - cL в течение 
„ Л. Л 1 Л 17] периодов, после чего фирмы производят q{-q{- — и q2 = q2+ —.

Продолжительность стадии наказания (7) периодов) должна быть до
статочно большой, чтобы исключить возможность получения выгоды 
от уклонения.

(4) Если фирма 2 отклоняется от производства либо q2 =q2---- , либо
л 1 П

q2 =q2 + — , то фирма 1 повторяет стратегию наказания из (2).

Покажем, что фирма 2 не может получить выгоды при отклонении ни в 
одном из периодов.

Случай I. Фирма 2 уклоняется от (qi,q2).
В этом случае наибольшая возможная величина дисконтированной (сум

мы) прибыли фирмы 2 равна
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~ / \ $Г+1 (Л 2А + сн + с
®---------

Если фирма 2 не будет 
равна

Таким образом, фирма 
если

отклоняться, ее то дисконтированная прибыль

712
7^8 ■

2 не сможет получить выгоды при отклонении,

й2(с£) +
8Г+1 (л 
1-8Г2

2 Л + сн + с£ A 7i2
4п - 1-8 ’

т.е. если
- 7 Ч 8Г+‘

В формуле (8.14) величина
1-8г+|
1-8

2А + сн+с, А 1-8741 л
------ и ------ •4я J 1-8
5r+t
у—$ неограниченно растет при

(8.14)

8—>1, а

э Т +1 при 8 -э 1. Из этого следует, что существует 8,, такое что

неравенство (8.14) верно при всех 8>8j >0.

Случай II. Фирма 1 уклоняется от стратегии наказания фирмы 2.
В этом случае фирма 2 производит

A — cL
Ф1~' 2А-сн -cL

£ периодов,

после этого,8
£ 
п

а фирма 1
0

Ф = ■ 2 А - сн - cL
7] периодов,

после этого.

1 Здесь и далее в расчете изменений прибыли есть неточность. При изменении 
объема выпуска двух фирм на величину 1/л так, чтобы совокупный выпуск не изменял
ся (а следовательно, не изменялись и цены), прибыль фирмы i изменяется на величину

p(qt + <?,)- с,- В рассматриваемой ситуации, когда qx = q2 = 24 - ся - cL , цена производимого

товара p(qx+q2) =
2А-си-cL 2^4_с _ с-, а изменение прибыли равно-------—~-сх- Поэтому как

данную формулу, так и соответствующие соотношения ниже следует несколько изменить.

Так, вместо соотношения n2(cL)

. . . Зг+1 С л 2А + сн +с, -4с- 
"2(сг) + ТТз ---------hr 1

5 + (л 2А + сн+с, ) r-j.—g-l лэ-------- —-I следует записать соотношение

У Заметим, однако, что подобные корректировки соот-

ветствующих соотношений не влияют на справедливость сделанных авторами выводов, по-
скольку сделанное ими предположение о том, что А > сн + СН ~CL , гарантирует, что величина

8
£ 
п

4

4

2
2А + си + с, -4с, , 2А+сн +сг , „ ,изменения --------В-.—±----- 2- (как и величина ------ ~---- - ) положительна. — Примеч. ред.

4п 4п
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Фирме 1 невыгодно отклоняться в периоде t(t < Т), если

м, . 1-8г '+7'|+| <л 2А + с„+с, ' 1-8г"' 
1-8 711 +

2/1 +
4л

где правая часть неравенства — дисконтированная сумма прибылей фирмы 1 в 
том случае, если она не станет отклоняться. n''f(cL) — монопольная прибыль 
фирмы 1, когда ее издержки равны cL. Это максимум, что может получить 
фирма в любом каком-нибудь периоде. Неравенство преобразуется к виду

8г-'(1-8Г|+1) л 8Т~‘ (2А + сн + с, 
----- ^—5 -Ял + -г—F ± 1-8------1 -8 ( 4л (8.15)

gF-r+Ti+l
В (8.15) ——=— неограниченно растет, по мере того как 8—>1, и 1 - о

8r-'(l-3r‘+1)_ !-8г'+1
—Ps—=5 * -“г 1 х (Г +')

при 8 -»1. Из этого следует, что существует 82, такое что неравенство (8.15) 
верно при всех 8 > 82 > 0 .

Случай III. Фирма 2 отклоняется от + 

В этом случае фирма 1 производит
А - cL Тпериодов,
Л 1а. + — после этого . л

Фирме 2 невыгодно отклоняться, если 

ft2(cj +
8Г+1 (л 2А + Си + с, _— Л2-------- ---------
1 - 8 ( 4л

1 Р 
1-8 Г2

2/1 + с^
4л

+ Q

или
- / \ -8Г+1 (л 2А + сн + cL\ /о 1---------(8.16)

1 -8г+|Выражение ——$ >Г + 1 при 8^1, поэтому из (8.16) следует, что 

существует 83, такое что неравенство (8.16) верно при всех 8>83>0 для 
достаточно больших значений Т.

Случай IV. Фирма 1 отклоняется от

В этом случае фирма 2 играет роль, которую исполняла фирма 1 в слу
чае III, поэтому справедливы те же аргументы, что и в случае III. Отсюда 
следует, что для достаточно больших Т при всех 8 > 83 фирма 1 не сможет 
получить выгоды при отклонении.
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Пусть 8 = тах{8!,82,83}. Тогда неравенства (8.14)-(8.16) справедливы при 
всех 8 > 8. Это в конечном счете показывает, что фирма 2 не может получить 
выгоды при отклонении от выпуска q2, если используется стратегия, опи
санная в (1)-(4). Поскольку фирма 1 также не станет отклоняться в случае, 
когда фирма 2 использует аналогичную стратегию, этот профиль страте
гий — равновесие (с указанными равновесными объемами производства). 
Это совершенное байесовское равновесие, так как случаи I—IV показали, 
что отклонение невыгодно на любом этапе игры с бесконечным горизонтом, 
включая отклонение в стадии наказания, независимо от ожиданий фирмы 
относительно предельных издержек другой фирмы. Это так, в силу того 
что при отклонении одной из фирм другая фирма начинает производить 
q = A-Cj , следовательно, прибыли равны нулю независимо от того, каковы 
предельные издержки фирм. В результате уклонившаяся фирма наказывается 
независимо от того, какие у нее при этом предельные издержки. ■

Полученное совершенное байесовское равновесие является объединяю
щим, поскольку фирма производит один и тот же объем выпуска при высоких 
предельных издержках сн и при низких предельных издержках cL. ■

Упражнения
1. Рассмотрим игру примера 8.19, изображенную на рис. 8.23. Предпо

ложим, что пакет акций е удовлетворяет неравенству

p(eh - /) + (1 - р)(е/ -/)>(! + /)/ .

Покажите, что стратегия Принятья информационном множестве {%,У} 
является секвенциально рациональной. [Подсказка: если С выбирает 
Принять с вероятностью q и Отказаться с вероятностью 1 - q , то <7 = 1 
максимизирует ожидаемый выигрыш игрока С]

2. Рассмотрим игру из примера 8.19, изображенную на рис. 8.23. Какой 
наименьший пакет акций е должен предложить предприниматель ин

вестору, чтобы тот принял предложение? [Ответ: е = -J

3. Покажите, что если параметры игры примера 8.19, изображенной на 
рис. 8.23, удовлетворяют неравенству

(2+ /)/>е[М + (1-/>)/],

то проект не будет финансироваться.
4. Рассмотрим сигналинговую игру примера 8.22, дерево которой изоб

ражено на рис. 8.25. Покажите, что полученное там равновесие по 
Нэшу (m*,({e ’(/w),ez*(w?)},s*))  является секвенциальным равновесием со 
следующими ожиданиями ц на информационном множестве {ХИ:

ц(Х) = 1, ц(У) = 0, если е = т, и 
2

ц(Х) = 0 , ц(У) = 1, если е - -^т.
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5. Рассмотрим сигналинговую игру рынка труда из примера 8.22 со сле
дующими характеристиками:

w(e) = ^-e2 + те + 0,1;

иДе) = w(e)-^e2;

«/(<?) = иДе) - -|-е2.

Предположим, что прибыль фирмы задается выражением Зе - w(e), если 
индивид обладает высокими способностями, и е - w(e), если низкими 
способностями. Найдите разделяющее равновесие игры. Чему равна

14ожидаемая прибыль фирмы? [Ответ: т = , eh=2m, е,=т; ожидаемая

прибыль равна 1,34.]
6. Снова рассмотрим сигналинговую игру из примера 8.22 с теми же 

функциями полезностей и прибыли, но с кусочно-постоянной (двух
ступенчатой) функцией заработной платы, как в примере 8.23. Есть ли 
в этой сигналинговой игре объединяющее равновесие?

7. Можно утверждать, что при линейном контракте в сигналинговой игре 
рынка труда существует разделяющее равновесие, так как индивид с 
высокими способностями более производительный. Предположим, 
что при заданном уровне образования оба типа индивидов одинако
во производительны, но индивид с высокими способностями может 
получить образование при более низких издержках. Какой была бы 
природа секвенциального равновесия? [Подсказка: измените выигрыши 
в игре на рис. 8.25 в случае, когда индивид с высокими способностями 

принимает контракт, на (е-w(e),w(e)-ye2).]

8. Каким будет предложение заработной платы, если в сигналинговой игре 
рынка труда фирма использует двухступенчатое предложение из игры 
предыдущего упражнения? [Подсказка: заметьте, что E(w) = e -w .]

9. В сигналинговых играх двух предыдущих упражнений какой из двух 
контрактов будет использовать фирма: двухступенчатый или линейный?

10. Получает ли в объединяющем равновесии индивид какие-то выгоды 
от того, что имеет высокие способности? Ответ поясните.

11. Рассмотрим формулировку предложения 8.27. Докажите следующие 
свойства.

8,(1-5,) 8,8А(1-8,)(а)Если J_5 ■ + J _g-g-— > 8/,, то 3А(1 -8,хА) < 1 -х,.

8,(1-8/) 8,8А(1-8,) s(b) Если ‘ \ х—— > 8,, выполнено, то существует секвенци-
1-6,8; 1-8,6/,

альное равновесие, при котором игрок 1 предложит s,, = х,, если
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Ph^\xh + О - Ph)П - 3/(1 - 51Хл)] < р = X/;

в противном случае игрок 1 предложит = 1-8Д1-3jXA).
12. Проведите подробное доказательство случая IV в предложении 8.30.
13. Предположим, что кривая обратного спроса в примере 8.29 имеет вид 

p(q) = 10-q , a cL =1 и сА = 2. Найдите q-, и qx.
14. Пусть кривая обратного спроса в примере 8.29 имеет вид p(q) -10 - q , 

a cL -1 и ch - 2. Найдите 8, и Т, при которых справедливо неравен
ство (8.14).

15. Пусть кривая обратного спроса в примере 8.29 имеет вид p(q) = 10 - q , 
a cL = 1 и сА = 2. Найдите 8? и Тх, при которых справедливо неравен
ство (8.15).

16. Рассмотрим игру торга из примера 8.28. Что произойдет в этой игре, 
если вероятность того, что автор терпелив, равна 15%, т.е. 8ft имеет 
вероятность 15%. К чему приведут переговоры?

17. Предположим, что в игре о контракте на рукопись из примера 8.28 
автор имеет альтернативное предложение в 16% от объема продаж. Из
датель знает об этом и делает предложение в периоде 1, которое автор 
может отвергнуть и сделать контрпредложение в периоде 2. В периоде 2 
переговоры завершаются, и издатель либо принимает предложение от 
автора, либо отклоняет его. В этом случае автор принимает альтерна
тивный вариант.
(а) Изобразите динамическую игру между автором и издателем.
(Ь) Найдите секвенциальное равновесие в игре. Каковы условия со

глашения?



Глава 9 СУЩЕСТВОВАНИЕ
РАВНОВЕСИЙ

В предыдущих главах мы обсуждали различные типы игр и 
на примерах демонстрировали их приложения. Для предсказания наиболее 
вероятных исходов в ситуациях, описываемых играми, мы искали равновес
ные точки и затем анализировали эти равновесные решения. Однако, как 
мы видели, концепции равновесий, которые мы имели в виду, во многих 
ситуациях не могли быть использованы, поскольку такие равновесия могли 
и не существовать для соответствующих игр. Так, например, многие матрич
ные игры из раздела 2.4 не имеют равновесия в чистых стратегиях, но имели 
равновесия в смешанных стратегиях, когда игроки рандомизируют свой 
выбор. Напротив, матричная игра «Дилемма заключенного» имеет решение 
в чистых стратегиях.

В этой главе мы исследуем типичные условия, гарантирующие сущест
вование тех или иных решений или равновесий. Мы увидим, что, в то 
время как многие из игр раздела 2.4 не удовлетворяют типичным условиям 
существования равновесия в чистых стратегиях, условия существования 
равновесия в смешанных стратегиях для них выполняются. Такие результа
ты относительно типичных условий существования равновесий формируют 
представления о том, какие же концепции равновесия следует использовать 
при анализе той или иной игры. При изучении условий существования мы 
не только получаем представление о том, какая из концепций равновесия 
оказывается наиболее подходящей для данной игры; во многих случаях эти 
результаты также подсказывают методы нахождения таких равновесий. Сле
довательно, изучение таких типичных условий крайне важно при нахождении 
равновесий и решении игр. Более того, эти результаты также играют важную 
роль в улучшении нашего понимания равновесных решений. Тот факт, что 
существование равновесия по Нэшу связано с неподвижной точкой отобра
жения наилучших ответов, много чего говорит нам о природе концепции, 
подобной равновесию по Нэшу.

Глава построена следующим образом. Вначале излагаются предварительные 
сведения из математики, необходимые для понимания результатов о существо
вании. Второй раздел обсуждает игры с нулевой суммой. Далее рассматривается 
существование равновесий как в чистых, так и в смешанных стратегиях игр в 
стратегической форме. В заключительных разделах главы обсуждается сущест
вование совершенного в подыграх равновесия и секвенциального равновесия 
в конечных динамических играх с совершенной памятью.

9.1. Предварительные математические сведения
Здесь мы рассмотрим некоторые относительно продвину

тые математические понятия, которые будут использованы при обсуждении 
результатов о существовании равновесий. Обсуждение будет ограничено 
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конечномерным Евклидовым пространством, хотя многие результаты оста
ются верными и в более общих случаях. Главная причина такого ограниче
ния — лучшее восприятие на интуитивном уровне, которого можно достичь 
при таких конечномерных постановках. Так, основное понятие компактного 
множества легче осмыслить в контексте конечномерного пространства. Кро
ме того, большая часть более продвинутого анализа опирается на технику 
и идеи, которые разработаны для случая конечномерных пространств. Мы 
начнем наше рассмотрение с определения замкнутого и открытого множеств. 
Окрестность точки а в Евклидовом пространстве R" — множество (из некото
рого класса множеств) N, содержащее точку а. Чаще всего под окрестностью 
понимается множество («шар») небольшого диаметра, который может быть 
как угодно мал, но положителен. То есть круг диаметра 0,0001 является ок
рестностью точки (0,0) в R2. Шар радиуса 0,0001 с центром в точке (1,1,1) 
является окрестностью точки (1,1,1) в R2.

Определение 9.1. Подмножество А Евклидова пространства R" называется 
открытым, если любая точка аеА имеет окрестность, являющуюся подмно
жеством А.

Примером открытого множества на вещественной прямой R служит 
открытый интервал А = (0,1). Можно проверить, что любая точка из (0,1) 
имеет окрестность, которая лежит в (0,1). Примером открытого множества 
в R2 является множество {(х15х2): 0 < х, < 1,0 < х2 < 1}. Нетрудно видеть, что 
открытые множества могут порождаться путем конечного объединения от
крытых множеств.

Несколько иной способ представления открытого множества состоит 
в определении его как множества, содержащего все свои внутренние точки. 
Точка а множества А называется внутренней, если некоторая окрестность а 
является подмножеством А. Точка является граничной точкой множества, 
если она не является внутренней, но любая ее окрестность содержит точ
ку из этого множества. Таким образом, граничные точки множества (0,1) 
в R — это 0 и 1.

Очень важное свойство граничной точки множества А состоит в следую
щем. Если а — граничная точка множества А, то существует последователь
ность точек {щ.}А, которая сходится к а.

Еще один тип множеств, играющий важную роль в анализе равнове
сий, — это замкнутые множества.

Определение 9.2. Подмножество А Евклидова пространства R" называется 
замкнутым, если оно содержит все свои граничные точки.

Нетрудно проверить, что подмножество А = {(х1?х2):0 < х, < 1,0<х2 < 1} 
в R2 замкнуто, поскольку является единичным квадратом, содержащим все 
свои граничные точки.

Дополнение Ас открытого множества А является замкнутым множеством, 
а дополнение замкнутого множества Ве является открытым множеством. Это 
не значит, что множества могут быть только открытыми или замкнутыми.
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Существуют множества, которые не являются ни открытыми, ни замкнутыми. 
Множество а = [0,1) не открыто и не замкнуто. Оно не открыто, поскольку 
точка 0, лежащая в множестве, не является внутренней точкой этого мно
жества. И не замкнуто, так как не содержит все свои граничные точки (не 
содержит граничную точку 1).

Подобно открытым и замкнутым множествам, которые важны при анализе 
существования равновесий, понятие компактного множества также является 
центральным.

Определение 9.3. Говорят, что множество А компактно, если из того, 
что оно содержится в наборе открытых множеств U - {U^a следует, что оно 
содержится в конечном поднаборе множеств из U.

Таким образом, конечное множество X - {х15.всегда компактно. 
Однако не так очевидно, что множество I = [0,1) компактно и что множество 
U = [0,1) не компактно. Теорема Гейне — Бореля дает ясную и очень полезную 
характеристику компактных множеств в Евклидовом пространстве.

Теорема 9.4 (теорема Гейне — Бореля). Подмножество А Евклидова про
странства R” является компактным тогда и только тогда, когда оно замкнуто 
и ограничено.

Множество ограничено, если расстояние1 между любыми двумя его точ
ками никогда не превышает некоторого конечного положительного числа 
к > 0. Следовательно, замкнутое множество А = {(xt,x2) ■ 0 <х, < 1,0 < х2 < 1} 
в R2 компактно, но множество [0,°°) не компактно в R, так как хотя оно и 
замкнуто, но не ограничено.

1 Напомним, что расстояние между двумя точками х = (х1;...,хя) и у = в
Евклидовом пространстве R" обозначается через ||х- у|| и рассчитывается по формуле 
Цх-у|| = Й"=1(х,-У,)2 ■

Подмножество С Евклидова пространства R" называется выпуклым, если 
для любых двух точек х и у из С множество {г: г = ах + (1 - а)у, 0 < а < 1} 
содержится в С.

Множество С = {(х1,х2): х2 + х2 < 1}, которое известно как круг единичного 
радиуса в R2, является выпуклым. Множество А - {(х,,х2): 0 < х2 < х2,0 < х( < 1} 
не является выпуклым, хотя и компактно.

С помощью этих базовых понятий мы готовы представить основные ма
тематические результаты, касающиеся существования равновесий.

Доказательства и некоторые детали можно найти в [4].

9.1.1. Функции

В этом подразделе мы представим некоторые понятия и 
результаты, касающиеся функций. Рассмотрим множества Л с Л" и ВсГ. 
Функция f :А-> В называется непрерывной, если для любой последователь
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ности {О/}7=] > сходящейся к ае А, последовательность {f(al)}'^l сходится к 
f(a)e В То есть

lim/(a;) = /(<?).

Говорят, что функция вещественнозначна, если область ее значений явля
ется подмножеством вещественных чисел R. Для непрерывных веществен
нозначных функций справедливо следующее утверждение.

Теорема 9.5. Любая непрерывная вещественнозначная функция на компактном 
множестве достигает своего максимума и минимума.

Из теоремы немедленно следует, что функция f(x1tx7) = J— , определен-
V Х2

ная на А = {(хих2): 0 < х, < 2,1 < х2 < 2}, достигает (на этом множестве) своего 
максимума и минимума. Теорема также говорит о том, что если множества 
стратегий игроков являются компактными подмножествами Евклидовых 
пространств и функции выигрышей непрерывны, то всегда существует оп
тимальная стратегия, максимизирующая выигрыш игрока.

Предположим, что заданная вещественнозначная функция /определена на 
подмножестве Евклидова пространства и ограничена в окрестности Еточки а 
из области определения функции / Тогда для к > 0 определим

М(к) = sup{/(x): ||х - о|| < к,х е И},

где sup{x: х е А} обозначает наименьшую верхнюю границу всех элементов 
хе А. Тогда верхний предел, или limsupv_,a/, определяется выражением

limsup / = inf{ Л7 (к): к > 0}, 
х-уа

где inf{x: х е А} обозначает нижнюю границу всех элементов хе А.

Определение 9.6. Функция fА^> R полунепрерывна сверху в точке а из 
области определения, если

limsup/(x) =/(«).

Функция /(х), определенная на множестве вещественных чисел R, вида 
х2 при — 1 < х < 1, 
х2 +1 при |х| > 1

не является непрерывной в точках х = -1 и х = 1; однако в этих точках она 
полунепрерывна сверху. Предел/(х) при х—> 1 и х-»-1 не существует, но 
существует lim sup. При этом limsup^j = 2 и limsup^,, = 2.

Теорема 9.7. Любая вещественнозначная полунепрерывная сверху функция на 
компактном множестве достигает своего максимума.

Функция /(х), определенная на множестве вещественных чисел R, вида 
х2 при -1 < х < 1, 
х2 +1 при |х| > 1 

/(х)=!

/(%)=!
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полунепрерывна сверху и не достигает своего минимального значения, но 
достигает своего максимального значения1.

1 Но не на всей области определения, а на компактных ее подмножествах, например
при -1 < х < 1. — Примеч. пер.

Функции с некоторыми специальными свойствами играют важную 
роль при обсуждении существования равновесий. Функция f-.C-^R, где 
С — непустое выпуклое подмножество Евклидова пространства, называется 
вогнутой (соответственно выпуклой), если для любых х,уеС и произволь
ного 0 < а < 1

/(ах + (1 - а)у) > а/(х) + (1 - а)/(у)

(соответственно /(ах + (1-а)у)<а/(х) + (1-а)/(у)). Вогнутая функция 
/: С -> R называется строго вогнутой (соответственно строго выпуклой), если 
при х, у е С , где хф у, и 0 < а < 1

/(ах + (1 - а)у) > а/(х) + (1 - а)/(у)

(соответственно /(ах + (1 - а)у) < а/(х) + (1 - а)/(у)).
Функция /(х) одной переменной, имеющая вторую производную, явля

ется вогнутой, если /"(х) < 0 для всех х из области ее определения. Таким 
образом, функция /(х) = Vx , определенная на множестве положительных 
чисел Л++, вогнута.

Другой тесно связанный с этим класс функций, который также играет 
важную роль при исследовании существования равновесий, носит название 
(класса) квазивогнутых функций.

Определение 9.8. Функция и:С -»R , где С — непустое выпуклое подмно
жество Евклидова пространства, называется квазивогнутой (соответственно 
строго квазивогнутой), если х,у&С, где х*  у, и 0<а<1 влечет

и(ах + (1 - а) у) > min{zz(x),z/(y)}

(соответственно и(ах + (1 - а)у) > min{z/(x), и(у)}).
Вогнутая функция является квазивогнутой, но обратное неверно. В самом 

деле, если и: С -> R вогнута и х,у е С удовлетворяют х у, и 0<а<1,то, 
положив т = min{«(x),z/(y)}, мы получим

и(ах + (1 - а)у) > аи(х) + (1 - а)и(у) > ат + (1 - а)т - т .

Классические функции полезности Кобба — Дугласа, определенные на 
R[ выражениями вида

zz(x1,x2,...,x/) = x1a'x“2 ■••х“/,

где ау > 0 при всех 1 < J < I и = являются вогнутыми и, следователь
но, квазивогнутыми. Функция /(х) = х3, определенная на R, квазивогнута, 
но не вогнута.

Следующие свойства квазивогнутых функций весьма полезны и исполь
зуются в дальнейшем.
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Теорема 9.9. Если и:С -э R — квазивогнутая функция, то
(1) множество (возможно, пустое) точек максимума и является выпуклым;
(2) в случае если и также строго вогнута, множество (возможно, пустое) 

точек максимума и содержит не более одного элемента.

Доказательство. Положим т = sup{z/(c): с е С} < °°. Если а,ЬеС таковы, 
что и(а) = и(Ь) = т и 0 < а < 1, то из

т > и(аа + (1 - а)Ь) > тт{и(а),и(Ь)} = т

следует, что и(аа + (1 - а)Ь) = т. Это показывает, что множество (возможно, 
пустое) точек максимума функции и является выпуклым.

Если и строго вогнутая функция, и два вектора а,ЬеС таковы, что 
и(а) -и(Ь) = т , но а*Ь,  то вектор с = ^-а +—ЬеС удовлетворяет неравен

ству и(с)>тт{и(а),и(Ь)} = т, что невозможно. Отсюда следует, что в этом 
случае множество точек максимума функции и содержит не более одного 
элемента. ■

9.1.2. Отображения

В этом подразделе мы рассмотрим основные свойства 
отображений. Отображения можно представлять как многозначные функ
ции. Функция элементу из области определения всегда ставит в соответствие 
единственный элемент из области значений. Отображение является обобще
нием понятия функции, поскольку отображение может элементу из области 
определения ставить в соответствие множество элементов области значений. 
Более подробно об отображениях см. в [4], главы 17 и 18, и [44]. Начнем с 
формального определения отображения и связанных с ним терминов.

Определение 9.10. Отображение ф из множества X во множество Yставит в 
соответствие каждой точке х из X подмножество ф(х) в Y. Будем использовать 
запись ф: X -» Y для того, чтобы отличать отображение от функции из X в Y

Пусть ф: X -» Y — отображение. Как и в случае функций, будем называть 
X областью определения ф, a Y — областью значений. Образ подмножества А 
из X при отображении ф —

ф(Л) = J ф(х).
хеА

Область значений отображения ф является образом области определения X. 
Можно отождествлять ф с его графиком (7Ф, подмножеством X х Y , заданным 
в виде

6ф ={(х,у)е X хУ :уеф(х)}.

Напомним, что окрестностью множества А называется произвольное мно
жество В, для которого существует открытое множество V, удовлетворяющее 
условию А с V с В. Любое открытое множество V, удовлетворяющее условию 
А с V, называется открытой окрестностью А.
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Определение 9.11. Отображение ф: X -» Y , где X,Y — подмножества Евк
лидовых пространств, является

• полунепрерывным сверху в точке х, если для любой окрестности U мно
жества ф(х) существует окрестность V точки х, такая что если z е V, 
то ф(г) с U. Как и в случае функций, мы говорим, что отображение ф 
полунепрерывно сверху в X, если оно полунепрерывно сверху в каждой 
точке X,

• полунепрерывным снизу в точке х, если для любого открытого множест
ва U, пересекающегося сф(х) (т.е. такого что ф(х)ПС/ 0), существует 
окрестность V точки х, такая что если z 6 V , то ф(г) П U * 0. Как 
и ранее, ф полунепрерывно снизу на X, если оно полунепрерывно снизу в 
каждой точке X',

• непрерывным в точке х, если оно одновременно полунепрерывно сверху и 
полунепрерывно снизу в х. Отображение непрерывно, если оно непрерывно 
во всех точках.

Следующий результат имеет место для полунепрерывных сверху отобра
жений.

Теорема 9.12. Отображение ф: X -» Y, где X и Y — подпространства Ев
клидовых пространств, полунепрерывно сверху, если график отображения 6ф 
является замкнутым подмножеством в X х У *.

Этот результат оказывается чрезвычайно полезным при доказательстве по
лунепрерывности сверху для отображений, так как зачастую проще проверить, 
что некоторое множество замкнуто, чем напрямую проверять выполнение 
свойств из определения полунепрерывности сверху.

Теперь сформулируем теорему, принадлежащую С. Бержу ([13, р. 115- 
116]). Доказательство см. [4, р. 570], теорема 17.31.

Теорема 9.13 (теорема Бержа о максимальном значении). Пусть ф: X -» Y — 
непрерывное компактнозначное отображение подмножества X Евклидова про
странства в подмножество YЕвклидова пространства, причем ф(х) * 0,х g X. 
Предположим, что f: (7ф -> R — непрерывная функция. Рассмотрим «функцию 
максимальных значений» (или просто «функцию максимума») т: X —> R вида

т(х) = max.f(x,y)
Хеф(.г)

и «отображение аргмаксимума» М : X -» У, которое каждому хе X ставит 
в соответствие точки максимума функции f(x,-) на множестве ф(х), т.е. 
отображение вида

М(х) = {уе ф(х): /(х, у) = т(х)}.

1 В таком виде, без некоторых дополнительных предположений относительно множест

ва У, утверждение неверно. Контрпример: X = [0,°°); Y = [0, «=); ф(х) = — , если х > 0; ф(х) = 0, 
если х = 0. Но утверждение справедливо, если У компактно. Всюду в дальнейшем авторы, 
устанавливая (или предлагая читателю установить это самостоятельно), что отображение 
имеет замкнутый график, делают из этого вывод, что оно полунепрерывно, имеют дело 
как раз с ситуациями, когда Yкомпактное множество. — Примеч. ред.
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Тогда
(1) функция максимума т непрерывна;
(2) отображение «аргмаксимума» М определено для всех хеХ (т.е. 

М(х)*0,  хеХ) и компактнозначно (т.е. М(х),хе X — компактное 
множество);

1 Заметим, что любое полунепрерывное сверху (или полунепрерывное снизу) одно
значное отображение (функция) непрерывно. — Примеч. ред.

(3) отображение «аргмаксимума» М полунепрерывно сверху, но необязательно 
непрерывно.

Теорема 9.13 имеет важное следствие, касающееся полунепрерывных 
функций.

Следствие 9.14. Если в теореме 9.13 f :(7ф —> R — полунепрерывная сверху 
функция, то

(1) отображение «аргмаксимума» М определено для всех х е ХМ и компакт
нозначно;

(2) отображение «аргмаксимума» Мполунепрерывно сверху, но необязательно 
непрерывно.

Пусть X = R+ и Y = R+. Тогда отображение ф: X -» Y, определенное по 
правилу

ф(х) = [0,х], 

является непрерывным и компактнозначным. Пусть f: -> R задано в
виде

Лх,у) = -у2 +ху.

Тогда можно проверить, что
т(х) = ^- и 4/(x) = |ye[0,x]:y = j|.

Очевидно, что функция т(х) непрерывна, а отображение М(х) в этом случае 
однозначно и, следовательно, является функцией, которая непрерывна1.

Отображение наилучших ответов игрока 1 в игре «Орлянка» является 
примером приложения теоремы 9.13. Игра «Орлянка» показана в табл. 9.1. 
Если р — вероятность, с которой игрок 1 выбирает Т, a q — вероятность, с 
которой игрок 2 выбирает L, то ожидаемый выигрыш игрока 1 равен

E{(p,q) = 4pq -2р -2<? + 1 = 2(2q -\)p-2q + \.

Таблица 9.1. Игра «Орлянка»

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (1,-1) (-1,1)
В (-U) (1,-1)

В этом примере X = [0,1] и Y = [0,1], а отображение ф: X -» Y определя
ется как

Ф(?) = {Р: Р е [0,1]}.
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Р
1

M(q)

О 1 <1

Рис. 9.1. Оптимальный отклик игрока 1

Отображение М имеет вид

ш, если q > у,

[0,1],
1 

если# = у,

{0},
1 если q < у.

Оно является отображением наилучших ответов игрока 1 и определяет 
оптимальные выборы игрока 1 при любом выборе смешанной стратегии q 
игроком 2. График отображения изображен на рис. 9.1.

Нетрудно проверить, что график отображения замкнут, и, следовательно, 
отображение М полунепрерывно сверху. Функция m(q) задается в виде

\ л 12q -1, если # > у,
А 1
О, если <7 = у,

1 - 2q, если q < у.

Эта функция непрерывна, как и должно быть по теореме 9.13.
Центральное понятие в анализе равновесий — это понятие неподвижной 

точки функции или отображения. Пусть ф: X Y — отображение; говорят, 
что х е X является неподвижной точкой ф, если х е ф(х). Неподвижные точки 
отображений наилучших ответов связаны с равновесиями в играх. Сформу
лируем следующий важнейший результат о существовании неподвижных 
точек отображений. Знаменитая теорема о неподвижной точке принадлежит 
С. Какутани [43].

Теорема 9.15 (теорема Какутани о неподвижной точке). Пусть К— непус
тое компактное и выпуклое подмножество Евклидова пространства', отобра-
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Рис. 9.2. График ф

жение ф: К -» К таково, что ф(Л), к е К -— непустое выпуклое множество и 
имеет замкнутый график. Тогда множество неподвижных точек ф не пусто 
и компактно.

Как будет видно на следующем примере, выпуклозначность отображения 
действительно необходима. Рассмотрим отображение ф: X -» X , где X = [0,1], 
в виде

1
1, еслихсу

ф(х) = ■ {0,1}, еслих-у

А 10, если х > -г-
2

График отображения представлен на рис. 9.2.
Нетрудно понять, что график отображения замкнут, следовательно, 

п 1 отображение полунепрерывно сверху, но не выпуклозначно. В точке х = у , 
( 1 л 2

ф1 — I — {0,1}, т.е. принимает два значения 0 и 1. В результате отображение 

не пересекает линию под углом 45°, изображенную на рисунке пунктиром. 
Следовательно, ф не имеет неподвижных точек, хотя и является полунепре
рывным сверху и компактнозначным.

Упражнения
1. Покажите, что множество {х е Rn: ^"=]х,2 К} — компактное подмно

жество Евклидова пространства /?".
2. Покажите, что если множества и 52 замкнуты, то их объединение 

5} U S2 тоже замкнуто.
3. Покажите, что функция f .Rn -у R, определенная правилом 

/(х) = ||х - а|| (т.е. ее значение в точке х — расстояние от этой точки 
до заданной точки а), непрерывна. Достигает ли она максимума или 
минимума на R"?
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Таблица 9.2

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (2,-2) (-U)
В (1,-1) (2,-2)

4. Покажите, что функция f: R-^> R , заданная в виде /(х) = |х|, непре
рывна. Достигает ли она максимума или минимума на отрезке [—1,1]? 
Достигает ли она максимума или минимума на R2

5. Покажите, что множество (0,1 ] не компактно, указав набор открытых 
множеств U = (Ua), такой что никакой конечный поднабор U не со
держит (0,1].

6. Игра в табл. 9.2 представляет собой более общую версию игры «Орлянка», 
(а) Найдите отображения наилучших ответов игрока 1 и игрока 2 для 

всех смешанных и чистых стратегий другого игрока.
(Ь) Убедитесь, что эти отображения полунепрерывны сверху, показав, 

что графики этих отображений замкнуты.
(с) Покажите, что эти отображения выпуклозначны.

7. Игра в табл. 9.3 является примером координационной игры.
(а) Найдите отображения наилучших ответов игрока 1 и игрока 2 для 

всех смешанных и чистых стратегий другого игрока.
(Ь) Убедитесь, что эти отображения полунепрерывны сверху, проверив 

замкнутость их графиков.
(с) Покажите, что эти отображения выпуклозначны.

8. Пусть в игре «Орлянка» В} и Вг — отображения наилучших ответов иг
роков 1 и 2 соответственно. Мы убедились в том, что эти отображения 
полунепрерывны сверху, поскольку их графики замкнуты. Определим 
отображение В: [0,1 ] х [0,1] -»[0,1] х [0,1 ] следующим образом:

B(p,q) = {B\q),B2{p^.

(а) Покажите, что отображение В полунепрерывно сверху, проверив 
замкнутость его графика.

(Ь) Покажите, что В выпуклозначно.
9. Почему отображение В из предыдущего упражнения имеет неподвиж

ную точку? Найдите все неподвижные точки 5, изобразив его схема
тически.

10. Пусть в игре «координация» В{ и В2 — отображения наилучших откликов 
игроков 1 и 2 соответственно. Мы убедились в том, что отображения

Таблица 9.3

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (1,1) (0,0)
В (0,0) (1,1)

504



ГЛАВА 9. СУЩЕСТВОВАНИЕ РАВНОВЕСИЙ

полунепрерывны сверху, поскольку их графики замкнуты. Определим 
отображение В: [0,1 ] х [0,1] -» [0,1] х [0,1] следующим образом:

B(p,q) = (B\(q),B2(p)).

(а) Покажите, что отображение В полунепрерывно сверху, проверив 
замкнутость его графика.

(Ь) Покажите, что В выпуклозначно.
11. Почему отображение В из предыдущего упражнения имеет неподвиж

ную точку? Найдите все неподвижные точки В, изобразив его схема
тически.

12. Постройте отображение, график которого не замкнут, и которое не 
имеет неподвижной точки.

13. Постройте отображение с замкнутым графиком, но не выпуклозначное, 
которое не имеет неподвижной точки.

14. Постройте отображение, являющееся полунепрерывным сверху и вы
пуклозначным, которое определено на выпуклом, но не компактном 
подмножестве Евклидова пространства, не имеющее неподвижной 
точки.

9.2. Игры с нулевой суммой

Игра с нулевой суммой G = (Si,...,Sn,ul,...,u№) — это игра, 
которая удовлетворяет условию

/=1

для любых профилей стратегий (st,s2,...,s„). Таким образом, в игре с нулевой 
суммой сумма всех выигрышей всегда равна нулю, т.е. увеличение выигрыша 
игрока приводит к уменьшению выигрыша остальных игроков в точности 
на ту же величину. Мы уже кратко обсуждали игры с нулевой суммой в 
упражнении 7 раздела 2.1.

Игры с нулевой суммой полезны при освещении некоторых особенностей 
игр, и эти характеристики наиболее явственно прослеживаются на примере 
игр двух лиц с нулевой суммой. Наше обсуждение будет сконцентрировано 
именно на играх с двумя участниками. Будем обозначать множество стратегий 
игрока 1 через X (а конкретную стратегию через х) и множество стратегий 
игрока 2 через Y (а конкретную стратегию через у). В дальнейшем, если не 
оговорено противное, предполагается, что Хи Y— конечные множества. Если 
в игре с нулевой суммой и}(х,у) обозначает функцию полезности игрока 1, 
то u2(x,y) = -и{(х,у) — функция полезности игрока 2.

Очевидно, что игра двух лиц с нулевой суммой с конечным множеством 
стратегий может быть представлена одной матрицей. Собственно говоря, 
любая матрица т х п с вещественными элементами
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°11 °12

А= Й21 °22
а1п

а1п

-ат\ ат2

является платежной матрицей (матрицей выигрышей) игрока 1 некоторой игры с 
нулевой суммой, где, конечно же, платежная матрица игрока 2 имеет вид -А.

Поскольку максимизация и2 = -щ эквивалентна минимизации и,, в играх 
двух лиц с нулевой суммой имеем следующую характеризацию равновесия 
по Нэшу.

Теорема 9.16. В игре двух лиц с нулевой суммой профиль стратегий (х’,у‘) — 
равновесие по Нэшу тогда и только тогда, когда

Щ(х‘,у) = max(х,у") = min иЛ (х* ,у).

В частности, если игра двух лиц с нулевой суммой представлена матрицей 
А = 1а ц ] размерности тхп , то профиль (Tf) является равновесием по Нэшу 
тогда и только тогда, когда элемент a/tоказывается наибольшим в столбце J*  
и наименьшим в строке Г, т.е.

а.. = max а. = min а. .
I J 1<1£т Ь lij<n 1 J

Существует другой способ записи условия равновесия по Нэшу в теоре
ме 9.16. Он появился в математической литературе под названием седловой 
точки. Говорят, что вещественная функция f: X х Y -э R имеет седло в точке 
(х‘,у‘) (или что (х’,у‘) — седловая точка функции », если

/(х,у*)  < f(,x*,y)  < f(x\y)

для любых х е X и у е Y.
Беглый взгляд на теорему 9.16 позволяет убедиться в том, что равновесия 

по Нэшу в играх с нулевой суммой в точности являются седловыми точками 
функции wP Другими словами, имеем следующее утверждение.

Теорема 9.17. В игре двух лиц с нулевой суммой профиль стратегий (х*,у ‘) 
образует равновесие по Нэшу тогда и только тогда, когда он является седловой 
точкой функции полезности и{, т.е. тогда и только тогда, когда

и{ (х, у ) < и{ (х* , у* ) < zz, (х* , у)

выполнено для всех х<=Х и yeY.
Стратегия х*  называется максиминной стратегией игрока 1, если 

min и. (х* , у) > min и. (х, у) 
yeY уеУ

для любых xg X . Можно записать это условие в эквивалентном виде:

min и, (х* , у) = max min и. (х, у).y<=Y 1 теХ ycY 1Х

Определение максиминной стратегии игрока 2 выглядит аналогично.
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Теперь мы готовы сформулировать основную характеризацию равновесий 
в играх двух лиц с нулевой суммой.

Теорема 9.18. В игре двух лиц с нулевой суммой профиль стратегий (х,у) 
образует равновесие по Нэшу тогда и только тогда, когда выполнены следую
щие три условия.

(1) х — максиминная стратегия игрока /;
(2) у — максиминная стратегия игрока 2;
(3) maxxeX miny6y щ(х,у) = minM maxveA. щ(х,у).
Кроме того, если (х*,у ‘) — равновесие по Нэшу, то 

их (х* , у* ) = max min щ (х, у).

Также все равновесия по Нэшу приносят игрокам одну и ту же полезность.

Доказательство. Пусть (х,у) — профиль стратегий. Сначала предположим, 
что (х*,у)  — равновесие по Нэшу, следовательно, (х*,у*)  — седловая точка 
функции W], т.е.

щ (х,у ) < щ (х*, у’) < и, (х*, у) (9.1)

для всех х е X и у е Y.
Из (9.1) следует, что для любого фиксированного х е X

min щ (х,у) < щ (х, у) < и} (х‘, у ).
Поэтому у

max min «Дх, у) < и{(х*,у"). (9.2)
X у

Теперь из второго неравенства (9.1) получим, что

иЛх*,у*) = minz/,(x*,y) < maxminzz,(x,y). (9.3)
У х У

Из (9.2) и (9.3) заключаем, что

(х*, у") = max min щ (х, у). (9.4)

В силу симметрии аналогичный (9.4) результат для игрока 2 дает 

w2 (х* , у ) = max min и2 (х, у).

Заменив и2 на получим

-н.(х‘,у’) = maxmin[-M.(x,y)] = -min max и, (х, у), 
х у у X

или ul(x‘,y‘) = min max z/^х, у), что совместно с (9.4) дает
У *

м.(х’,у‘) = max min г/, (х, у) = minmaxz/[(x,y). (9.5)
X У ух

Выражение (9.5) показывает справедливость свойства (3) и последнего 
заключения теоремы.

Чтобы понять, почему х‘ является максиминной стратегией игрока 1, 
заметим, что

min и, (х’ ,у)~ и. (х* , у ) = max min щ (х, у).
У .V 3-
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Симметричным образом устанавливается, что у — максиминная стратегия 
игрока 2.

Для доказательства обратного утверждения предположим, что профиль 
(х*,у ‘) удовлетворяет свойствам (1), (2) и (3). Необходимо показать, что 
(х ,у) — седловая точка, т.е. установить справедливость формулы (9.1).

Так как у — максиминная стратегия игрока 2, имеем

minw2(x,y‘) = maxminzz2(x,y).
X у .V

Заменив zz2 на -и15 получим, что min[-z/1(x,y*)]  = maxmin[-z/1(x,y)]. 
Пользуясь тем фактом, что min[-z/1(x,y*)]  - - max ZZ] (х, у’), получаем, что 
- max zz1 (х, у* ) = - min max и, (х, у), следовательно, .X у X

max и, (х, у* ) = min max их (х, у). х ух
Из этого равенства, а также (3) следует, что для любого у е Y

и, (х* , у) > min ZZ] (х* , у) = max min их (х, у) =
У X у

= min max и} (х, у) = max их (х, у* ) > и} (х‘, у* ).

Аналогичным образом, z/2(x,y‘) > zz2(x‘,y’). Замена функции полезности и2 
на -их дает неравенство их(х,у*)  < z/j(x‘,y*)  для всех хе X . Отсюда следует, 
что (х‘,у‘) — седловая точка, и таким образом доказательство завершено. ■

Хорошо известно, что «max min < min max»! To есть для любой функции 
f: X х Y —> R имеем

max min f (x, y) < min max f(x, y).
X у у X

Доказывается это следующим образом. Для любых фиксированных хе X 
и у е У выполнено

min/(х, со) < /(х,у) < max/(г, у). со Z

Это влечет min f(x, со) < min max f(z, у) для всех хеХ , откуда следует, ш у г
что max min f(x, со) < min max f (z, y) •

Следующее утверждение является следствием предыдущего результата.

Следствие 9.19. Если в игре с нулевой суммой 
max min ut (х, у) < min max их (х, у), X У ух

то она не имеет равновесий по Нэшу.

Упражнения
1. Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой и матрицей выигрышей 

игрока 1
“1 -1 2'
-201.
.0 2-1.

Найдите равновесия в чистых и смешанных стратегиях.
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2. Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой, заданную матрицей

’1 2 У 
3 0 2. 

.2 1 0. 

Если игрок 2 (выбирающий столбец) играет смешанную стратегию 
2 1 4)

*5 ’ 3’Т5 ] ’ Т° каков наилучшии ответ в смешанных стратегиях игрока 1 

(выбирающего строку)?
3. Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой. Покажите, что если (х*,у*)  

и (х,у) — равновесия по Нэшу, то (х*,у)  и (х,у) — также равновесия 
по Нэшу.

4. Приведите пример матричной игры и профиля стратегий (х*,у*),  такого 
что х — точка максимина игрока 1, у — точка максимина игрока 2, 
но (х*,У)  не является равновесием по Нэшу. В чем противоречие с 
теоремой 9.18?

5. Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой, такую что матрица вы
игрышей игрока 1 имеет вид

'0 1 ab Г 
12 13, 

.0 1 а1 1. 

где а и b — вещественные числа, 
(а) Докажите, что

max min и. (/, у) = min max и, (I, j) = 1 
i J Ji

и не зависит от значений параметров а и Ь.
(Ь) При каких значениях а и b игра с нулевой суммой имеет более 

одного равновесия по Нэшу?
6. При каких значениях параметра а игра двух лиц с нулевой суммой, 

заданная матрицей
-2 2а2 - За
.6 4 J’

имеет равновесие по Нэшу в чистых стратегиях? [Ответ: -1 < а < 4 .] 
7. Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой, заданную матрицей вы

игрышей
0 х1 - 2х +1 2 
1 1 0 .
2 1 х

При каких значениях х в игре есть равновесие по Нэшу в чистых стра
тегиях?
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Найдите все равновесия по Нэшу в чистых стратегиях. [Ответ: 
1 <х < 2 .]

8. Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой, описываемую матрицей 
"4 у2 -zy-1 5 z2 -2"

2 1 -1 -20
3 2 4 x3 -yZ ’

-16 0 16 1
где х, у и z — положительные вещественные числа. Найдите значения 
х, у и z, если известно, что профили действий (3,2) и (1,4) образуют 
равновесия по Нэшу.

9. Рассмотрим произвольную матрицу 3x3 
ail °I2 fl13 

°21 а22 а23 ■ 

-а31 й32 a33-

Пусть Д = Д({1,2,3}) и р = (рх,рг,Рт) , q = {qx,q2,q2)& \ . Установите сле
дующее. 3 3
(а) Если V = max minzzРАЛ , то

3 3 3 3
V = max min £ £р^ае = min max £ рд.а^.

(b) Если игра двух лиц с нулевой суммой с матрицей выигрышей А 
имеет равновесие в чистых стратегиях и V = maxmina^, то

V' = max min а. = min max и,.,.. 1<*<3  1<г<3 " l<r<3 1S£<3 Kr

(с) Если игра двух лиц с нулевой суммой с матрицей выигрышей А 
имеет равновесие в чистых стратегиях, то V = V .

(d) Обобщите предыдущие заключения на игру двух лиц с нулевой 
суммой с произвольной матрицей тхп с вещественными коэф
фициентами.

10. Рассмотрим игру двух лиц с нулевой суммой G. Пусть X’ с X — непус
тое подмножество (множества X). Рассмотрим игру двух лиц с нулевой 
суммой G' с множествами стратегий X' и У и функциями полезности, 
которые являются сужениями щ и и2 на множество X' х Y .
(а) Покажите, что если (х*,у)  и (х',у') — равновесия по Нэшу в G и 

G' соответственно, то щ(х',у') < их(х ,у*) .
(Ь) Верно ли свойство (а) для произвольной стратегической игры двух 

лиц?
[Подсказка: если f,g-.Z-^R — функции, удовлетворяющие 
условию g(z)</(z) для всех z^Z , то ming(z) < min/(г) и

Z Z
maxg(z) < max/(z).]
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9.3. Существование равновесия 
в играх в стратегической форме

В этом разделе мы обсуждаем основные результаты о су
ществовании равновесия для игр в стратегической форме. Существует два 
вида результатов, один из которых касается равновесий в чистых стратегиях, 
а второй — в смешанных стратегиях. Их важность обусловливается тем, что 
они указывают на свойства, которым должна удовлетворять игра, для того 
чтобы у нее существовали равновесные точки. На основании этих результа
тов во многих случаях также можно понять, что нужно делать, чтобы найти 
эти равновесия. Стоит иметь в виду, что в большинстве случаев приводимые 
условия являются достаточными, поэтому игры, которые не удовлетворяют 
всем условиям, вполне могут иметь равновесные точки.

Напомним, что если s = (sl,s2,...,s/l) — профиль стратегий в стратегической 
игре п лиц, то мы обозначаем через

=(51,S2,...,S,._1,5,.+1,...,5„)

профиль стратегий всех игроков, за исключением игрока I, и записываем s 
как 5 = (5;,5_;).

Теорема 9.20. Пусть G = (5р...,Sn,ux,...,un) — игра п лиц в стратегической 
форме, которая удовлетворяет следующим свойствам.

(1) Каждое множество стратегий St непустое, выпуклое и компактное 
множество Евклидова пространства.

(2) Каждая функция полезности и, К непрерывна {по совокуп
ности переменных).

(3) Каждая функция полезности и, квазивогнута по переменной S-, т.е. для лю
бого профиля стратегий s_j всех игроков, кроме I, функция ui{s_j,-) '.S-, R 
квазивогнута'.

Тогда множество равновесий по Нэшу игры G не пусто и компактно.

Доказательство. Пусть 5 = — множество профилей стратегий
игры G. Ясно, что 5 не пусто, выпукло и компактно в некотором Евклидо
вом пространстве. Определим отображение наилучших ответов игрока i как 
отображение Д : 5.,. S, вида

В,(5_,) = {$,*  е Si: и,•($_,•, s* ) = max и,5, )}. (9.6)
si

Рассмотрим отображение наилучшего отклика В: S -» 5 , определенное 
для каждого s = {sx,s2,...,sn)&S по правилу

B{s) = В'{з_х)х. В2(5.2) х • • • х Вп{s_n).

Мы уже знаем (см. теорему 2.19), что множество равновесий по Нэшу сов
падает с множеством неподвижных точек отображения наилучших ответов В.

1 Другими словами, для любого профиля стратегий 5.,, любых стратегий sits' eSf и 
вероятности 0<Х<1 имеем ui{s_.l,'ksi+(\-'k)s'i)>mm{iil{s4,sl),ul(s^,s'l)}.
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Поэтому для того чтобы установить справедливость теоремы, необходимо 
убедиться, что В удовлетворяет требованиям теоремы 9.15. Разобьем проверку 
этого на несколько этапов.

Этап I. Множества значений В (B(s),s&S) не пусты.
Достаточно показать, что для любого игрока i и любого набора $_,• мно

жество B^s.i) не пусто. Это следует из непрерывности функции полезности 
«, по всем переменным, следовательно, ее непрерывности по каждой пере
менной. Тогда множество точек максимума В,. ($_,.) непрерывной функции 
zz,•($_,.,•): 5,: R на компакте 5, не пусто.

Этап II. Множества значений В (B(s),s<=S) выпуклы.
Достаточно показать, что каждое множество Bi(s_i) выпукло. По пред

положению, функция ui(s^i,-):Si —> R квазивогнута по Из теоремы 9.9 
следует, что множество точек максимума B,.(s_(.) квазивогнутой функции, 
определенной на выпуклом множестве, также выпукло.

Этап III. График отображения В замкнут.
Предположим, что последовательность {(sa,ta)} точек графика отображе

ния В, т.е. /“ е В(за) для любого а, удовлетворяет условию(№,/а)-> (s,/) в 
SxS, или № -> s и ta —> t в S при а оо. Замкнутость графика В означает, 
что (s,/) принадлежит графику В, или что t е B(s). Если положить

s = (s„s2,...,$„) и / = (Zi,r2,...,/„),

то достаточно установить справедливость эквивалентного утверждения: для 
любого игрока i и любой стратегии а; е 5, выполнено неравенство

«,• ($.,• ,Sj)> и,-<7,-). (9.7)
Для того чтобы убедиться в справедливости (9.7), положим

S“=(51“,5“„..,S„“) И /“=(/“,/“,...,Z“)-

Заметим, что s“ -э .s и /“ -> / в 5эквивалентно тому, что s“ -»5, и /; 
в Sj для любого z.

Как и в (9.7), /“ е B(sa) эквивалентно

и/^,з^)>и^,а  ̂ (9.8)

для любых а и Oj е 5,.. Зафиксируем <?, е St и заметим, что (s“,/,“) -> (s.,,/,) 
и ($“ ,д,.)-»(s_;,a;) в S. Из непрерывности и, по всем переменным следует, 
что

zz,(s“.,$“)-> Uj(s_/,3;) = tj и ut(s*  ,at)-^ zz,.(s_l,a,).

Поскольку переход к пределу сохраняет нестрогие неравенства, справед
ливость (9.7) немедленно следует из справедливости (9.8), если перейти к 
пределу при а .

Этап IV. В имеет неподвижную точку.
Поскольку В полунепрерывно сверху, а значения В (B(s),s е S) не пустые 

и выпуклые, то по теореме Какутани о неподвижной точке (см. теорему 9.15) 
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множество неподвижных точек В не пусто и компактно. Следовательно, 
множество равновесий по Нэшу не пусто и компактно. ■

Следующий результат обобщает теорему 9.20 на случай полунепрерыв
ных сверху1 функций выигрыша. Доказательство практически идентично 
приведенному выше доказательству теоремы 9.20, за исключением этапа III, 
поэтому для завершения доказательства достаточно установить справедли
вость этапа III.

1 Версию данного результата можно найти в: Dasgupta Р., Maskin Е. Existence Of 
equiliblium in discontinuous economic games. I. Theory // Review of Economic Studies. 1986. 
Vol. 1. P. 1-26.

Теорема 9.21 (случай полунепрерывных сверху функций выигрыша). 
Пусть G = (S[,...,Sn,ul,...,un) — игра п лиц в стратегической форме, которая 
удовлетворяет следующим свойствам.

(1) Каждое множество стратегий S, не пусто, выпукло и компактно в не
котором Евклидовом пространстве.

(2) Каждая функция полезности :f[S/ -» R (по совокупности переменных) 
полунепрерывна сверху.

(3) Каждая функция полезности ui квазивогнута по переменной st, т.е. для лю
бого профиля стратегий s_j всех игроков, кроме i, функция и(. (s1.,, •): 5, —> R 
квазивогнута.

Тогда множество равновесий по Нэшу игры G не пусто и компактно.

Доказательство. Отображение В имеет замкнутый график.
Предположим, что последовательность {(.$“,/“)} точек графика В, т.е. таких 

что /aeB(s“) для любого а, удовлетворяет условию (sa,ta) -» (s,t) в SxS, 
или sa -> s и /а-> / в S при а->о°. Замкнутость графика В означает, что 
(л,г) принадлежит графику В, или, что teB(s). Если положить

s = (s},s2,...,s„) и t = (tr,t2,...,t„), 
то достаточно установить эквивалентное утверждение, состоящее в том, что 
для любого игрока i и любой стратегии ai е 5, выполнено

ut(s4,^)> iij(s_s,Oj). (9.9)
Для того чтобы убедиться в справедливости (9.9), положим

sa = (s?,s“,...,s“) и Н
Заметим, что sa -э s в Н -э t в Sэквивалентно тому, что 5“ -» и t“ -> 

в Sj для любого i.
Как и в (9.9), ta е B(sa) эквивалентно

м,.(5“,г“)>г/,.(5“,д,.) (9.10)
для любых а и д; е . Зафиксируем д, е 5,. и заметим, что ($“,f“) -> (■$_,-,<■) и 
(5“ ,д,)-> (5_,,о,) в S. Из полунепрерывности сверху и, по всем переменным 
следует, что

limsupiii(s“,f“) = ut(s_,,t,).
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Таблица 9.4. Игра без равновесия по Нэшу

Игрок 2

Игрок 1
Стратегия L R

Т (0,1) (1,0)
В (1,0) (0,1)

Отсюда и из (9.10) имеем

= limsupz/,(5“> limsupj/,.(s“ ,А;) = u^s.^a/),

что доказывает справедливость (9.9) и тем самым завершает доказатель
ство. ■

Хотя теорема 9.20 и имеет обширную область приложений, теорема 9.21 
более универсальна и применима в ситуациях, которые выходят за рамки 
теоремы 9.20. В общем случае, если удается показать, что графики отображе
ний наилучших ответов замкнуты, то в игре обязательно существует равно
весие в смешанных стратегиях, даже если функции выигрышей не обладают 
хорошими свойствами регулярности. Непрерывность функции выигрыша 
просто-напросто гарантирует, что отображения наилучших ответов будут 
иметь замкнутый график.

Из этих теорем следует, что в игре есть равновесия по Нэшу в чистых стра
тегиях в том случае, если функции выигрышей квазивогнуты по стратегиям 
игрока. Однако функции выигрышей игры могут и не быть квазивогнутыми; 
что, конечно же, справедливо для игр с конечными множествами стратегий. 
Для конечных игр хорошие общие условия существования равновесия в чис
тых стратегиях получить довольно трудно. На самом деле, как мы убедились 
ранее, нетрудно построить игру в стратегической форме, которая не имела 
бы равновесия по Нэшу в чистых стратегиях. Например, простая матричная 
игра, изображенная на рис. 9.4, не имеет равновесия по Нэшу.

Одно из объяснений отсутствия равновесия по Нэшу в чистых страте
гиях — у игроков слишком мало стратегий. В разделе 2.4 мы обсуждали, как 
можно расширить множества стратегий игроков, для того чтобы гарантиро
вать существование равновесия по Нэшу, — однако это будет равновесие в 
смешанных стратегиях. Итак, покажем, почему расширение до множества 
смешанных стратегий гарантирует существование равновесия по Нэшу в 
конечных играх.

Пусть G = (51,...,5„,г/1,...,и„) — конечная игра п лиц. Как и ранее, по
лагаем в качестве Д(5;) непустое, выпуклое и компактное подмножество 
Евклидова пространства Rkl , состоящее из всевозможных распределений 
вероятностей на 5,. Другими словами, элементами Д(5;) выступают век
торы р,- -(р[,р‘2,...,р‘к1), где р'>0 и ^р'.=1. Здесь р' обозначает вероят- 

ность, с которой играется стратегия s'j. Также необходимо иметь в виду, 
что любая (чистая) стратегия s'j отождествляется с ^,-мерным вектором 
р, =(0,0,...,0,1,0,...,0,0), гдеу-я координата равна 1, а остальные — нулю. 
Из этого отождествления следует, что 5, с Д(Д,).
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Теперь положим А = J"J"= А(А,) и заметим, что А не пусто, выпукло и ком
пактно в Евклидовом пространстве. Элементы А представляют собой профили 
смешанных стратегий игры G. Если р = (рх,р2,...,рп) е А , где р(. - (р\,Р2,-, 
то ожидаемая полезность игрока / равна

./»=!

Заметим, что если каждое р, является чистой стратегией игрока i, скажем 
s'^ , то ясно, что Ui(pl,p2,...,pn) = ui(slJi,s2h,...,s'j)i). Иначе говоря, и, является 
расширением и, с множества всех профилей чистых стратегий 5 = 
игры Сна множество всех смешанных профилей стратегий А. Таким образом, 
имеем следующую игру п лиц в стратегической форме:

G' = (Д(5,), А(52),..., \(Sn), щ, и2,..., й„), 

которая образует расширение конечной игры л лиц G = (Sx,...,Sn,uv...,un) на 
множество смешанных стратегий.

Из формулы определения Ф следует, что и, — непрерывная (по 
совокупности переменных) функция. Далее обратим внимание на то, что 
каждая и,- квазивогнута по переменной /?,. В действительности, для любых 
профилей смешанных стратегий р_, всех игроков, за исключением I, стратегий

p'eA(St) и 0<Л<1 выполнено

и,(р_:,+ (1 - Х)р.) = Х1ц(р_„рх) + (1 -к)и,(р_1,р').

То есть каждая и, линейна и, следовательно, квазивогнута по переменной 
р,. В частности, игра G' удовлетворяет требованиям теоремы 9.20. Таким 
образом, имеем следующий результат.

Теорема 9.22 (существование равновесия в смешанных стратегиях). Пусть 
G = (Sl,...,Sn,ul,...,u„) — игра п лиц в стратегической форме с конечными 
множествами стратегий. Тогда расширение G до игры G' в смешанных стра
тегиях имеет непустое и компактное множество равновесий по Нэшу.

Теорема говорит о том, что даже если в конечной игре п лиц G нет рав
новесия в чистых стратегиях, то в смешанных стратегиях оно обязательно 
найдется.

Чтобы проиллюстрировать этот результат, рассмотрим игру «Орлянка», 
не имеющую равновесий по Нэшу в чистых стратегиях. Пусть р — вероят
ность выбора игроком 1 стратегии Т, a q — вероятность выбора игроком 2 
стратегии L. Исследуем отображения наилучших откликов игроков при ис
пользовании смешанных стратегий. Для игрока 1 имеем

W =

{0}, если q >-j, 

[0,1], если q = у, 

{1}, если q < у.
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Р

1

51(9)

О 1 Ч

Рис. 9.3. Оптимальный отклик игрока 1

График этого отображения — на рис. 9.3.
Аналогично отображение наилучшего отклика игрока 2 имеет вид

{1}, если £>-2, 

[0,1], если Р = у, 

{0}, если р< у.

На рис. 9.4, где представлены отображения наилучших откликов обоих 
я ( 1 Иигроков, видно, что отображения пересекаются в точке I р ~^(1 = ~2J'

Следовательно, равновесие игры в смешанных стратегиях задается точкой 
( , 1 . П
I р =^,q ~~2 ■ Игра имеет равновесие в смешанных стратегиях, хотя и не 

имеет равновесия в чистых стратегиях.

Р

1

*52(9)

51(9)

0 1 9

Рис. 9.4. Равновесие в смешанных стратегиях
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Техника, которая применялась для доказательства существования равно
весия в смешанных стратегиях, может быть также использована для того, 
чтобы показать существование равновесия в смешанных стратегиях для игр 
в стратегической форме с неполной информацией (см. раздел 2.7). Напом
ним, что если в игре с неполной информацией множество типов игрока z 
задано конечным множеством Т„ то стратегия игрока i задается функцией 
5,-: 7} —> 5,.; и если позволить игрокам использовать смешанные стратегии, то 
стратегия игрока i имеет вид функции s,: 7] А(5,.). Поскольку 7} конечно,
стратегия игрока i является элементом А(5, )17,1, где |7}| — размерность мно
жества Т-, следовательно, множество стратегий игрока z в игре с неполной 
информацией можно обозначать в виде А(5,.)|7;|. Так как Д(5.) — выпуклое 
и компактное подмножество Евклидова пространства, то А(5,)17'1 — тоже 
выпуклое и компактное подмножество Евклидова пространства.

Для заданного профиля стратегий />_,(•)еf^^.ACV,)^ всех игроков j*i  
определим отображение наилучшего отклика игрока z типа /„ обозначаемого 
в виде 

как
Д(О(Л(0) = {А «■) е А(А,.): Еи^ШР^У) =

= max £z/;(a,/’-,(•))}• (9.П)

В разделе 2.7 упоминалось о том, что ожидаемая полезность игрока / типа 
t- в случае, когда все игроки используют чистые стратегии, составляет

Ezz/s,.,(.$/•)),Г,') = S И(^кх) »(-Уу (Л О •
/еТ

Таким образом, если игроки используют смешанные стратегии ,
то ожидаемая полезность £zz,(p*  (/,.),(/>_,(■)) является математическим ожида
нием EuASj,(s,(•)),/,.), которое рассчитывается по вероятностному распреде
лению (а«),А/(-)) на А(5()х[}у#.А(5у)|7>|.

Теперь докажем теорему 2.23, которая заново сформулирована ниже.

Теорема 9.23. Игра в стратегической форме с неполной информацией с конеч
ным множеством стратегий Slt конечным множеством типов 7} и функциями 
выигрыша zz, :SixS2x---SnxTi R игроков i ~1,...,п , имеет равновесие в 
смешанных стратегиях.

Доказательство. Доказательство схоже с тем, что было представлено в 
теореме 9.20. Для начала заметим, что по теореме Бержа о максимуме отобра
жение 5,(гД из (9.11) не пустозначно и имеет замкнутый график. Оно также 
выпуклозначно, так как включает смешанные стратегии. Таким образом, 
отображение В: ]"J”=1A|7il ^^Д17*' 1 > определенное как

А ( ),. -., А,О) = П г, е7, Х IL2e7i В2 ХР-2 О) Х
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не пустозначно, выпуклозначно, определено на компактном и выпуклом 
подмножестве Евклидова пространства и имеет замкнутый график. Следова
тельно, по теореме Какутани о неподвижной точке оно имеет неподвижную 
точку (р, (■),..., р*(-))  • Эта точка является требуемым равновесием игры с не
полной информацией, так как неподвижная точка удовлетворяет условию

для любого игрока i и типа этого игрока. ■

Упражнения
1. Рассмотрим игру в стратегической форме с двумя участниками. Мно

жества стратегий имеют вид 5, =У = [0,2], а функции выигрышей — 
и И2(51,52) = 7л7-,Д .

(а) Докажите, что игра имеет равновесие в чистых стратегиях.
(Ь) Найдите равновесие.

2. Рассмотрим игру в стратегической форме с двумя участниками. Мно
жества стратегий имеют вид 5, - У, =[0,2], а функции выигрышей — 
Ul(sl,s2) = л/Л’| Л2 И «2<Л,52) = лД'гЪ '
(а) Докажите, что игра имеет равновесие в чистых стратегиях.
(Ь) Найдите равновесие.

3. Докажите, что игра в стратегической форме, в которой множества 
стратегий двух игроков имеют вид S', = S2 =[0,2], а функции выигры
шей равны u1(sx,s2) = 52 -2sts2 и u2(s.,s2~) = si -2s{s2 -s2, содержит как 
минимум одно равновесие в чистых стратегиях. Найдите равновесную 
точку.

4. Докажите, что игра двух лиц в стратегической форме с множествами 
стратегий 6] = S2 = [0,2] и функциями выигрышей

. . [1 + 5.2-2s,s2. если^, >s2,
Ut(S|,S2) = ] 2 0

[.sf - 2sts2, если .Vj < s2

и u2(S\,s2) = 2sl - 2sts2 - s2 должна иметь как минимум одно равновесие 
в чистых стратегиях. Найдите равновесную точку.

5. Пользуясь выкладками теоремы 9.20, найдите все равновесия, в чистых 
и смешанных стратегиях, в игре «Координация».

6. Пользуясь выкладками теоремы 9.20, найдите все равновесия, в чистых 
и смешанных стратегиях, в игре «Охота на оленя» из гл. 2.

7. Докажите, что в модели олигополии Курно с п фирмами всегда сущест
вует равновесие, если кривая обратного спроса p(q) вогнута, т.е. р" < 0 .

8. Докажите теорему 2.23 гл. 2.

9.4. Существование равновесия 
в динамических играх
Мы уже обсудили существование равновесия в играх в 

стратегической форме. Теперь перейдем к обсуждению существования рав
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новесия в конечных динамических играх, которые являются динамическими 
играми с конечным числом узлов. Мы уже отмечали, что динамические игры 
достаточно сильно отличаются от игр в стратегической форме, поскольку 
имеют различные стадии, в которых происходит принятие решений. Мы 
сосредоточим внимание на наиболее широко используемых динамических 
играх, а именно динамических играх с совершенной памятью. Концепция 
совершенной памяти обсуждалась в разделе 4.4; определение 4.28 — фор
мальное определение игры с совершенной памятью.

Мы покажем, что такие конечные динамические игры с совершенной 
памятью всегда имеют совершенное в подыграх равновесие в поведенческих 
стратегиях. Для доказательства этого результата нам потребуется показать, 
что для любой смешанной стратегии найдется эквивалентная поведенческая 
стратегия, и наоборот. При этом стратегии эквивалентны, если они порож
дают одно и то же вероятностное распределение на терминальных узлах или 
исходах игры. Пусть Т— множество терминальных узлов динамической игры, 
b = (b{,...,bn) — профиль поведенческих стратегий, а а = (o,,...,o„) — про
филь смешанных стратегий. Пусть р(/ е Т|о) — вероятность достижения 
терминального узла t е Т при использовании профиля смешанных страте
гий о, а ц(/ е Т\Ь) — вероятность достижения терминального узла t е Т при 
использовании профиля поведенческих стратегий Ь.

Определение 9.24. Профиль смешанных стратегий о = (oj,...,o„) и профиль 
поведенческих стратегий b = (bi,...,bll) называются эквивалентными, если

ц(г е Г|о) = p(t е T\b) 
для любого teT.

Мы теперь переходим к доказательству того, что любая смешанная стра
тегия о, порождает поведенческую стратегию й, игрока z, и наоборот, такую 
что результирующие профили смешанных и поведенческих стратегий о и 
b эквивалентны. В дальнейшем будем использовать следующие обозначе
ния при определении различных понятий, относящихся к динамическим 
играм.

(1) Т* : Л-е информационное множество игрока z.
(2) v(I*) : множество выборов игрока z в каждом узле информационного 

множества Z* .
(3) A(v(Z/)): множество вероятностных распределений на множестве 

выборов v(Z* ) игрока z в информационном множестве I* .
(4) е* : общий элемент множества выборов v(I* ) игрока z в информа

ционном множестве I* .

Лемма 9.25 (Кун [48]). В конечной динамической игре с совершенной памятью 
любая смешанная стратегия игрока порождает эквивалентную ей поведенческую 
стратегию, и наоборот.

Доказательство. Пусть bi е A(v(Z* )) х • ■ ■ х Д(у(1*' )) — профиль поведенче
ских стратегий игрока z в динамической игре с совершенной памятью. Для
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каждой стратегии s;eS,. игрока I, такой что 5. , е- 6v(Z*),

1 В этом месте нам нужно предположение о том, что динамическая игра имеет совер
шенную память.

2 Поведенческая стратегия в информационных множествах, которые достигаются с 
вероятностью 0 при данном профиле смешанных стратегий, может представлять собой 
любое распределение; следовательно, профиль поведенческих стратегий, порождаемый 
профилем смешанных стратегий, не единствен.

к = 1,...,,, положим

о,-(s,) = bs(е!)xb:(ej)x - xbt(ef‘), (9.12)

где b^e*)  — вероятность выбора е*  в информационном множестве 1*.  
Тогда

= X X ^(e‘)xZ>;(e,2)x- -xZ>,.(^') = 
s,e^ *=le,*eZ,*

= У, ^{е])х У bj(ej)x- -x у />,.(e*')  = lxlxl - xl = l.

Таким образом, (9.12) определяет смешанную стратегию на 5).
Пусть теперь о, е Д(5,.) — смешанная стратегия игрока i в динамической 

игре, и пусть (ё!,ё2,...,ё'~’) — последовательность выборов в информацион
ных множествах Т-,...,!-"1 2, предшествующих информационному множеству 
l!. В динамической игре с совершенной памятью такая последовательность 
единственна1. Определим

5,.(е;,е2,...,ё(-|) = Це5,.|5,.(Т/;) = ё*Л  = 1,...,/-1}.

Это множество стратегий игрока z, состоящее из тех стратегий, которые 
предполагают выбор £*  в информационных множествах 1*,  k = l,...,l-1, 
предшествующих информационному множеству I- .

Теперь построим поведенческую стратегию Ь,, порожденную oz. При / = 1 
возьмем

Ь/(е'.) = У о,(М-

Тогда, если 1,...,Z‘ — выборы в информационном множестве I/, то
Zl Z1

=S X °А) = S =1 •
:=1 s/eS/(e‘.) sjeSf

В общем случае при I = к положим

Z>,(e^)x/>;(e!)xZ>;(e-)х- •хй|.(ё*' 1) = У ст,.($,), (9.13)
...

если все />,.(ё’.),...,/>,(ё* 4) положительны. Если хотя бы одна из вероятностей 
Ь,(е!),...,й;(ё-~') равна 0, то выберем b^e-.), z = 1,...,Z* , так что2
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В случае когда все Ь,(е])

zk
= (9-М)

:=i

£»ж-(ё* -1) положительны, из (9.13) вытекает

У o,(s,)
ь (ек_) = ...... (9.15)

Теперь заметим, что

;=i />, (ё!) х Ь., (ё2) х • ■ • х Ь, (ё * ’1)

_ _ 6,(е!) х/>,(е))х■ ■ ■ хЬ^ёД1) _ j
бДе^хбДё^х-.-хбДё*' 1) Ь^хЬ^х-хЬ^ё^)

Отсюда следует, что (9.15) определяет поведенческую стратегию в 1к. 
Наконец, заметим, что 6,(e/A' ) находится по формуле

Е 41д2 Д(.°А)
ь\ё *')= -------- ----------------------------- ,

/>,. (ё!) х />,. (ё2) х ■ • • х />(. (е *'  1) 
следовательно,

Ь/(ё1;)х---хЬ1(ё^)= у оДл;). (9.16)
5,е5, 

Теперь покажем, что определенные нами ассоциированные профили 
смешанных и поведенческих стратегий эквивалентны. Достаточно показать, 
что для любого терминального узла /еТ выполнено

ц(/ е Т |о) = Щ7 е Т \Ь).
Пусть 

ё - (ё',ё2,...,ё7)

— единственная последовательность выборов игроков, которая приводит к 
терминальному узлу /. Эту последовательность можно сгруппировать в соот
ветствии с игроками, принимающими в ней решения, следующим образом; 

е = ((е/)^,(а>)^,...,(^п)^).

Далее определим отображение 

а:(ё] ,

которое устанавливает соответствие между выборами и совершившими их 
игроками. Как и ранее, 5;(ё) отражает множество чистых стратегий игрока I, 
участвующих в выборе е. Тогда
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ц(/е7» = £ CTiOi) х
..sieSj(e)

£ СТ2(52) Х -Х S °Д) =

= [Z>j (е {) х • • ■ х bx (е (')] х [b2 (е 2) х ■ • • х Ь2 (е 22)] х • ■ • х 

xlbn(e},)x---xbl,(eJn")] =

= b (el)xb (e2)x-xb (eJ) =p(teT\b) (см. (9.16)).
о.(ё1) а(ё2) а(^2)

На этом доказательство завершено. ■
Пусть t/(o) — ожидаемый выигрыш игрока i при использовании профиля 

смешанных стратегий о, a U^b) — его ожидаемый выигрыш при исполь
зовании профиля поведенческих стратегий Ь. Результат леммы показывает, 
что для любого профиля смешанных стратегий о = (ор.,.,0,,) ожидаемый 
выигрыш игрока I, Ui(o) = Ui(b'), где U^b) — ожидаемый выигрыш игро
ка I при использовании профиля поведенческих стратегий Ь, порожденного 
профилем смешанных стратегий о. Лемма позволяет доказать следующее 
утверждение.

Теорема 9.26. Любая конечная динамическая игра с совершенной памятью 
имеет равновесие в поведенческих стратегиях.

Доказательство. Пусть о*  = (о*,...,о* ) — равновесие в смешанных страте
гиях динамической игры в стратегической форме. По теореме Нэша такое 
равновесие всегда существует. Пусть b*  = — профиль поведенческих
стратегий, порожденный профилем смешанных стратегий о*.

Утверждается, что Ь*  — равновесный профиль поведенческих стратегий. 
Предположим, что это не так. Тогда существует игрок i и поведенческая 
стратегия 6, игрока i, такая что

6/,.^.,^,.) >£/,.(/;’)• (9-17)

По лемме 9.25 существует профиль смешанных стратегий (о,.,о1;), который 
эквивалентен профилю поведенческих стратегий (/»,■,/’*,).  Следовательно, из 
(9.17) вытекает

ц(о„<)=едх.) > иt:(ь;, ь2,..„ ь,;>=

=с,.(о;,о’2,...,о’).

Получили противоречие. Поэтому результат справедлив. ■

Теорема 9.27. Любая конечная динамическая игра с совершенной памятью 
имеет равновесие в поведенческих стратегиях, совершенное в подыграх.

Доказательство. Рассмотрим конечную динамическую игру с К этапами. 
Воспользуемся методом обратной индукции.

Этап К - 1. Рассмотрим все собственные подыгры, имеющие начальный 
узел (или корень) на этапе К - 1. Если таких подыгр нет, переходим к этапу 
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К - 2. По теореме 9.26 каждая из найденных подыгр имеет равновесие в по
веденческих стратегиях. Его и определим в качестве профиля поведенческих 
стратегий всех подыгр этапа К - 1.

Этап К - 2. Рассмотрим все собственные подыгры с начальными узлами 
на этапе К - 2. Возможны два случая.

Случай I. Подыгра этапа К - 2 не имеет подыгры на этапе К - 1. Опреде
лим на них профиль поведенческих стратегий как их равновесный профиль. 
Его существование гарантируется теоремой 9.26.

Случай II. Подыгра этапа К — 2 имеет подыгры на этапе К — 1. Редуцируем 
подыгру этапа К — 2 так, что все узлы принятия решений на этапе К— 
являющиеся корнями подыгр этапа К- 1, теперь стали терминальными. 
Определим вектор выигрышей в каждом из этих терминальных узлов как 
вектор ожидаемых выигрышей при использовании профиля поведенческих 
стратегий, который является равновесным в подыгре этапа К- 1, стартую
щей в этом узле. По теореме 9.26 редуцированная динамическая игра имеет 
равновесие в поведенческих стратегиях.

Определим профиль поведенческих стратегий в подыграх этапа К - 2 
следующим образом.

(1) В каждом узле подыгры, стартующей на этапе К - 2, в качестве по
веденческой стратегии (которая представляет собой вероятностное 
распределение на множестве выборов в узле) возьмем равновесный 
профиль поведенческих стратегий редуцированной динамической 
игры.

(2) В каждом узле подыгры, стартующей на этапе К- 1, в качестве по
веденческой стратегии (которая представляет собой вероятностное 
распределение на множестве выборов в узле) возьмем равновесный 
профиль поведенческих стратегий подыгры, стартующей на этапе 
К- 1.

Этот профиль поведенческих стратегий будет равновесным профилем 
поведенческих стратегий в подыгре с началом на этапе К - 2. Он является 
совершенным в подыграх по построению.

Действуя по рекурсии, мы доберемся до этапа 1 динамической игры. Ре
дуцированная игра будет содержать терминальные узлы, которые являются 
начальными узлами собственных подыгр, стартующих на этапе 2. Если на 
этапе 2 нет собственных подыгр, то конечные узлы редуцированной игры 
будут начальными узлами подыгр, которые начинаются на этапе 3. Если 
нет подыгр, стартующих на этапе 2 или 3, то редуцированная игра может 
содержать терминальные узлы, являющиеся узлами подыгр, которые начина
ются на этапе 4, и т.д. Редуцированная игра этапа 1 также может содержать 
терминальные узлы, которые достигаются после того, как сделан выбор на 
этапе 1 или в корне исходной игры.

Редуцированная игра этапа 1 имеет равновесие в поведенческих страте
гиях, опять же в силу теоремы 9.26. Отсюда имеем распределение выборов 
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игроков во всех информационных множествах, предшествующих первым 
собственным подыграм. Для первой собственной подыгры рассмотрим по
веденческие стратегии, которые входили в состав совершенных в подыграх 
профилей, построенных рекурсивно для этой подыгры. Продолжим делать 
это в каждой из последующих подыгр. Найденный профиль поведенческих 
стратегий является совершенным в подыграх по построению.

Наконец, если динамическая игра не имеет собственных подыгр, то любая 
равновесная поведенческая стратегия по определению является совершенной 
в подыграх стратегией игры.

На этом доказательство завершено. ■

9.5. Существование секвенциального 
равновесия
В гл. 8 была представлена идея секвенциального равновесия 

в качестве подходящей концепции решения для динамических игр с несовер
шенной информацией. Здесь мы переходим к доказательству того, что любая 
конечная динамическая игра с совершенной памятью имеет секвенциальное 
равновесие. Начнем с определения.

Определение 9.28. Профиль смешанных стратегий пе - (л®,..., л* ) называется 
^-ограниченным, если для е > О поведенческая стратегия л® каждого игрока i 
удовлетворяет условию

Л;(б)>Е

для любого выбора (ребра) е в каждом информационном множестве игрока i.
Следует отметить, что е-ограниченный профиль поведенческих стратегий 

является вполне смешанным профилем поведенческих стратегий, поскольку 
подразумевает выбор любого ребра с положительной вероятностью. В силу 
этого любое информационное множество игры достигается с положительной 
вероятностью. Следовательно, в каждом информационном множестве Е-огра- 
ниченным профилем поведенческих стратегий порождается единственная 
система ожиданий, согласованная с профилем поведенческих стратегий. 
Перейдем к рассмотрению следующего результата, который касается су
ществования секвенциального равновесия. Для доказательства теоремы 
нам потребуется вспомнить некоторые понятия и ввести несколько новых. 
Напомним (глава 8), что

£,(2„л,р)

ожидаемый выигрыш игрока i в информационном множестве в случае, 
когда используется профиль стратегий п, и ц — ожидания в 2,-, порождаемые 
этим профилем стратегий л. Далее вспомним, что A(v(Z,)) — множество 
вероятностных распределений на выборах v(Zy) игрока/ в информационном 
множестве 2у. Если профиль поведенческих стратегий ле является Е-ограни- 
ченным, то распределение вероятностей на любом множестве выборов v(Zy) 
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ограничено снизу величиной е > 0, т.е. выборы задаются вероятностными рас
пределениями на замкнутом подмножестве Ae(v(Zy)) множества A(v(Z;)).

Рассмотрим профиль стратегий игроков, отличных от z. Нетрудно 
проверить, что он является элементом

Аналогично стратегия п' игрока z представляет элемент

ГЙА'М1*)).
Таким образом,

где Ei(plj,pel') — ожидаемый выигрыш игрока I в случае, когда все игроки 
совершают выборы в информационных множествах в соответствии с веро
ятностными распределениями (Х,-,Ае)> которые порождаются профилем 
стратегий (л1(.,л').

В динамической игре с несовершенной информацией игрок может иметь 
несколько информационных множеств, некоторые из которых включают 
информационные множества, предшествующие другим информационным 
множествам. Следовательно, некоторые информационные множества игрока 
будут достигаться на более ранних стадиях игры. Пусть Д > 1 — число стадий 
игры, в которых имеются информационные множества игрока /. Тогда для 
произвольно заданного л,, а значит, и для распределения вероятностей р‘ 
можно разбить р] на компоненты

P'i =(Pls<i’Pi,s>i)>
где p* s<l — распределения вероятностей в информационных множествах 
на стадиях, предшествующих /, где 1 < / < L,. В гл. 8 также отмечалось, что 
любой е-ограниченный профиль стратегий порождает единственную систему 
ожиданий в каждом информационном множестве. Для каждого профиля 
стратегий лЕ будем указывать его единственную систему ожиданий в виде 
ц(ле). Поскольку эта система ожиданий порождается распределением веро
ятностей ре, зачастую мы будем писать ц(Х) • Запишем через

£’,.(Т/,(Х„Ае),н(Х,-,Ле))

ожидаемый выигрыш игрока i в информационном множестве Z, в случае, 
когда распределения вероятностей порождены профилем стратегий, заданным 
с помощью и результирующая единственная система ожиданий
имеет вид .

При заданном pf,. распределении вероятностей игроков, отличных от z, 
на множестве выборов в их информационных множествах, оптимальный 
отклик игрока z подразумевает выбор вероятностных распределений р*  в его 
информационных множествах, максимизирующий

Е^РГ).
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В общем случае этого невозможно достичь путем выбора вероятностного 
распределения р-(1-‘) независимо в каждом информационном множест
ве Ip игрока i так, чтобы получить максимум

при заданных распределениях в Z. 1р . Это происходит в силу того, 
что распределение вероятностей р-(1р) в информационном множестве Тр 
определяет ожидания во всех информационных множествах, которые следуют 
за Т*' , и распределение на множестве выборов, являющееся оптимальным 
при одном множестве ожиданий, в общем случае не будет оптимальным для 
другого множества ожиданий. В свою очередь, игрок сможет увеличить свой 
ожидаемый выигрыш в динамической игре при изменении распределений 
одновременно в двух или более информационных множествах.

1 Как можно справедливо заметить, для нахождения оптимальной поведенческой 
стратегии игроку / предстоит решать задачу динамического программирования с конеч
ным горизонтом.

Таким образом, оптимальная поведенческая стратегия игрока i при дан
ном /Д лучше всего определяется с помощью алгоритма обратной индукции, 
при котором оптимальные распределения вероятностей в информационных 
множествах вычисляются в первую очередь в последней стадии Д, образуя 
функцию от распределений, выбранных на стадиях от 1 до Д-1. Затем 
определяются оптимальные распределения на стадиях Д -1 и Д, образуя 
функцию от распределений на стадиях от 1 до Д -2, и т.д.1 Ниже данный 
подход будет использован для нахождения оптимальной поведенческой 
стратегии игрока i при известных поведенческих стратегиях всех остальных 
игроков.

Следующий результат показывает, что существует е-ограниченный про
филь стратегий, такой что если все игроки могут выбирать только е-ограни- 
ченные стратегии, то каждый игрок имеет максимум ожидаемого выигрыша 
при данном е-ограниченном профиле стратегий других игроков. Иначе 
говоря, результат показывает, что существует равновесие в е-ограниченных 
стратегиях.

Лемма 9.29. Для любого е > 0 существует ^-ограниченный профиль поведен
ческих стратегий тб*  и ожидания це'* , согласованные с тб* , такие что для 
любого игрока i

Е, (Д«, <),цеЛ) > Ei (Д«, лЕ), це))

в каждом из информационных множеств I, для любой ^-ограниченной поведен
ческой стратегии л ■ игрока i и системы ожиданий цЕ, порожденной профилем 
стратегий (лД,лЕ).

Доказательство. Зафиксируем игрока z и воспользуемся алгоритмом 
обратной индукции по информационным множествам игрока i начиная с 
информационных множеств стадии Д. При заданных лД, а следовательно, 
и распределениях /Д на множествах выборов v(T) в информационных
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множествах Т игроков, отличных от /, и распределениях во всех
информационных множествах стадий с 1 по L.1, существует единственная 
система ожиданий, порождаемая в каждом информационном множестве ста
дии Lt игрока z. Так как ожидаемые выигрыши £,(Z,pe,pe(//)) непрерывны 
на компактных множествах AE(v(Z)), то существует которое дает
максимум

£X^,(X/,(a.sU)^e(X,,U-.sU))

в каждом информационном множестве I* Li стадии Л, игрока i.
Определим отображение

B"Li ■ ГЦГЦ »хГЦ) 

как
Ц(Х/,(А.5и,.) = {(^Е(Ц))ч.}-

Отображение приводит к оптимальным распределениям вероятностей на 
множестве выборов в информационных множествах стадии L, игрока z при 
известных распределениях в других информационных множествах игрока z 
и информационных множествах других игроков. Нетрудно понять, что гра
фик отображения, обозначенный как G к,, замкнут в силу теоремы Бержа я,'
о максимуме (см. теорему 9.13), и, следовательно,

"U.^,4

тоже замкнут, где ВВ (р^Ар^)^^^*  В-‘‘ (р^Ар^)^) определяет отоб
ражение В В .

Далее, функция ожидаемого выигрыша в каждом информационном мно
жестве I,. ir‘ стадии -1 игрока /

= £,.Ц'Лр!;,(аД<л ,(ЖЧ ))ч^(p^Ap^l,)), 
определенная на П^/ГЦ^М2;,де(у(^')> непрерывна. Это 

наблюдение также следует из теоремы Бержа о максимуме.
Теперь рассмотрим выборы в информационных множествах 1

стадии £, -1 игрока I. Определим отображение
: П^П^!Де(^Г))х П/<Д,-1Л₽ ) -*  де(У(^’1)X Де(у(Ц)

как
Ц (ШМ = {(р-(^-' ))ч._, АрА^ , 

где £Е(Ц'_1) максимизирует
£Гл,.-1(тЧ-> Ap.s)s<l))

и каждый p](T^LA — в
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для любого информационного множества стадии £( игрока /. Из теоре
мы 9.13 следует, что график G к замкнут и функция

-в,'

определенная на FF ГТ*'  Ле (v(zf7)) х ГТ ДЕ (у(7Д), непрерывна. Таким
образом, график отображения,

замкнут, где отображение ЛА-1 определяется как 5)^.1) =
= LL (p'.^pj^-i ). Из построения отображений должно быть ясно, что

G L- '
Вр' 1 Вр'

Продолжая рекурсивно в той же манере, на стадии 1 будем иметь отоб
ражение

определенное как

где {р](Т^‘))к',=х максимизирует ожидаемый выигрыш

Д(^,.,(Ае(^))*' =1)

игрока / при заданном профиле поведенческих стратегий тС,- всех игроков, 
отличных от /, и, следовательно, при соответствующих распределениях 
вероятностей plt в информационных множествах игроков, отличных от I. 
Это отображение не пустозначно и имеет замкнутый график. Тогда отоб
ражение

: ПмЩ'ч <v<1*' » - П « Пм.4' <»(!*'»
на компактном подмножестве ГШ t ДЕ (у(1к/)) Евклидова пространства, 
задаваемое правилом 1

не пустозначно и имеет замкнутый график. Также можно проверить, что 
отображение выпуклозначно, поскольку таковы все отображения Вк' при 
1 < / < £, каждого игрока i - .

Следовательно, по теореме Какутани о неподвижной точке (теорема 9.15) 
существует ре* е В(ре*). Теперь заметим, что поскольку лЕ,‘ вполне сме
шанный профиль поведенческих стратегий, он порождает единственные 
ожидания ц‘?, которые согласованы с лЕ *.  Поэтому согласованный набор 
(71е’,це*)  удовлетворяет требуемым условиям. ■
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Следующий результат показывает, что если е достаточно малы, то равно
весие в е-ограниченных стратегиях является приближенным равновесием. 
Он необходим для доказательства итогового результата этого раздела.

Лемма 9.30. Для заданной конечной динамической игры и равновесия в X/s-огра- 
ниченных стратегиях существует число К >0 , зависящее от игры, такое что

0 < тах[ (л* , ц!, Т.‘) - £. («;, л;), ц5 (л’,., л,), Z*' )] < -у-

для любой поведенческой стратегии л, игрока i.
Опустим доказательство, поскольку оно очевидным образом следует из 

наблюдения, что если поведенческая стратегия игрока максимизирует ожи
даемый выигрыш на множестве l/s-ограниченных поведенческих стратегий, 
то поведенческая стратегия, которая максимизирует ожидаемый выигрыш, 
ставит в соответствие нулевую вероятность не более чем конечному числу 
выборов; следовательно, ожидаемый выигрыш может быть увеличен путем 
увеличения вероятностей, отвечающих выборам с наибольшими выигрыша-

(. М'\ JZ Л ГТми, на множитель I *+~1  Для некоторого М >0. Поскольку игра конеч

на, М будет ограничено сверху. Детали доказательства остаются в качестве 
упражнения.

Теорема 9.31. Любая конечная динамическая игра с совершенной памятью 
имеет секвенциальное равновесие.

Доказательство. Выберем е = —, где п велико, и рассмотрим последователь- п
ность поведенческих стратегий и согласованных ожиданий {л",ц"}„, такую 
что для каждой (л",ц") для любого игрока / и любого информационного 
множества Тк'' игрока i

Ei (л”, ц”, Ik‘) > ((л”;, л,.), ц" (л2; (9.18)

для любой поведенчеркой стратегии л,- и порожденных распределений ве
роятностей на flf'_1A"(v(Z*')) . Такая пара {л",ц"}я существует для каждого п 

по лемме 9.30.
Рассмотрим пару поведенческих стратегий и ожиданий (л,ц), заданную 

как
(л,ц) = Ит(л",ц").«->« I

Такой предел существует в силу того, что ПЖ л А" )) является

компактом в Евклидовом пространстве, следовательно, любая последова
тельность {л",ц"}„ имеет предельную точку.

Утверждается, что для любого игрока i и информационного множества 
Ikl игрока i

(л, щ I* 1') > £,. ((л-/, л,.), ц(л-,-, л,-), I *')

для любой поведенческой стратегии л,- игрока /.
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Предположим, что это не так. Тогда для некоторого игрока i и некоторой 
поведенческой стратегии л,- игрока i имеем

£Дл,ц,^/)< .
Положим

£,.((Л-;,Л,.),Ц.(Л-;,Л,.),1* ’')-£,(л,Ц,Т*')  = О>0 . (9.19)

Так как ожидаемые выигрыши непрерывны по распределениям вероят
ностей выборов в информационных множествах и ожиданиям, то существует 
достаточно большое п0, такое что при всех п > п0

£,.(л",ц"Д/')-£,.(л,щ1^) <|

£,((л2,-,л,),(х(л2,- (9.20)

Из (9.19) и (9.20) для всех п>п0

£,(«■, л,.),ц(л";, л;),1 > £,.(л",ц", 1 + а,

следовательно,

£,.(«, л,. ),ц(л",, л,-), #') > £,. (л", ц", ТД'). (9.21)

Заметим, теперь, что по лемме 9.30 существует £ >0 (которое зависит 
от динамической игры), такое что

|£Д(л!,,л,.),цК,л,.),^)-£,.(л%ц5,2^)|<^,

где л,- = л■ последовательности {л,} 1/5-ограниченных поведенческих
стратегий игрока /. Выберем в последовательности {л",ц"} достаточно боль
шое и., так чтобы —<4--Тогда отсюда и из (9.21) следует, что для любой

Л, 4
поведенческой стратегии л, игрока i

= £,.(л",ц",^) + |.

Но это противоречит (9.18). Поэтому утверждение доказано. ■
При доказательстве существования секвенциального равновесия мы опре

деляем стратегию поведения (наилучшего ответа) игрока, используя рассуж
дение по индукции и рекурсивное построение оптимальной поведенческой 
стратегии. Альтернативным подходом может служить поиск наилучшего 
отклика игрока в каждом его информационном множестве, когда выборы 
остальных игроков заданы. Мы приведем пример, демонстрирующий, что дан-
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ный подход не всегда дает правильный наилучший ответ, так как игрок с не
сколькими информационными множествами может получить более высокий 
выигрыш при одновременном изменении выборов во всех информационных 
множествах. Рассуждение по индукции в текущем доказательстве, принимая 
во внимание выборы во всех информационных множествах, приводит к 
оптимальной поведенческой стратегии игрока, даже когда рассматриваются 
все информационные множества игрока, и он может одновременно изменять 
свои выборы во всех своих информационных множествах.

Убедимся в этом на следующем примере. В динамической игре на рис. 9.5 
игроку 1 принадлежат три информационных множества, а именно = {(?},

={E,F} и ={G,H}, а игроку 2 одно, Т2 = {ЛГ,У}. Если игрок 1 пред
ставлен агентом в каждом из трех информационных множеств, где каждый 
агент имеет тот же самый выигрыш, что и игрок 1, то динамическая игра ре
дуцируется к игре в стратегической форме с четырьмя игроками: агенты 1, 2 
и 3 игрока 1 и игрок 2. Множество стратегий агента 1 — это {а,Ь}, множест
во стратегий агента 2 — {£,/?}, и множество стратегий агента 3 — {£',/?'}■ 
Заметим, что профиль стратегий (a,L,L',T) является равновесием по Нэшу 
игры четырех лиц в стратегической форме с вектором выигрышей (1,1,1,1). 
Это можно проверить, заметив, что если агент 1 отклонится, выбрав b (вмес
то а), то его выигрыш по-прежнему будет равен 1. Если агент 2 отклонится, 
выбрав R, то его выигрыш уменьшится с 1 до 0. Если агент 3 отклонится, 
выбрав R', то выигрыш останется по-прежнему равным 1. А если игрок 2 
отклонится, выбрав В, то его выигрыш уменьшится до 0.

Заметим, однако, что если игрок 2 планирует играть свою поведенческую 
стратегию (Гв Z2), то наилучшим ответом игрока 1 будет выбор поведенчес
кой стратегии (Ь в Т/, L в Z,2, R' в Z,3). Таким образом, профиль стратегий 
{{a,L,L'},T) — не равновесие в динамической игре. В игре в стратегической 
форме с агентами как независимыми игроками это потребует одновременного 
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отклонения от равновесного профиля стратегий ({a,L,L'},T) агентов 1 и 3. 
При рассуждении по индукции, однако, будет выбран корректный наилуч
ший ответ. Если поведенческая стратегия игрока 2 в I) — это Т, то игрок 1 
рассматривает выборы в информационных множествах Z2 и на третьей 
стадии динамической игры. В информационном множестве Z2 оптимален 
выбор L, а в информационном множестве 2\3 — выбор R'. Следовательно, 
в информационном множестве 2\', в корне игры, оптимальным выбором 
игрока 1 будет Ь. Таким образом, мы получим корректный наилучший ответ 
игрока 1 на стратегию игрока 2.
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шенной информацией 481
- с несовершенной памятью 228
- с совершенной памятью 227, 439

Дисконтированная функция выигрышей 
369

Дисконтированное равновесие по Нэшу 
344

Дисконтированное равновесие по Нэшу, 
которое не является недисконтированным 
(равновесием по Нэшу) 346

Дисконтированное совершенное в подыг
рах равновесие 355

Дисконтированный выигрыш (игрока) 
343

Дисконтирующий множитель 332
Дисперсия 36
Дифференцируемая функция 21
Длина пути 144
«Добыча ресурсов», игра 412
Доминируемые стратегии 81
Доминирующие стратегии 81
Доносить, стратегия 66
Доступные альтернативы 276
Дуополия Бертрана 112

— Курно с бесконечным горизонтом 
384
- Курно с неполной информацией 130
- Курно с частной информацией об из
держках 486
- Штакельберга 195

Е
Евклидово пространство 495
Единственная критическая точка 80

3
Завещание и стимулы, 197
Зависимая переменная 15
Задача торга между двумя участниками 

276
Закрытые аукционы первой цены 234
Закрытые аукционы второй цены 234

И
Игра

-банкротство 291
— баскетбол 168
- выбор оптимального портфеля 55, 56
- «Говори правду» («Truth telling») 453
— «Дилемма заключенного» 65

---- с бесконечным горизонтом 379
- «Добыча ресурсов» 412
- дуополии Бертрана 112
- дуополии Курно 110
- дуополии Штакельберга 195
— завещание и стимулы 197
- использования ресурсов в общей соб
ственности 126
— «Камень-ножницы-бумага» 99
- контракт на рукопись 484
- координационные игры 97, 365

---- с неполной информацией 130
- «Лимоны» 430
- мажоритарное голосование 327
- международная торговля 202
- «Мониторинг» 199
- «Назначение цен» 64
- на поглощение 175, 176
- «Орлянка» 99, 452
- «Охота на оленя» 97
- партнерство 221
- «Петушиный бой» 96, 98, 104
- покупка автомобиля 336
- распределения налогового бремени 
323
- сборы аэропорта на посадку 319
- «Сдерживание входа» 465
- «Семейный спор» 85, 98, 365
- с совершенным в подыграх равнове
сием, не использующим ни минимакс
ных, ни триггерных стратегий 399
— «Соревнование» 215
- «Сороконожка» 189
- финансирование общественного блага 
133, 134
- финансирование проекта 462
- Хотеллинга выбора местоположения 
65
- Хотеллинга линейного города 119
— ценообразование (дуополии) Бертрана 
112
- ценообразование с дифференциацией 
продукции 117
— ценообразование с дифференциацией 
продукции 117
- «Ядерное устрашение» 193
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Игрок 234
Игры

- без побочных платежей 313
- в биматричной форме 88
- в матричной форме (матричные) 67
- в нормальной форме 73
- в смешанных стратегиях 89
- в стратегической форме 73
-динамические 170

— с бесконечным горизонтом и несо
вершенной информацией 481
---- с совершенной памятью 439

— матричные (в матричной фирме) 67
- одного периода 340
- однократные 340
- повторяющиеся 340

---- с бесконечным горизонтом 340
— с конечным горизонтом 340
---- с оптимальным контрактом 410
— с совершенной памятью 227

- сигналинговые 454, 457
— с неполной информацией 105, 106
- с нулевой суммой 72, 505
- с побочными платежами 313
— с несовершенной памятью 227
- с совершенной информацией 176
- стадийные (или одного периода) 340
- стратегические 73
- стратегические, п лиц 73
- с трансферабельной полезностью 313
- торга, 303

---- симметричные 281
---- (выпуклые) 281
---- п лиц 101, 302, 307
- - относительно заработной платы
296
— сбалансированные 307
— с бесконечным горизонтом и несо
вершенной информацией 481
----- с несовершенной информацией
478
— (трехпериодная) 478

— торговли (повторяющаяся) 407
- Г-периодные 340

Идеологическая функция плотности 139
Издержки отсрочки при торге 332
Инверсия предпочтений 60
Индивидуально рациональный (вектор

выигрышей) 390
Индикаторная функция 306
Информационное множество 170, 173
- с совершенной памятью 439

История повторяющейся игры 340

Исход 356
- повторяющейся игры 341, 369
— порожденный профилем стратегий 343

К
Калаи Е. 293
Калаи — Смородинского, линия 294
Калаи — Смородинского, правило реше

ния 294
Карта соответствий 314
Квазивогнутая функция 498
Коалиция

- большая 301
— блокирующая 306
- ценность (коалиции) 312

Компактное множество 278, 496
- аллокаций 278

Контракт на рукопись (игра) 484
Координационные игры 365
Корень дерева 145
Коррелированная аллокация полезностей 

285
Коэффициент временных предпочтений 

332
Критерий равновесия по Нэшу 76
Критическая точка 21
КС-распределение полезностей 294
Куна, теорема 519
Курно А. ПО
Курно, дуопол ия 110

Л
Лагранж Ж., Л. 27
Лагранжа, метод 27
Лагранжа, множитель 28
Лангражиан (функция Лагранжа) 28
Линия Калаи — Смородинского или КС- 

линия 294
Лотерея 45

- составная 48

М
Мажоритарное голосование, игра 327
Максимизация полезности 30
Максиминная стратегия 506
Максимума точка 18
Марковские стратегии 415

-совершенные 415
Математическое ожидание (ожидаемое зна

чение) 36
Матричная игра 67
Метод Лагранжа 27
Метод обратной индукции 150
Минимаксный выигрыш 353, 390
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Минимальная ставка 241
Минимума точка 18
Множество
- выпуклое 496
- замкнутое 495
- компактное 496
- открытое 495

Множество 15
— альтернатив 17
- выбора (допустимое множество) 17
- действий 73
- доступных альтернатив 276
- исходов игры (профиль стратегий) 73
— ограничений (достижимое множество, 
множество альтернатив) 17
— результатов торга 276
- стратегий (множество действий) 73

Множитель Лагранжа 28
Модифицированая игра на поглощение 

176
Монета правильная (симметричная) 19, 

33
Мониторинг, игра 199
Монотонное правило решения 292
Монотонность (правила) 292
Моральный риск 205
Модель
- аукциона 134
— аукциона второй цены 134, 135
- избирателя 139
- использования ресурсов в общей соб
ственности 126
- Курно, дуополии 110
— Курно, дуополии с неполной инфор
мацией 130
- медианного избирателя 123, 125
- распределения налогового бремени 
323
- финансирования общественного блага 
133, 134
- Хотеллинга, выбора местоположения 
65
- Хотеллинга, линейного города 119
— ценообразования Бертрана 119
- ценообразования (дуополии) Бертрана 
112
- ценообразования с дифференциацией 
продукции 117
- Штакельберга, дуополии 195

Н
Набег на банки 405
Наилучшая реакция (наилучший ответ) 

100

Наилучший ответ (наилучшая реакция) 
100

Наследник (последователь) 144
Наихудшее в совершенных подыграх рав

новесие 402
Направленный граф (или просто граф) 

143
Народная теорема 389, 392
Натуральные числа (множество) 15
Недисконтированный выигрыш (игрока) 

343
Недисконтированное равновесие по Нэшу 

344
Недисконтированное равновесие по Нэшу, 

которое не является дисконтированным 
(равновесием по Нэшу) 345

Недисконтированное совершенное в подыг
рах равновесие 355

Недостоверное поведение 85
Независимая переменная 15
Независимость 48

— от линейных преобразований 278
- от несвязанных альтернатив 278
- от фиктивных игроков 318

Неймана — Моргенштерна, функция по
лезности 46

Нейтральность к риску 50
Неподвижные точки отображений 502
Непрерывное отображение 500
Непрерывность 48
Непрерывная функция 496
Неприятие риска 50
Неподвижная точка 101,502
Несовершенная информация 234
Нормальное распределение 41
Нэша, теорема 279, 281

О
Область
- значений (отображения) 499
- определения

---- функции 15
---- отображения 499

Обобщенная модель избирателя 139
Образ (подмножества) 499
Обратный граф 145
Общественный оптимум 128
Объединяющее равновесие 470, 475, 477
Ограничение индивидуальной рациональ

ности (ограничение участия) 211
Ограничение участия (ограничение инди

видуальной рациональности) 211
Однократная игра 340
Ожидаемая полезность (ожидаемый выиг

рыш) 47
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Ожидаемое богатство 45
Ожидаемое значение (математическое 

ожидание) 36
Ожидаемый выигрыш (ожидаемая полез

ность) 435
Ожидания 426
Ожидания, порождаемые профилем впол

не смешанных поведенческих стратегий 
429

Ожидания, согласованные по Байесу 431
Окрестность (множества) 499
Окрестность (точки) 495
«Орлянка», игра 99
Оптимальные контракты с двумя агентами: 

игра «Соревнование» (турнир) 215
Оптимальный контракт: континуальное 

множество усилий 212
Оптимальный контракт: случай несовер

шенной информации 208
Оптимальный контракт: случай совершен

ной информации 205
Оптимальный отклик 100
Оптимальные решения в конкурирующем 

спорте 158
Оптимальные уголовные кодексы 402
Оптимизационная задача 18
Открытая окрестность 499
Открытое подмножество 495
Отображение 499
- аргмаксимума 500
- непрерывное 500
- полунепрерывное сверху 500
- полунепрерывное снизу 500
- наилучшего ответа (наилучшей реакции 
или отклика) 101

Оценка товара 234

П
Парадокс Аллэ 59
Парето-оптимальность 277
Парето-оптимальное (правило решения) 

277
Парето-эффективность 277
Перестановка (игроков) 317
Поведенческие стратегии 223
Поведенческая стратегия (игрока) 427
Повторяющаяся дуополия
- Бертрана с бесконечным горизонтом 
384
— Курно с частной информацией об из
держках 486
- Курно с бесконечным горизонтом 381

Повторяющаяся игра 340
- с бесконечным горизонтом 340

- с конечным горизонтом 340
- с оптимальными контрактами 410
— торговли 407
- Т-периодная 340

Поддерево 147
Подмножество вещественных чисел 497
Подмножество выпуклое 281
Подмножество Евклидова пространства 

500
Подмножество симметричное 281
Подыгра 354, 370
- динамической игры, п лиц 181
- повторяющейся игры 354
-торга 277
-тривиальная, 182

Полезность 73
Полнота (отношения предпочтения) 47
Положительное отношение к риску 50
Полунепрерывное сверху (отображение) 

500
Полунепрерывное снизу (отображение) 

500
Последовательное исключение доминируе

мых стратегий 82
Постоянный по периодам (профиль стра

тегий) 343, 369 
-потомок, 146

Правильная или симметричная монета 
33, 34

Правило решения 277
- Калаи — Смородинского 294
— монотонное 292
- Нэша 278
- Парето-эффективное 277
- симметричное, 281

Правило принятия решения Нэша 278
Предварительный (нулевой) этап 241
Предельный вклад игрока 318
Предельные издержки 27
Предок 146
Предшественник 144
Преимущество первого хода 196
Приближенные равновесия по Нэшу 237
Приложение к страхованию 53
Пример равновесия, не являющегося со

вершенным в подыграх 391
Производная (функции) 21
Пространство элементарных событий 32
Профиль

— вероятностей (или смешанная страте
гия) игрока 88
- действий 73
- поведенческих стратегий 223, 427 

- вполне смешанный 427
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- смешанных стратегий 434
---- игры 515

- стратегий 73, 174, 179, 341, 360, 369
— или множество исходов игры 73

- чистых стратегий 434
— эквивалентных стратегий 519

Прямой потомок 146
Пустое множество 33
Путь графа 144
Путь, согласованный с профилем страте

гий 180

Р
Равновесие 371
- Байеса — Нэша 107
- внутреннее 91

---- по Нэшу 75
- в поведенческих стратегиях 224
— в подыгре с началом в периоде t после 
истории h*  354
— историй 352
-по Нэшу 68, 74, 138, 180, 237, 248, 
260, 344, 370

— в повторяющейся игре с бесконеч
ным горизонтом, у которой стадийная 
игра не имеет равновесий по Нэшу в 
чистых стратегиях 371
---- дисконтированное 344
----  недисконтированное 344
----- не являющееся совершенным в 
подыграх 391
— приближенное 237

- разделяющее 470, 475
- секвенциальное 438
- совершенное байесовское 450
- совершенное в подыграх 183, 355

---- в поведенческих стратегиях 224
— не использующее ни минимаксных, 
ни триггерных стратегий 399

Равновесные триггерные стратегии 378
Равновесный вектор цен 309
Равновесный путь 180
Распределение

— вероятностей 285
- нормальное 41
- налогового бремени 323
- (аллокация) полезностей КС 294
- равномерное 39
- случайной величины 34

Ребро (графа) 144
Результаты торга 276
Рефлексивность (отношения предпочте

ния) 47
Решение матричной игры 68

Решение игры торга 277
- Калаи — Смородинского 294
- по Нэшу 278

Рискофил 50
Рискофоб 50
Родитель (прямой потомок, потомок) 146
Рынок

— «лимонов» 420
- неделимых благ 314
- с двумя фирмами 362
- подержанных автомобилей 420

С
Сбалансированная игра торга п лиц 307
Сбалансированное семейство коалиций 

307
Сбалансированные веса 307
Сборы аэропорта на посадку, игра 319
Свойства распределений 35
Седло 506
Седловая точка 72, 506
Секвенциальное равновесие 438
Секвенциально рациональные (участники) 

438
Семейный спор, игра 85, 98, 365
Сигналинг на рынке труда 470, 475
Сигналинговые игры 454
Строго (сильно) доминирующая стратегия 

81
Симметричная игра торга 281
Симметричное подмножество 281
Симметричное правило 281
Симметричность 36, 317
Система ожиданий в динамической игре 

с несовершенной информацией 426
Система ожиданий на информационном 

множестве 450
Система ожиданий (мировоззрение) игрока

426, 450
Скарф Г. 308
Скарфа, теорема 308
Слабо доминирующая стратегия 81
Случай полунепрерывных сверху функций

выигрыша 513
Случайная величина 34
Смешанная стратегия (или профиль ве

роятностей строчного игрока) 88
Смешанная стратегия (или профиль ве

роятностей столбцевого игрока) 88
Смешанные стратегии 88, 89, 515

- профили (смешанных стратегий) 515
Смородинский Р. 293
Снижение риска и выбор портфеля 56, 57
События 33

541



ИГРЫ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

Совершенная информация 234
Совершенная память (информационного 

множества) 439
Совершенное байесовское равновесие 450
Совершенное в подыграх равновесие 355, 

371
— в поведенческих стратегиях 224
— в повторяющейся игре с бесконечным 
горизонтом 373
- и обратная индукция 230
— не использующее ни минимаксных, ни 
триггерных стратегий 399

Совершенные марковские стратегии 415
Совместимость стимулов 211
Совместная плотность распределения 257
Совместное предприятие 303
Согласованность с информационным мно

жеством 173
Согласованные по Байесу ожидания 431
Составная лотерея 48
Ставка дисконтирования (или дисконтиру

ющий множитель) 332
Стадийная игра (или игра одного периода) 

340
Стандартное отклонение 36
Стационарная точка 22
Столбцевой игрок 67
С трансферабельной полезностью игры 

313
Стратегии

-марковские 415
- совершенные марковские 415

Стратегическая игра 73
Стратегия

-доминируемая 81
— доминирующая 81
— игрока 173,341,369
- максиминная 506
- наилучшего ответа (оптимального от
клика или наилучшей реакции) 100 
- слабо доминируемая 81
— слабо доминирующая 81
- смешанная (или профиль вероятнос
тей) 88
- строго (сильно) доминирующая 66, 81
- триггерная 378
- чистая 88

Страховая премия 53
Строго вогнутая функция 50, 498
Строго выпуклая функция 50, 498
Строго (сильно) доминирующая стратегия 

66, 81
Строго квазивогнутая функция 498

Строго положительное отношение к риску 50
Строгое неприятие риска 50
Строчный игрок 67
Существавание равновесия
- в динамической игре с совершенной 
памятью

---- в поведенческих стратегиях 522
------- совершенного в подыграх 522

- в игре в стратегической форме 511, 513
— в смешанных стратегиях 515

Существование секвенциального равнове
сия 440, 529

Т
Теорема

- Бержа о максимальном значении 500
— Гейне — Бореля 496
— Какутани (о неподвижной точке отоб
ражения) 502
-Куна 187,519
- народная 389
- Нэша (о свойствах правила Нэша) 279
- Нэша (о свойствах решения по Нэшу 
игры торга) 281
- об ожидаемой полезности 49
— Скарфа 308
-Шепли 318

Теорема существования равновесия
- в динамической игре с совершенной па
мятью в поведенческих стратегиях 522

------- совершенного в подыграх 522
— в игре в стратегической форме 511, 
513
- в смешанных стратегиях 515

Теорема существования секвенциального 
равновесия 440, 529

Терминальный узел 145
Тест первого порядка 22
Тест второго порядка 23
Торга, игра 303
Торга, симметричная игра 281
Точка

- внутренняя 495
— граничная 495
- максимума 18
- неподвижная 502
- несогласия 276
- оптимума 18
— ядра 306

Транзитивность (отношения предпочте
ния) 47

Т-периодная повторяющаяся игра 340, 
358, 363

542



УКАЗАТЕЛЬ

Трехпериодная игра торга 478
Тривиальная подыгра 182
Триггерные стратегии (беспощадно триг

герные стратегии) 378

У
Узел 144

- решений 170
Узлы
- или вершина графа 144
- эквивалентные 170

Условная вероятность 162, 258
Условная ожидаемая ценность 258
Участник торгов 234

Ф
Фиктивный игрок 317
Финалист 235
Финансирование общественного блага игра

133, 134
Финансирование проекта игра 462
Фон Неймана — Моргенштерна, функция 

полезности 46
Форма характеристической функции 302
Формула Байеса 162
Функция 15
- вещественнозначная 197
- вещественной переменной 15
- вогнутая 50, 498
— выбора 173
— выигрыша 73
- выпуклая 50, 498
- индикаторная 307
- квазивогнутая 498
— коалиционная 302, 307
— Лагранжа (лагранжиан) 28
— плотности 38
- полезности 18, 73

----  на богатстве 47
---- Неймана — Моргенштерна 46

- представляющая отношение предпоч
тения 47
— применимости, effectivity function 301

— совместной плотности распределения 
257
- строго вогнутая 50, 498
- строго выпуклая 50, 498
- строго квазивогнутая 498
- характеристическая 302, 307
— целевая 17
— эффективности 302

X
Характеризация равновесий по Нэшу 101
Характеристика (игры) 73
Характеристическая функция (множества) 

307
Хотеллинг Г. 119

ц
Целевая функция 17
Ценообразование с дифференциацией про

дукции, игра 117

Ч
Частная производная 27
Чистая стратегия игрока 88

III
Шепли, вектор 317
Шепли, теорема 318
Штакельберг Г. 195
Штакельберга, дуополия 195

Э
Эджуорт Ф. 301
Эквивалентные (узлы) 170
Эквивалентные профили стратегий 519
Эффективности функция 302
Эффективность 317

Я
Ядра точка 306
Ядро
- игры торга 306
- экономики чистого обмена 309
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Представляем читателям известный учебник К.Д. Алипрантиса 
и С.К. Чакрабарти по теории игр, подготовленный в рамках про
екта Высшей школы экономики по изданию переводов учебной 
литературы.

Караламбос Дионисиос Алипрантис (1946-2009) — аме
риканский математик и экономист греческого происхождения. 
Был заслуженным профессором Высшей школы менеджмента 
им. Краннерта Университета Пердью. Один из основателей Society 
for the Advancement of Economic Theory и журнала Economic Theory. 
За свою сорокалетнюю карьеру К. Алипрантис написал шесть книг 
по экономической теории и математике и опубликовал более сотни 
статей в ведущих журналах.

Субир Кумар Чакрабарти — уроженец Индии, американский 
математик и экономист. Профессор факультета экономики Уни
верситета Индианы и Университета Пердью (Индианополис). Его 
авторству принадлежит более 20 статей в таких журналах, как 
Econometrica, Journal of Economic Theory, Journal of Mathematical 
Economics, International Economic Rewiew и Journal of Public 
Economics.

Инициаторами издания учебника на русском языке выступили ор
динарные профессора НИУ ВШЭ, профессора департамента тео
ретической экономики факультета экономических наук НИУ ВШЭ 
В.П. Бусыгин, который стал научным редактором перевода, 
и М.И. Левин.


